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= Lineare Algebra: Vektoren
% _xl_
o Vektor: x=| i |=[x, - x,] X
_xm_ >
% " _x11+...+xn1_ w
= [ Vektorsumme: >x = s X,
— P X, +X, +X,
— | X, et X,
m X
Y.X)=(X,y)=X'y=) X,
0 Skalarprodukt: )=o) le a
(x.y) =yl cosa y




Lineare Algebra: Matrizen

- - T
X1 Xin X1 Xl
0 Matrix:  x=| 1 o f=] b =[x o x,]
_xml xmn _xln xmn
7 Matrixsumme: XYyt X, o,
X+Y= : R :
_xml +ym1 an +ymn

1 Matrixprodukt:
B r 7 X1V X1 Vi
X X || Y Vi 12:1: v 12:1: v

YX#XY=| : . o = : - :
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Quadratisch: n=m

Symmetrisch: aA=A"

O
O

11 Spur (trace): tr(A)=iaﬁ

) &

1 Determinante: det(A)=vol(E,)
O

Positiv definit: vx=#0:x"Ax>0

Lineare Algebra: Matrix-Eigenschaften

Ran g ( ran k) rk(A) = Anzahl linear unabhinger Zielen/Spalten

gilt nur falls A positiv definit

dquivalent gilt 3G: A =GG'




Lineare Algebra: Spezielle Matrizen

1 Eins-Vektor/-Matrix: 1=|:|, 1=|:

0 Einheitsvektor: e,=[0 -~ 0 1 0 - 0]

-1 Diagonalmatrix: diag(a) = [ae, ae,]=
s ,

0 Einheitsmatrix: 1= diag(1)=| : :
0 1
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Lineare Algebra: Matrix-Faktorisierung

by 0 || w, Uy
0 LU-Zerlegung (m=n): aA=LU=|: | ;
_lml lmm_ B O umm_
- Ch0|esky—Zer|egung (m B n): A=GG' existiert nur falls

A positiv definit

11 Eigenwert-Zerlegung (m = n):

i cer 0]
T ﬁ’l . . T T 1 faIISl:]
A=VXV =[V1 Vm] SRR [V1 Vm] V.V, = L
0 ; 710 fallsi#

Eigenvektoren Eigenwerte

—



0 Singuldarwert-Zerlegung (m > n):

Singularwerte i; O,

A=0QV' =|u,

R

V', AA'=U

K

0

Lineare Algebra: Matrix-Faktorisierung

0

(1 fallsi=j

<
|0 fallsi=#j

(1 fallsi=j

<
|0 fallsi#j
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= Analysis: Distanzen
% 1 Definition: d(x,y)=0ox=y d(x,y)=d(y,x) d(x,y)<d(x,z)+d(z,7)
I -1 Beispiele fir Vektor-Distanzen Norm von x:
) o m x||=d(x,0)
|| Minkowski-Distanz: x—y| = 1\9/2 x, =y, i
% i=1
= Manhattan-Distanz: x—y|
% Euklidische Distanz: x-y|,
= [ Beispiel fir Matrix-Distanzen: Singulérwerte
" der Matrix X-Y
Schatten-Distanz: IX-Y| =22 0f
i=1
Trace-Distanz: IX-Y| =[x-Y|
Frobenius-Distanz: IxX-Y|. =|x-Y|,




11 Erste Ableitung einer

Nach einem Skalar x:

Nach einem Vektor Xx:

Analysis: Differentialrechnung

A
Oox, ox

AN

Funktion f:
\% f— f
Vf =grad(f)=
7
Gradient Partielle Ableitung

11 Zweite Ableitung einer Funk’rionf

Nach einem Skalar x:

Nach einem Vektor Xx:

f

Vif =
Vif=H(f)=
T

Hesse-Matrix

o’ f o’ f

ox! Ox,0x,,

o’ f o’ f
ox, Ox, ox’




Analysis: Integralrechnung

|
)

71 Integral einer Funktion f:
Uber einem Skalar x: F, :jf(x)ax

Uber einem Vektor X: £ =[ f(xox=[--[ f(x)ox,-+-ax,

1 Bestimmtes Integral:  [f(ax=F.()-F,(a)

1 Umkehroperation: f(x) = a;x

11 Berechnung analytisch durch Integrationsregeln
oder numerische Approximation (Quadraturformeln). I




Analysis: Konvexitdt

1 Konvexe Funktion f: o
fix+A=0)y)<f (x)+1A=-0)f(») )+ (10 09
-1 Konkave Funktion f: rstief
fx+(1=0)y)2tf (x)+(1-12) f(y) ) =
-1 Streng konvex bzw. konkav: x "

,<* bzw. .= wird zu ,,<" bzw. ,,>".
Es existiert genau ein Minimum bzw. Maximum.

Lweite Ableitung ist Gberall positiv bzw. negativ. I

Tangente an f(x) ist untere bzw. obere Schranke von f.




Analysis: Optimierung

Optimierungsaufgabe (OA): =min f(x) mit x" = argmin f(x)
f Zielfunktion. -
S zulassiger Bereich (definiert durch Nebenbedingungen).
f*Optimalwert.
x*optimale Losung.
Ein x € S wird zuldssige Lésung genannt.
Konvexe OA:
Zielfunktion und zuldssiger Bereich konvex.
Lokales Optimum = Globales Optimum.

I




Analysis: Optimierung

Notwendige Optimalitatskriterien fir x™:
Wenn fin x* differenzierbar ist, dann ist v_f(x")=0.
Wenn fin x*zweimal differenzierbar ist, dann ist v27(")
eine positiv (semi-)definite Matrix.

OA ohne Nebenbedingungen:
S=R"

S={xeR"|g(x)<0, g,(x)=0, i=1..k, j=k+1..n}

OA mit n Nebenbedingungen: I

i
I.



Analysis: Optimierung

11 Lagrange-Ansatz fir OA mit Nebenbedingungen:
Nebenbed.: S={xeR"|g(x)<0, g,(x)=0, i=1..k, j=k+1..n}

Lagrange-Funktion: L(x,a)—f(x)+i0@g,-(X)/ A
= valitatsiucke

Dualitat: f mm f(Xx)=min max L(x,a) > max min L(x,a)
xeR” o> >0 xeR”

\ ; \ ;
fp (x) Ja (0‘)
f(x) fallsxeS

Primale OA: min f, (x) mitfp(x):{

o fallsxgS
Duale OA: max f, () mitf,(e)=minL(x,a) I
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Stochastik: Wahrscheinlichkeitstheorie

Lufallsexperiment: definierter Prozess, in dem eine

Beobachtung w erzeugt wird (Elementarereignis).

Ereignisraum Q: Menge aller méglichen Elementar-

ereignisse.
Ereignis A4: Tei

Wahrscheinlic
Wahrscheinlic

verteilt.

menge des Ereignisraums.

hkeitsfunktion P: Funktion welche

nkeitsmasse auf Ereignisse 4 aus Q I



Stochastik: Wahrscheinlichkeitstheorie

Giiltige Wahrscheinlichkeitstkt. (Kolmogorow-Axiome)
Woahrscheinlichkeit von Ereignis 4cQ: 0<P4)<I
Sicheres Ereignis: P(Q)=1

Fir die Wahrscheinlichkeit zweier unabhdngiger
(inkompatibler) Ereignisse 4cQ und BcQ (d.h. 4nB=2)

|
0

gilt: P(AUB)=P(A)+ P(B)
Summenregel: P(4)= ZP(A A Bl.)-z 1B} ist 'i‘;:‘gm‘efu“g
Produktregel: P(AmBl):P(A|B)P(B)
Satz von Bayes: P(4|B)P(B)= P(B| A)P(4) < P(A|B)=". (BJ)g’(A)




Stochastik: Wahrscheinlichkeitstheorie

ZLufallsvariable X: Abbildung eines elementaren
Ereignisses auf einen numerischen Wert, x:0cQxeR,
Elementarereignis o <» Belegung der Zufallsvariable X(w)=x.

Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X:
F,.(x)=P(X<x)=P({lweQ| X(w)<x})

Dichtefunktion einer Zufallsvariable X:
fx(x)=P(X =x)=P({we Q| X(w)=x})

oFy (a)
ox

Fy(a)= j fi@ox & fila)=

IN
o

Zusammenhang von Verteilungs- und Dichtefunktion: I




Stochastik: Informationstheorie

Informationsgehalt der Realisierung x einer
Zufallsvariable X: #(x)=1(x=x)
Idee: Information zweier unabhdngiger Ereignisse
soll sich addieren, i(x,y)=1(X=x)+I1(Y =y).

Fir zwei unabhdngige Ereignisse gilt
p(x,y)=P(X =xNY=y)=P(X =x)P(Y = y)

und somit i(x,y)=—log p(x,y) mit h(x)=I1(X =x)=-log P(X = x).
Fir bedingte Ereignisse gilt:  a(x,y) =h(x| y)+h(y)
Analog zum Satz von Bayes gilt:

h(x[y)+h(y)=h(y|x)+h(x) < h(x|y)=h(x,y)=h(y) I

™
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Stochastik: Kenngrofien von Zufallsvariablen %, &3

Verteilung /Dichte.
Wertebereich: stetig/diskret, endlich /unendlich, ...
Erwartungswert (mittlere Realisierung):

Hy =E[X]=Zx:p(X)x

Varianz (mittlere quadratische Abweichung vom

2

Erwartungswert):
o =E|(X=p,)" |= X o) (vt )
Entropie (mittlerer Informq’r;onsgehol’r):
H, =E[A(X)]= —Zx: p(x)log p(x) I




Stochastik: Mathematische Statistik

Annahme: Daten (Stichprobe) = Realisierungen bzw.
Belegungen von Zufallsvariablen.
Liel: Aussagen Uber Eigenschaften der Grund-
gesamtheit (alle méglichen Belegungen) treffen.
Entwicklung von Schatz- und Testverfahren fir solche
Aussagen, z.B.:

Schatzer fir Parameter von Verteilungsfunktionen.

Signifikanztests fir Aussagen.
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Numerik

Liel: Konstruktion und Analyse von Algorithmen fir
kontinuvierliche mathematische Probleme, falls

Keine exakte Losung fir ein Problem existiert

I N il 1} r 4 AN n II,

Exakte Lésung nicht effizient gefunden werden kann.

Konstruktionsprinzipien:

Exakte Verfahren: exakte Losung bei unendlicher
Rechnergenavigkeit.

Ndherungsverfahren: approximative Losung.
Analysen:
Laufzeit, Stabilitat /Fehleranalyse und Robustheit.

B 7



Numerik: Fehler

Fehlerarten:
Eingabefehler, Messfehler, Rundung auf Maschinengenavigkeit.
Systematische Fehler (z.B. Diskretisierung), Rundungsfehier.
Beispiele:
Addition von x und y mit |x|>|y]: 10* =107 +10%
Logarithmieren/Potenzrechnen: ~ 40#In(1+¢")

Fehlerfortpflanzung: Summieren »n dhnlich groBer Zahlen

y:ixi
y=f(l,n) mit f(a,b):f(a,a;ijrf(a;bH,bj und f(a,a)=x,

ral y,



Numerik: Anwendungen

Losung linearer Gleichungssysteme.
Interpolation /Approximation von reellen Funktionen.

Finden von Extremwerten (Nullstellen, Minimaq,
Maxima, Sattelpunkte, ...) nichtlinearer Gleichungen.

Numerische Differentiation/Integration.

Anfangswert-/Randwertprobleme fir Differential-

I:«

gleichungen
Eigenwertprobleme und Matrix-Faktorisierung. I




Numerik: Beispiel Nullstellenproblem

1 Ziel: Finden von x* mit ¢(x°)=o0.
1 Newtonsches Ndherungsverfahren:
Xy =x =V,2(x) " g(x)
Anwendung: Losen von Optimierungsproblemen;

fir optimale Losung x* gilt V_f(x)=0 = g(x)=V, f(x):

X =X =V () V()
\ J\ l

Y Y
H(f)" grad(f)
1 Quasi-Newton-Verfahren: I

Approximation von V g(x')" bzw. H(f)".




Zusammenfassung

Maschinelles Lernen ist zu einem groB3en Teil die
Anwendung von Mathematik aus zahlreichen
Gebieten, insbesondere der Statistik & Optimierung.

Inhalt dieser Vorlesung ist

Das Verstehen und Implementieren von Algorithmen des
Maschinellen Lernens.

Das Herleiten /Erkldren der zugrunde liegenden
Mathematik.

It'

Inhalt dieser Vorlesung ist NICHT I




