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Graphische Modelle

= Modellierung einer Domane mit verschiedenen
Zufallsgrossen

= Gemeinsame Verteilung, insb. Abhangigkeiten
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Uberblick

= Graphische Modelle im Maschinellen Lernen
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Erinnerung: Parameterschatzung
Munzwurt

s Parameterschatzung Mianzwurf:
Einzelner MUnzwurf Bernouilli-verteilt mit Parameter u

Wir haben N unabhangige Minzwirfe gesehen, als
Auspragung L={x,,..., Xy} der ZV X,,..., Xy

Schatzung # fiur Munzwurfparameter u

= Prior: Beta-Verteilung Uber u

[\

p(lulak,az) = Beta(,u|ak,az) prior
a,,a, Hyperparameter |

s Likelihood 0 05 1

P(Xyres Xy [ 1) :H P(X; | w)

Bernoulli
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Erinnerung: Parameterschatzung
Munzwurt

s Zufallsvariablen in MUnzwurfszenario sind X,,..., X, ¢

= Gemeinsame Verteilung von Daten und Parameter
(gegeben ,Hyperparameter” ¢, ,«,): Prior x Likelihood

N
Do o (Xpveon X ) = 0, o O] ] PCX; | 2)

=1 Bernoulli

s Darstellung als graphisches Modell:

(4
PN, e
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Plate-Modelle

= Unabhangige Minzwdarfe: Darstellung als graphisches

Model .
AN

= Knoten X,,..., Xy sind von gleicher Form
Gleicher Wertebereich
Gleiche bedingte Verteilungen p(X;|u) = p(X; | ).
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s Kurznotation in der Form einer ,Schablone”: Plate
Notation




Plate-Modelle

m Plate Notation

@ ion
5% 6

o -8 j> Plate

s Ein Plate” ist eine abkiirzende Notation fur N Variablen
der gleichen Form

Bezeichnet mit Anzahl der Variablen, N
Variablen haben Index (z.B. X;).

m Plate-Modelle werden im Maschinellen Lernen oft
verwendet
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Plate-Modelle: Hyperparameter

= ,Hyperparameter” «,,a, sind keine Zufallsvariablen

Wir modellieren nur die gemeinsame Verteilung tber
X,,... Xy, 4 9€geben Hyperparameter

N
p(xl""’ XN ’lu | akﬂaz) — p(lulakaaz)H p(x| |1u)
i=1

Hyperparameter keine Knoten im GM, werden aber oft
zusatzlich angegeben (Notation: Punkt statt Kreis)

p(ulak,a) “k'\ p(u| ey, a,)
(1)

// \ > ol
Plate Notation

ako

5
S
Q
o
Q)
S~~~
—
Q
-]
(@R
=
D
>
=
wn
(@)
>
D
—h
D
__‘
<
jab)
0
(@)
=3
-}
@
D
()}
—
D
=
>
D
>




Erinnerung: Bayessche Lineare
Regression

= Regressionslernen

L =((Xy, Y1) (X5 Y ) X; € R™ Merkmalsvektoren

y, e R reelles Zielattribut

s  Matrixnotation
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Erinnerung: Bayessche Lineare
Regression

= Lineare Regression

f (X)=w'x
m
I w
= > WX
i=1

w ,,Parametervektor”, , Gewichtsvektor*
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Erinnerung: Bayessche Lineare
Regression

= Diskriminatives Setting: x; fest, Verteilung Uber Label y::
Lineares Modell plus Gaul3sches Rauschen

p(y | x,w)=w'x+N(y|0,0°)

=N (y | WTX, 0'2) FYLEVE | [F— >'/

Yi = p(leivW)

diskriminatives Modell: p(x) nicht modelliert X

s Bayessches Setting: Posterior o« Prior x Likelihood
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p(w| L) o< ply | X, w) p(w)

posterior Iikel?ﬂood prior
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Erinnerung: Bayessche Lineare
Regression

s Likelihood der Labels unter einem Modell w:
N
p(y | X,w,a®) =] | p(yi [x,w,0%) iid.
i=1
N
:HN(yi |WTXi’02)
i=1

s  Normalverteilter Prior Uber Modelle

p(w|z?)=N(w|0,z°l) 1
Isotrope multivariate
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Bayessche Lineare Regression als
Graphisches Modell
s Was sind Zufallsvariablen?

Datenpunkte y,,..., Yy, , Parameter w
Nicht: x,,..., Xy , Hyperparameter o°,z°

s Gemeinsame Verteilung tber Daten und Parameter
P(Yyes Yo WXy Xy, 0%, 2%) = PW ] 2°) P(Yp s Yoy [WL X000 X, 07)
N
=pw ()] ] p(y, [w,x,,0%) i.i.d.
n=1
N
=N(w|[0,z° )] [N(y, |w'x,,5°)
n=1
= Darstellung von Bayesscher Linearer Regression als

graphisches Modell: Ablesen der Struktur aus gemeinsamer
Verteilung

13
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Bayessche Lineare Regression als
Graphisches Modell

N
P(Yyroo Yo o WXy Xy, 07, 2%) = p(W  22)[ ] pCY; [ %, W, 0%)
i=1

Graphisches Modell, N=3 Graphisches Modell, Plate-Notation
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MAP Parameterschatzung als
Inferenzproblem

= MAP Parameterschatzung: wahrscheinlichstes Modell
gegeben Daten

W, = argmax,, P(W | Yy, o, Yy o Xps e Xp 1 02 T°)
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Inferenzproblem: was ist der wahrscheinlichste Zustand fir

Knoten w, gegeben beobachtete Knoten v;,..., Yy ? 15




Bayes-optimale Vorhersage

n  Klassifikation mit MAP Modell:

w, =argmax, p(w|L,X,o%,7°%)
2 X =(X .. Xy) Merkmalsvektoren
y. =argmax, p(y|X,w.,c")
=W.'X
s Besser als Klassifikation mit MAP Modell ist Bayessche
Vorhersage:

. 2 2
y-=argmax, p(y|x L, X,0%,7%) Nicht nétig, sich auf ein

=arg maxyj p(y| X,W,o'z) p(w|L, X’Gz’fz)dw Modell fest zu legen

16
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Bayessche Lineare Regression als
Graphisches Modell
s Bayessche Vorhersage: Erweiterung des Modells durch
neue Testinstanz (neue Zufallsvariable y)

N
P(Yyseees Yoo Yo W Xpse Xy, %, 07, 77) = p(W| rz)(H p(Y, Iw,xi,az)j p(y|w,x,0°)
i=1

Graphisches Modell, N=3 Plate Notation
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Bayessche Lineare Regression als
Graphisches Modell

N

= Bayessche Vorhersage

y. =argmax, p(y|x,L, X,o%,7°)

Inferenzproblem: was ist der wahrscheinlichste Zustand fur
Knoten y, gegeben beobachtete Knoten yy,..., yy?

18
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Graphische Modelle: Zusammenfassung

s  Kombination von Wahrscheinlichkeitstheorie und
Graphentheorie

= Modellierung der gemeinsamen Verteilung einer Menge
von ZV Xi,..., Xy
Graphstruktur drickt Unabhangigkeitsannahmen aus
Kompakt, intuitiv verstandlich

Bedingte Unabhangigkeiten zwischen Variablenmengen
konnen an der Graphstruktur abgelesen werden
(d-separation)

Effiziente Inferenzalgorithmen (siehe unten)
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Graphische Modelle: Zusammenfassung

= Probabilistische Modelle/Fragestellungen des
Maschinellen Lernens kdnnen als GM modelliert werden

Parameterschatzung Munzwurf
Bayessche Lineare Regression
MAP Modell, Bayessche Vorhersage: Inferenzprobleme

» Entscheidende Fragestellung: Inferenz
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Uberblick

Sawade/Landwehr/Scheffer, Maschinelles Lernen Il
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Graphische Modelle: Inferenz

= Wir haben eine Domane durch gemeinsame Verteilung
aller Zufallsgrossen modelliert

s Inferenz: Wahrscheinlichkeit dafur, dass Variablen
bestimmte Werte annehmen, gegeben Informationen
uber andere Variablen?

DURATION _
== ‘:— L .

..-—"_'_.:—ni-'"-
—_ - - = =

_—— T, - -
‘-_.--n-
—-..-

- -
b -?
-:'
, ~
\ \

5
S
Q
o
Q)
S~~~
—
Q
-
(@R
=
D
>
=
wn
(@)
>
D
—h
D
__1
<
jab)
0
(@)
=3
-}
@
D
()}
—
D
=
-}
D
>

22




Problemstellung Inferenz

= Gegeben Bayessches Netz Uber Menge von ZV {X,,....Xy }.

= Problemstellung Inferenz:
Variablen mit Evidenz X, ,..., X, {i,....i_ }<{L,...N}

Im

Anfrage-Variable X, ae{l.., NI\, i}

Berechne Randverteilung tiber Anfrage-Variable gegeben
Evidenz

Bedingte Verteilung
Uber ZV X,

Evidenz: beobachtete
Werte fur ZV X, ..., X,

Berechne vx, p(X,[% ., X )

m
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Graphische Modelle: Inferenz

= Beispiel ,Alarm“ Doméane
Variablen mit Evidenz: N, R
Anfrage-Variablen: B

Wahrscheinlichkeit fir Einbruch gegeben
dass der Nachbar uns angerufen hat?

(e)
\@/ \@ Zum Beispiel:

p(B=1|N=LR=0)=06
\ p(B=0|N=LR=0)=04

O p(B=1|N=LR=1)=0.2
p(B=0|N=1R=1)=0.8
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= Posterior Uber Parameter, Bayessche Vorhersage, ...
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Graphische Modelle: Inferenz

= Inferenz schwieriges Problem
Allgemeine Bayessche Netze: exakte Inferenz NP-hart

Es gibt Algorithmen fiur exakte Inferenz in allgemeinen
Bayesschen Netzen, deren Laufzeit von den
Eigenschaften der Graphstruktur abhangt (,Message-
Passing®)

Es gibt verschiedene Techniken flr approximative Inferenz
(Sampling, Variational Inference, Expectation Propagation)

= Wir betrachten
Message-Passing Algorithmus: in Spezialfallen
Sampling-basierte approximative Inferenz
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Inferenz: Diskrete vs. Kontinuierliche
Varliablen
s Wir diskutieren Inferenz nur fir diskrete Variablen

m Betrachtete Inferenzalgorithmen sind auch auf
kontinuierliche Variablen anwendbar
Summen ersetzen durch Integrale

Verteilungen mussen so gewahlt sein, dass sich die
entsprechenden Integrale in geschlossener Form
ausrechnen lassen
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Uberblick

= Inferenz in Graphischen Modellen
Exakte Inferenz: Message-Passing
Approximative Inferenz: Sampling
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Uberblick

= Inferenz in Graphischen Modellen
Exakte Inferenz: Message-Passing
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Exakte Inferenz: Naiv

= Bayessches Netz: Reprasentation von p(X,,..., Xy)

= Naive Inferenz:

Notation :{X,,..., X }={ X, , Xi,-s X; X}, X, }
N m =k k

-

Anfrage-

: Evidenz-Variablen restliche Variablen
Variable

. p(xa’ Xill"'! Xim)

Berechne fir jeden Wert x,:  p(X, [ % ., X )

" PO 1o %)
. 1
Z Normalisierungsfaktor, S p(Xa' Xil""'xi )
leicht explizit zu berechnen ‘
bei univariaten Verteilungen — 1 ZZ : Z P(X, e Xy )
Z Xi  Xj X;
il 12 Jk
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Zentrales Problem: Aussummieren aller restlichen

Variablen (exponentiell, wenn naiv geldst) 29




Effizientere Inferenzmethoden?

s Effizientere Methode als naive Inferenz?
Fur allgemeine Graphen (vollstandig verbunden) nicht moglich!

Aber wenn es Struktur im Modell gibt (Unabhangigkeiten), kbnnen
wir diese unter Umstanden ausnutzen

= |dee: Lokale Berechnungen, die entlang der Graphstruktur
propagiert werden

Knoten schicken sich gegenseitig ,Nachrichten®, die Ergebnisse
von Teilberechnungen enthalten

.Message Passing®, ,Belief Propagation®

Laufzeit der Verfahren hangt von Graphstruktur ab (exponentiell im
worst-case)

To T Ta

e IO S e
!

! !

-

30
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Graphische Modelle: Inferenz auf linearer
Kette

= Wir betrachten zunachst Spezialfall mit besonders einfacher
Struktur: lineare Kette von Zufallsvariablen

() ——®—— O —— () — -
POXL, s Xy ) = POKL) P(X [ X)) P(Xg [ X5) e P(Xy | Xya)

s Darstellung der gemeinsamen Verteilung als Produkt von
Potenzialen Uber Teilmengen von ZV

P(X)P(%Ix)  P(x50%,) P (X Xn-41)
P(X, . Xy) = Wl,z(Xw X,) Wz,s(Xw Xs)'---'WN—l,N (X s Xy_1)

¥, Y23 W34 Was

31
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Inferenz: lineare Kette von ZV

s Zunachst betrachten wir Inferenzaufgabe ohne Evidenz

p(x)=D. D D - Z p(X,, ..

X Xa1  Xa1

Anfrage- Restliche Variablen
Variable (aussummieren)

= Naive Berechnung exponentiell (Mehrfachsumme)

m ldee: Struktur (lineare Kette) ausnutzen, um Berechnung
effizienter durchzufiihren
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Inferenz: Message-Passing

= Nutze Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung in
Potenziale (Unabhangigkeiten)

p(x,) = Z D> Zp(x1

Xa-1 Xat1

_Z Z Z Z ‘//12()(1 X,) - WN—z,N—l(XN—z’XN—1)‘//N—1,N (Xn-10 %)

Xa-1 Xa+1

_Z Z Z Z Wi (%, %) WN—z,N—l(XN—z’XN—l)Z W-an Xz Xy)

X1 Xan XN-1 XN
o

Vo

g (Xn1)

= Lokale Teilberechnung: ,Nachricht® u;(x,.)

Berechne /uﬂ(XN—l) = Z Wi an (Xyoas Xy)

In der Nachricht ist der Knoten X, aussummiert

Nachricht ist Funktion in Abhangigkeit vom Zustand x,_; (z.B.
kodiert als Vektor)
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Inferenz: Message-Passing

Z l//N—l,N(XN—lzl’ Xy ) \

m Nutze Fakt

Potenziale D W K =2,%y)
Kodierung z.B. als Vektor: z, (X ) =| *

— o Z ';”N—l,N(XN—lzK’XN)

A XN

P N-2,N-1\""N-27 ""N-17 Z P N-LN \"N-1° "I\ﬂ/

XN

.

Vo

g (Xn1)
s Lokale Teilbe ung: ,Nachricht® u,(x,.)

Berechne Hg (Xy.1) = Z Wian (Xyas Xy)

In der Nachricht ist der Knoten X, aussummiert

Nachricht ist Funktion in Abhangigkeit vom Zustand x,_; (z.B.
kodiert als Vektor)
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Inferenz: Message-Passing

= Anschauung: Wir summieren den Knoten X, aus, und
schicken das Ergebnis weiter an den Knoten X,

/uﬁ(_XN —1)
9_ ..... O Q_O_ ..... 49
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Inferenz: Message-Passing

m  Wir wenden dieselbe Idee auf die weiteren
auszusummierenden Variablen an

p(xa):Z Z Z l//1,2(X1’X2)""°l//N—3,N—2(XN—3’XN—2)l//N—2,N—1(XN—2’XN—l)/uﬂ(XN—l)
= Z Z Z Wl,z(XmXz)"""//N—s,N—z(XN—B,’XN—2)Z l//N—Z,N—l(XN—Z’XN—l)/u,B(XN—l)
115 (% 2)

= Z Z Wl,z(xyXz)'---"//N—3,N—2(XN—3’XN—Z)IUI?(XN—Z)

X Xa-1  Xas1 XN-2

= Rekursive Teilberechnung: ,Nachricht® u,(x,_,)

Berechne 7y (XN—Z) = Z l//N_z,N—l(XN_za XN_]_)lLlIB(XN—l)

XN-1

In der Nachricht sind die Knoten X, X\.; aussummiert
Nachricht ist Funktion in Abhangigkeit vom Zustand X,

36
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Inferenz: Message-Passing

=  Weiter nach demselben Prinzip, bis die Nachrichten den
Anfrageknoten erreichen

p(X,) = Z Z Z Z W12 (X0 %) e Wy ana (R g Xna) s (Xy 5)

Xa1  Xau XN-2

:Z Z wl,Z(Xl’XZ)""'l//a—l,a(Xa1 a):u (X)

= Rekursive Teilberechnungen x (x) (fur k=N-3,..,a)

(Xn_s) = Z ‘//N—s,N—z(XN—s’ XN—z)ﬂﬁ (Xn-2) Xy s Xnop 1 Xnp @ussummiert

XN-_2

u, (x) D Vana (R %), (%) Xy eeer Xoaq AUSSUMMIErt
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Inferenz: Message-Passing

=  Weiter nach demselben Prinzip, bis die Nachrichten den
Anfrageknoten erreichen

p(X,) = Z Z Z Z W12 (X0 %) e Wy ana (R g Xna) s (Xy 5)

Xa1  Xau XN-2

:Z Z wl,Z(Xl’XZ)""'l//a—l,a(Xa1 a):u (X)

= Nachrichten von rechts ausgetauscht bis zum Anfrageknoten X.:
aller Variablen rechts des Anfrageknotens aussummiert

Hp (X,) Hg (Xa1) Hp (Xy_1)
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= Verbleibende Variablen aussummieren: Nachrichten von links g




Inferenz: Message-Passing

= Gleiches Prinzip anwenden auf die Variablen links vom
Anfrageknoten

p(x,) = Z Z Z Wi o (X X )W 5 (%o Xg) + o Wiy o (Xeas a)/uﬂ(x)
—,uﬂ(X )Z Z Z l//a—la(x 1 %) 'Wz,a(xz’xa)‘//l,z(xlixz)
:,U/;(Xa)z Z (//a—l,a(xa—l’ a)'---'Wz,a(Xz’Xs)Z Wi, (%, %,)

Ho \(XZ )

= Lokale Teilberechnung: ,Nachricht® g, (x,)
Berechne 11, (%)= w,(X,%,)

X

In der Nachricht ist der Knoten X, aussummiert
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Inferenz: Message-Passing

= Anschauung: Wir summieren den Knoten X, aus, und
schicken das Ergebnis weiter an den Knoten X,

/ua(XZ}

—
0=~ O—0—0——Q
Iy X TN
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Inferenz: Message-Passing

m  Auf diese Art alle verbleibenden Variablen aussummieren

p(Xa)Z,U/;(Xa)Z Z Z Wara(XagrXa) o Wa 0 (Kas X )Wo 5 (%o, X5) 14, (X,)

:,uﬂ(Xa)z Z l//a_l’a(Xa_l,Xa)'...°W3’4(X3,X4)Z Wz,s(xzvxs)ﬂa(xz)

X2
.
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ﬂa\(rxs)
= luﬂ(xa)/ua (Xa)
= Rekursive Teilberechnungen:
Berechne 1, (x;) = Z Woa(Xo, Xs) 4, (X,) Xy, Xy aussummiert
Berechne 1, (X,) =Y Woo(Xoss Xa) s, (X, ) Xy yeeey X @USSUMMiert

Xa-1 41




Inferenz: Message-Passing

m  Auf diese Art alle verbleibenden Variablen aussummieren

p(Xa)Z,U/;(Xa)Z Z Z Wara(XagrXa) o Wa 0 (Kas X )Wo 5 (%o, X5) 14, (X,)

:,uﬂ(Xa)z Z l//a_l’a(Xa_l,Xa)-...-W3,4(X3,X4)Z Wz,s(xzvxs)ﬂa(xz)

X2
.

He \(rx3 )

= 5 (%) 14, (X;) \
Endergebnis: Wahrscheinlichkeit ist

= Veranschaulichung Produkt der Nachrichten

(%) 1, (%, 1) i, (X,)

O_....._'O_’O §

331 Xa xN

g
=
)
o
()
~
—
Q
S
o
=
)
-
g
wm
o
=
@
—h
@
__‘
<
Q
n
o
=)
S
@
@
n
=
Q)
-
>
@
-

42




Inferenz: Message-Passing

s Nachrichten-Austausch Schema

Ho0G) t,(Xag) g, (%) a(%)  ap(Xer) 25 (Xy )

P(X,) = 5 (X) 1, (X,)

X Endergebnis: Wahrscheinlichkeit ist
Produkt der Nachrichten
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Inferenz: Message-Passing Algorithmus

= Algorithmus: Message-Passing auf linearer Kette
Eingabe:
P(X s X ) = Wi (X0 %), oo Wiy (Xas X))
Gesucht: p(x,) =7
Berechne Nachrichten (rekursiv):

(%) =1
Firk=N-1,..., & Hg (%)= Z Wk,k+1(xk’xk+l)ﬂ/a’ (X1 QO O—0—0-

X4l

M, (%) =1
Firk=2,..,a 1, (%) = Z Wi 1k (X X4, (%) O _O:O—O_ —Q

Xk

Ausgabe:

|| USUIST S3|[QUIYISEIA ‘IayaydS/iyampue]/apemes

P(X,) =1, (X, )15(%,)  (Verteilung)




Inferenz: Message-Passing

= Laufzelit:
Berechnung einer Nachricht:

VX ﬂﬁ(xk) = Z (//k,k+1(xk’xk+1)/uﬂ(xk+1)

Xen

= O(K?) fiir Berechnung einer Nachricht (K diskrete Zustande)

N Nachrichten insgesamt

= O(NK?) Gesamtlaufzeit

Viel besser als naive Inferenz mit o(K")
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Grund fur Effiziente Inferenz: Struktur der
gemeinsamen Verteilung

= Partielles, rekursives Aussummieren madglich aufgrund der
einfachen Struktur der Verteilung

Faktorisierung der Gesamtverteilung erlaubt ,,\orziehen* der Summen

P(X,) = Z Z Z Z le(x1 X,) " WN—Z,N—l(XN—Z’XN—l)WN—l,N (Xy_1s X )

Xa1  Xan

_Z Z Z Z Vo (X, X,) l//N—Z,N—l(XN—Z’XN—l)Z W-an Xy Xn)

Xa1  Xan XN ¥XN

TV
g (Xn)

P(x)pOelx)  POxlx;) POt Xn41)
PO Xy ) = l//lz(x1 X )Wzs(X2’X ) YN (X Xy1)

() ——)—— ) —®

= FUr weniger einfache Strukturen wird Inferenz aufwendiger
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Inferenz: Message-Passing

= Inferenz fur alle Marginalverteilungen p(x),..., p(x)
Message-Passing Algorithmus N Mal durchfithren: O(N*K?)

Geht besser:
» Beta-Nachrichten fur Knoten xy_ bis x; berechnen

Hp (Xy)=1
Firk=N-1..1  pu,(x)= Z Wik (X X ) 15 (X

Xk

» Alpha-Nachrichen fur Knoten x, bis xy berechnen
M, (%) =1

Firk =2,.., N 1, (%) = 2 Wicay (% %) 24, (%)

Xk

a7
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Inferenz: Message-Passing

n Jetzt gilt
a=1..N: p(x,)=u,(X)u(X,)

Randverteilungen fur alle (einzelnen) Zufallsvariablen
gleichzeitig berechnet

Gesamtlaufzeit O(NK?)

48

5
S
Q
o
Q)
S~~~
—
Q
-
(@R
=
D
>
=
wn
(@)
>
D
—h
D
__‘
<
jab)
0
(@)
=3
-}
@
D
()}
—
D
=
-}
D
>




