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Graphische Modelle: Inferenz

= Wir haben eine Domane durch gemeinsame Verteilung
aller Zufallsgrossen modelliert

s Inferenz: Wahrscheinlichkeit dafur, dass Variablen
bestimmte Werte annehmen, gegeben Informationen
uber andere Variablen?
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Uberblick

= Inferenz in Graphischen Modellen
Exakte Inferenz: Message-Passing
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Exakte Inferenz: Message-Passing

» Message Passing Algorithmus auf linearer Kette

p(X) _ ﬁ[w ()C ¥ ) H, (xz) H, (xa_l) H, (xa) Hg (xa) Mg (xa+1) g (xN_l)
= g LI\ Vi —_— _.m_,m‘_m‘_ et
i=1 & ..... \_/ \—/ \—/ ..... O
e X, N
Hp (xN) =1

Firk=N-1,..,a ,uﬁ(xk)zz Wi (X i) 1 (X4 O——0—0=0= =0

X+l

ll’la(xl):]'
Firk=2,...,a: L, (x,) = Z Wiar (X ) 1, (x,4) O=-=0=0—0——0

Xi-1

plx,)= Hg (x,) ), (x,) < Randverteilung tber Anfragevariable x_:
Produkt der Nachrichten
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Message-Passing mit Evidenz

= Bisher Randverteilung p(x,) ohne Evidenz bestimmt
= Was ist wenn wir Evidenz haben?

Iy

Notation : {x,,....,.x,}={ x, , Xy Xp X e X, }
——

%/_J
Anfrage-  g\idenz-Variablen restliche Variablen
Variable

= Bedingte Verteilung
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plx,,x ..., )
plx, X, ,.x )= 4
pX, X, )
1
Ep(xa,xh,....,xl.m)
Z einfach zu berechnen
lisi ivari il _1
(Normalisierer univariate Verteilung) _EZ Z p(icjl"""xjg’ica’xa"""ximj)
i Xk V V
aussummieren fest




Message-Passing mit Evidenz

n Ziel: p(x,,x,,...x, )=7
= Leichte Modifikation des Message-Passing Algorithmus
Wir berechnen wie bisher Nachrichten

luﬁ(xN—l)i"" :uﬂ(xa) Q— """ —Q—Q—Q— ----- —Q
/’Ia('xZ)""’ ll’la(xa) Q]— """ ‘Q_I—,O—Q— """ —Q

Falls x,., unbeobachtet ist, summieren wir diesen Knoten aus

k+lediy,...i,} = #(x)= Z Wienot (K0 X2 ) 145 (1)

X+l

Falls x, , beobachtet ist, verwenden wir nur den
entsprechenden Summanden

X,,, beobachteter Wert (Evidenz)}
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k+lefi,...i,} = #,00) =y, a6 x00)u,(x0)




Message-Passing mit Evidenz

s Ebenso fUr u,(x,)

> v (e x ), (x ) k=14, ....i,} (Knoten nicht beobachtet)

#, () =1
Wir (G x ), (x ) ck=1edi,...,1,} (Knoten beobachtet)

n Jetzt gilt

p(xa’xb'l""’xim) = H, (xa)/uﬂ(xa)

s Laufzeit fur Inferenz mit Evidenz immer noch o(NK?)
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Beispiel: Markov Modelle

= Beispiel fir Inferenz auf linearer Kette: Markov Modelle

= Markov Modelle: einfache Modelle flr dynamische
probabilistische Prozesse

Prozess, der verschiede Zustande annehmen kann
Zufallsvariable X, reprasentiert den Zustand zur Zeit ¢
Diskrete Zeitpunkte ¢=1,...,T

= Beispiel: Wetter
Zufallsvariable X, = Wetter am Tag ¢
Zwei mogliche Zustande, Regen und Sonne
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Beispiel: Markov Modelle

= Modellierung:
Prozess wird in einem zufallig gewahlten Zustand gestartet:

Verteilung Uber Startzustande p(x,)

In jedem Schritt geht der Prozess in einen neuen Zustand uber,
abhangig nur vom gegenwartigen Zustand (vereinfachende
Annahme!)

Verteilung Uber nachsten Zustand p(x, , | x,)

= Unabhangigkeitsannahme:

Ve plx |x,.nx)=px.]x) "Markov" Eigenschaft

= Ubergangswahrscheinlichkeiten hangen nicht von ¢ ab:
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vVt p(x,|x)=plx|x_) "Homogener" Prozess




Beispiel: Markov Modelle

m Gemeinsame Wahrscheinlichkeit tber alle Zustande

T
PO x) =] (3 12 x)
t=1

— P(xl)ﬁ (x| x.,) »Zukunft ist gnabhéngig von der
=2 \ergangenheit gegeben Gegenwart*

s Darstellung als graphisches Modell:
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Beispiel: Markov Modelle

m Gemeinsame Wahrscheinlichkeit tber alle Zustande

T
P nxy) =] ] P, 10 %)
t=1

— P(Xl)ﬁ (x| x,,) »Zukunft ist gnabhéngig von der
=2 Vergangenheit gegeben Gegenwart

s Darstellung als graphisches Modell:

) ) — -
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Beispiel: Markov Modelle

= Beispiel Markov Modell:
Zustand x, = Wetter am Tag ¢
Zwei mogliche Zustande, Regen und Sonne

@

Verteilungen Wahrscheinlichkeit, dass morgen
die Sonne scheint, gegeben dass

p(x,=s)=05 p(x =s|x_, =5)=0.8 es heute regnet.

p(x,=r)=0.5 plx, =r|x_ =5)=0.2
plx, =s|x,_,=r)=04
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plx, =rlx,=r)=06
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Beispiel: Markov Modelle

= Markov Modelle entsprechen probabilistischen
endlichen Automaten

= Beispiel Inferenzproblem:

Wie ist das Wetter lbermorgen, gegeben dass es heute
regnet?

plxs|x =r)="? @— @ — A
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Beispiel: Markov Modelle

= Berechnung mit Message-Passing Algorithmus

= Zu berechnende Nachrichten: s, (x,), i, (x,), 1, (x3); 1,(x;)

X1

{Z V1o (6 x )1, (x5 ,) k—1e{i,..,i,}  (Knoten nicht beobachtet)
ll’la ('xk) =

V(G x ), () k=1efi,...i} (Knoten beobachtet)
Initialisierung: z, (x,) = . / w,(x, =s)

x, beob. Knoten: u, (x,) = p(x) p(x, | x,) 1, (x;) = [0'50'4) = (0'2) o M (x, =7r)

0.5-06) (0.3 1 (x, =)
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0.8:0.2+0.4-0.3 0.28
unbeob. Knoten: - _ _ w,(x;=7)
" ) ngr}p(x?’lxzw <) (0.2-0.2+0.6-0.3] [0.22] e
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Beispiel: Markov Modelle

= Berechnung mit Message-Passing Algorithmus

s Nachrichten: s, (x), 1, (x), 1, (x5); 125 (x;)

1
Initialisierung: z¢,(x;) =[J

o) =L () (< [028) (1) 1(028
=7)=— = — . — —
PR h 7 Ha W) = 000 111) T 71 0.22

Z=028+0.22=0.5

plx;=s|x =r)=0.56
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plx,=r|x =r)=0.44
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Inferenz in Allgemeinen Graphen

m Bisher nur Spezialfall: Inferenz auf linearer Kette

= Die Grundidee des Message-Passing funktioniert auch
auf allgemeineren Graphen
= Erweiterung: Exakte Inferenz auf Polytrees

Polytree: Gerichteter Graph, in dem es zwischen zweli
Knoten immer genau einen ungerichteten Pfad gibt

Etwas allgemeiner als gerichteter Baum

Gerichteter Polytree
Baum
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Inferenz in Allgemeinen Graphen

s Grundidee Message-Passing auf Polytrees:
Umwandlung in Faktor-Graph (ungerichteter Baum)

Urspringlicher Graph Faktor-Graph

B Faktor-Knoten

Gemeinsame Verteilun L : :
J - FUr jeden Faktor in der gemeinsamen
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DX, Xy, X5, Xy, X5) = Verteilung gibt es einen Faktor-Knoten
- Ungerichtete Kanten von den Faktor-Knoten
x,) p(x Xq | X, X X Xe | Xay X _ _
POa) P P [ x0) pxe) Pl [ 35, %4) zu den im Faktor auftauchenden Variablen

F a\kfmr
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Inferenz in Allgemeinen Graphen (Skizze)

= Falls der urspringliche Graph ein Polytree war, ist der Faktor-
Graph ein ungerichteter Baum (dh zykelfrei).

Spezialfall
lineare Kette

Blatter

= Betrachten Anfragevariable x, als Wurzel des Baumes

= Nachrichten von den Blattern zur Wurzel schicken (immer
eindeutiger Pfad, weil Baum)

s Es gibt zwel Typen von Nachrichten: Faktor-Nachrichten und
Variablen-Nachrichten

18
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Inferenz in Allgemeinen Graphen (Skizze)

Blatter

<)

s  Nachrichten werden ,verschmolzen®, dabel missen wir tber
mehrere Variablen summieren

m  Grundidee dieselbe wie bei Inferenz auf der linearen Kette:
geschicktes Aussummieren

= Laufzeit abhangig von Graphstruktur, exponentiell im worst-
case

s Details im Bishop-Textbuch (,Sum-Product* Algorithmus)
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Inferenz in Allgemeinen Graphen

= Inferenz in Graphen, die keine Polytrees sind?

= Approximativer Ansatz: Iteratives Message-Passing Schema,
wegen Zyklen im Graph nicht exakt

X; O Tl -
=@ 0%, e
/

x, O

p(X) = p(x) p(x, | x) p(x; | x) p(x, | x,, x5)

= Alternative fur exakte Inferenz in allgemeinen Graphen:
Graph in einen aquivalenten azyklischen Graphen umwandeln
»~Junction Tree" Algorithmus, (i.A. exponentielle Laufzeit)

5
S
Q
o
Q)
S~~~
—
Q
-
(@R
=
D
>
=
wn
(@)
>
D
—h
D
__‘
<
jab)
0
(@)
=3
-}
@
D
()}
—
D
=
-}
D
>

20




Uberblick

= Inferenz in Graphischen Modellen

Approximative Inferenz: Sampling
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Approximative Inferenz

s EXxakte Inferenz NP-hart: In der Praxis spielen
approximative Inferenzverfahren wichtige Rolle

= Wir betrachten Sampling-basierte Verfahren
Relativ einfach zu verstehen/implementieren

Anytime-Algorithmen (je langer die Laufzeit, desto
genauer)

22
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Inferenz: Sampling-basiert

= Grundidee Sampling:

Wir interessieren uns fiir eine Verteilung p(z), zist eine
Menge von Zufallsvariablen (z.B. bedingte Verteilung Uber
Anfragevariablen in graphischem Modell)

Es ist schwierig, p(z) direkt auszurechnen
Stattdessen ziehen wir ,Samples* (Stichproben)

z®) ~ p(2) iid, k=1..K,

jedes Sample z*) ist eine vollstandige Belegung der
Zufallsvariablen in z

= Die Samples z%,z?,...,z% approximieren die
Verteilung p(z)
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Inferenz: Sampling-basiert

= Beispiel:
Eindimensionale Verteilung, z ={z}

Diskrete Variable mit Zustanden {0,...,6}: Anzahl ,Kopf*
bei 6 Minzwurfen

Sample-Histogramm Echte Verteilung (Binomial)
N\
Anteil
Samples K —
mit Wert z §

il
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Sampling-Inferenz flr Graphische Modelle

m Gegeben graphisches Modell, reprasentiert Verteilung durch

ple) =] [0 | pats)

= Etwas allgemeinere Inferenz-Problemstellung: Menge von
Anfragevariablen

X, € X={x,..., X } Menge von Anfragevariablen
~ ? - -
(X, |%,) = ° X, S X={x,..,x,} Menge von Evidenzvariablen

s Wir betrachten zunachst den Fall ohne Evidenz:

p(X;)=? X :{xil""’xim}g{xl""’xN}

25
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Sampling-Inferenz flr Graphische Modelle

= Ziel: Samples aus der Randverteilung p(X,) = p(x, ,...,x; )

X ~ p(x,) k=1..K

= Es gentgt, Samples aus der Gesamtverteilung p(X) = p(x,...,xy)
ZU ziehen:

x =(x1(k),...,x](f))~p(x1,...,xN) k=1..K

= Samples aus der Randverteilung p(x,,...x, ) erhalten wir
einfach durch Projektion der Samples auf die Menge {x, ,...,x; }

x" =(x1(k),...,x](\f))~p(x1,...,xN) k=1..K

@ Projektion

X% = (xflk),...,xlgnk)) ~ p(xl.l,...,xl.m) k=1..K
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Inferenz: Ancestral Sampling
= Wie ziehen wir Samples x* ~ p(x) ?

= Einfach bei gerichteten graphischen Modellen:
,ZAncestral Sampling*

Nutze Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung
X ~ p(X) = p(x,,..0 )

N i 11
= I I p(x, | pa(x)) »Ziehen entlang der Kanten
=1

(x) (x)
Annahme: pa(x,) c{x,...x,_} \ / \
(%)

(sonst umbenennen)

,Zlehen entlang der Kanten* ©
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Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,...,x{"), indem wir
nacheinander die einzelnen x* ziehen

xl(k) ~ p(x,)

x(®) ~ p(x) :p(x b X )
xgk) ~ p(xz |pa(x2)) N 1 !
Schon gezogene Werte =11, pa(x,))
n=1
xy = p(xy | pa(xy))
= Beispiel
X ~ p(x) —x, =1 \ / \
9 ~ p(x,) —x,=0 @ R
(k)~P(x3|x1 Lx,=0 —x=1 l
B plaln=0) =0 Ne
X ~ p(x, | x, =1) —x; =1

28
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Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,...,x,)"*, indem wir %",’
nacheinander die einzelnen x, ziehen g
()
(k) QF’
xl(k) ~ p(x) x®) - P(X) = p(x,.,x,) Eéi
x, "~ p(x, | pa(x,)) . ®
Schon gezogene Werte = H p(x, | pa(x,)) =
(k) =
xy ~plxy|p 3
(—2
= = Z
= Beispiel &
=,
xl(k) ~ p(x) —>x=1 \ / \ fi
W9~ p(x,) 5 x,=0 RS . g
(k) ~ p(x, | x, =1x,=0) —>x, =1 l %
(k) ~ p(x, | x, =0) —>x, =0 @ =
<k> ~ 1 =1 :
pxs [x;=1) X5 =

29




Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,...,x,)"*, indem wir %",’
nacheinander die einzelnen x, ziehen g
()
(k) QF’
xl(k) ~ p(x) x®) - P(X) = p(x,.,x,) EE;-
x, "~ p(x, | pa(x,)) . ®
Schon gezogene Werte :H p(x | pa(x)) =
n n )
xy) ~ plxy | pa(xy)) 3
D
= = ‘Z
= Beispiel . 0
=,
5"~ p(x) —x =1 \ / \ o
xgk) ~ p(x, —x, =0 @ R 2
x” ~ p(x, | %, =1,x,=0) —>x, =1 l %
(k) ~ p(x, | x, =0) —>x, =0 @ =
<k> ~ 1 =1 :
pxs [x;=1) X5 =

30




Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,,..,x,)*, indem wir
nacheinander die einzelnen x, ziehen
xl(k) ~ p(x)

X® ~ p(x) = p(x, %)

xy ~ p(x, | pa(x,) :
7 A ~[ o6, | pat,)

B |E |P(=1|BE)

'x](\£€)~p(xN|pa 0.01]

0.5

= Beispiel d

xl(k)~p(x% - — \ / \

') ~ p(x,) —>x,=0 R

NSNS S
N O~ S

(
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(k) ~ p(x, | x, =1x,=0) —>x, =1 l
9~ p(x, | x, =0) —>x, =0 )
(k) ~ 1 =1 N

p(x5 |x3 ) _)xS - 31




Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,,..,x,)*, indem wir %",’
nacheinander die einzelnen x, ziehen g
Q)
k E
- ps) O~ p(x) = plx, ) S
X ~ p(X) = p(x,,.,x
X3 ~ p(x, | pa(x,)) Sy 5
Schon gezogene Werte :H p(x | pa(x)) ch
n n o
=1
<~ p(xy | paf ™ o
D
E |P(R=I|E) ;
. B E QD
= Beispiel 0 001 (=) (=) &
1 |os S
X~ p(x) ' \ / 3
D
x5~ p(x,) Y, RO . ]
xék)~p(x3|x = =) —>x; =1 l %
xik)~p(x4|x220) —>x, =0 @ i
(k) N
X'~ plxg | x; =1) —x; =1
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Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,...,x,)"*, indem wir %",’
nacheinander die einzelnen x, ziehen g
)
k N
- ps) O~ p(x) = plx, ) S
X~ p(X) = p(x,,., x
5~ p(x, | pa(x,)) Sy 5
Schon gezogene Werte :H p(x | pa(x)) =
n n )
=1

xy ~ p(xy | pax,)) 3
- p :
. B E 5
m BEISp|6| A4 |P(N=1]4) @ @ &
=,
ka) _ p(xl) 0 0.1 \ / CDL
1 |07 )
5~ plx,) RO R £
x; ~p(xy / l >
(k) -]
X, ~ p(x, |x —>x,=0 —
i | lc :

X'~ plx | x; =1) —x; =1

33




Inferenz: Ancestral Sampling

= Wir ziehen ein Sample (x,,..,x,)*, indem wir %",’
nacheinander die einzelnen x, ziehen g
)
Y~ p(x,) 3
l(k) 1 x ~ p(X) = p(xlmxjv) %
X, ~ p(x, | pa(x,)) . ®
Schon gezogene Werte — H p(x, | pa(x,)) §
xy) ~ p(xy | paxy)) 3
D
s =
= Beispiel &
S
xl(k) ~ p(x,) —>x =1 C:é
x5 ~ p(x,) —x, =0 i
2
<k> ~plx,|x,=1x,=0) —x,=1 —> x®=(10101) z
D
(k) ~ p(x, | x, =0) —>x, =0 =
(k) ~ p(xs [ x;=1) —>x; =1
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Inferenz: Ancestral Sampling

= Beispiel flir Schatzung der Randverteilungen aus g
Samples: §
x® =(1,0,1,0,1) B E %

~(1,0,1,0, 5

x =(0,0,0,0,0) plx,=1) ~0.4 R /@ g

x® =(0,1,0,1,0) —> p(x, =1)~0.2 §

x4 = (0,1,1,0,1) p(x, =1) ~0.4 Al R H

x® = (0,0.0,0,0) l 2

N (x) &

= Analyse Ancentral Sampling %
+ Zieht direkt aus der korrekten Verteilung 2

+ Effizient 2

- Funktioniert nur ohne Evidenz 3
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Inferenz: Logic Sampling

= Wie erhalten wir Samples unter Evidenz?

/Beobachtete Variablen

X0 ~ p(X, |X,) = p(5, e, |2, 50,

m Logic Sampling: Ancestral Sampling + Zurtickweisung von
Samples, die nicht mit der Beobachtung konsistent sind

Ancestral Sampling: vollstandige Samples

X® = (..., x) ~ p(x)

Fallunterscheidung:

x,..x%") = (x,,...x,) [Sample konsistent mit Beobachtung]: akzeptiere x*

(x2,..x%") = (x,,...x;) [Sample inkonsistent mit Beobachtung]: weise x* zuriick
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Inferenz: Logic Sampling

s Die im Logic Sampling akzeptierten Samples x*
reprasentieren die bedingte Verteilung gegeben Evidenz:

x ~ p(X] XD)

= Marginale Samples
ng) ~ p(X, [X,)

wieder durch Projektion auf Anfragevariablen

= Problem: Oft werden fast alle Samples verworfen

Wahrscheinlichkeit, Sample zu generieren, das mit x, konsistent
Ist, sinkt meist exponentiell schnell mit Grél3e von D

Entsprechend exponentielle Laufzeit, um ausreichende Menge
von Samples zu erhalten

In der Praxis selten anwendbar
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Inferenz;: MCMC

= Alternative Strategie zum Erzeugen von Samples: Markov
Chain Monte Carlo (,MCMC*)

s l|dee:
Schwierig, direkt Samples aus p(z) zu ziehen
Alternativstrategie: Konstruiere Folge von Samples

29 5 20 5 729 5 720 5 20 5 70 5
(0) Sl initialic (t+1) _ t
z* zuféllig initialisiert 2" =update(z")

durch mehrfache probabilistische Update-Schritte
Wenn Updates geeignet gewahlt, gilt asymptotisch

2" ~ p(2) ungefahr, fir sehr grosse T
ZV: T-te Variablenbelegung

5
S
Q
o
Q)
S~~~
—
Q
-
(@R
=
D
>
=
wn
(@)
>
D
—h
D
__‘
<
jab)
0
(@)
=3
-}
@
D
()}
—
D
=
-}
D
>

38




Markov-Ketten

m Folge der Zustande

AR S 10 B 1O RSN IO BNING SN L e

bildet Markov-Kette:

@) =) =)

z" heisst "Zustand" der Kette zum Zeitpunkt ¢

p(29,...27) = pEO) [ pE@" [22)
=1

= Dynamik beschrieben durch Transitionswahrscheinlichkeiten

T(z",z") = p(z/"“) 12) Wahrscheinlichkeit Ubergang 2 — z¢*?
Neuer Zustand Aktueller Zustand
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Markov-Ketten

= Verteilung Uber Folgezustand berechnen aus Verteilung tber
aktuellem Zustand

Folgezustand \ / Aktueller Zustand
p@") =3 p("? 12" p(")
_ ZT(ZU) ’ Z(t+1))p(z(t))

= Stationare Verteilung

Eine Verteilung p.(z) Uber die Zustdnde der Kette heisst
Stationar®, falls sie bei einem Schritt der Markov-Kette nicht
verandert wird:

p.@")= 312" 2)p.(2")

o)

40
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Markov-Ketten: Stationare Verteilung

= Falls die Kette eine stationare Verteilung erreicht, dh.

p(z")=p.(z") fir ein geeignetes T, so bleibt diese

Verteilung erhalten, dh. p(z"*") = p.(z"*") fiir alle N.
Kette ist ,konvergiert zur Verteilung p-

= Unter bestimmten Bedingungen (,,Ergodische Ketten®)
konvergiert eine Markov-Kette fir t >« gegen eine eindeutige
stationare Verteilung, diese heisst dann
,Gleichgewichtsverteilung”
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Inferenz;: MCMC

= Gegeben Bayessches Netz Uber ZV x = {x,,...,x,}, definiert
Verteilung p(X)

s ,Markov Chain Monte Carlo“ Methoden

Konstruiere aus dem Bayesschen Netz eine Folge von Samples
durch iterative probabilistische Updates

© iewei
O s x® _y 3@ _y @ _y @ g O _y X" jeweils Belegung

aller Knoten im Netz
X zufalliy initialisiert X" = update(x")

Ziel: Updates so wahlen, dass sich ergodische Markov-Kette mit
Gleichgewichtsverteilung p(x) ergibt

Einfachste Methode: lokales Ziehen einer Variable, gegeben
Zustand der anderen Variablen (,,Gibbs-Sampling®)
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Inferenz: Gibbs Sampling

= Gibbs Sampling: Eine Version von MCMC

= Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmt durch
wiederholtes lokales Ziehen einer ZV, gegeben den
Zustand aller anderen 2V

Gegeben alter Zustand x=(x,...,xy)
Ziehen des neuen Zustands x'=(x ... x,":

Beobachtete
(alte) Werte
f_/%

x '~ O | Xy, xy)
1 1
X'~ P |3,y

1 1 1
X3~ pOeg | XX Xy, Xy)

1 1 1 ]
Xy~ plxy | x XXy )
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Inferenz: Gibbs Sampling

= Einzelner Gibbs-Schritt einfach, bedingte Verteilung
Uber eine Variable gegeben Evidenz auf allen anderen
Variablen direkt auszurechnen:

Beobachtete
(alte) Werte

Berechnung von p(x, | x,,...,.xy):

FUr x,= 1 berechne p, =p(x, x,,...,xy)
Far x,= 0 berechne p =p(x,x,,....xy)+ p,
Pl =1x,...xy)=p/ p

s Satz: Falls p(x, | x, %y, X, 1, X, .1, Xy, ) 20 fUr alle n und alle

maoglichen Zustande x;, so ist die resultierende Markov-
Kette ergodisch mit Gleichgewichtsverteilung p(x) .
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Gibbs-Sampling mit Evidenz
s Bisher haben wir Inferenz ohne Evidenz betrachtet

= Wie erhalten wir Samples aus der bedingten Verteilung?

Ziel: x'") ~ p(x|x,) ungefahr, fur sehr grosse T

= Leichte Modifikation der Gibbs-Sampling Methode:

Gibbs-Sampling zieht immer eine Variable x; neu,
gegeben Zustand der anderen Variablen

Mit Evidenz: Nur die unbeobachteten Variablen werden
jewells neu gezogen, die beobachteten Variablen werden
fest auf den beobachteten Wert gesetzt

45
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Inferenz: Gibbs Sampling

s Zusammenfassung Gibbs Sampling Algorithmus:

x® = zufallige Initialisierung aller ZV, konsistent mit Evidenz x,,

Firt=1,..,T: x“ = Gibbs-update(x“™)
Die Samples x®,x?, x® ... sind asymptotisch verteilt nach p(x|x,)

s Gibbs Sampling in vielen praktischen Anwendungen
brauchbar
Einzelne Update-Schritte effizient
Garantierte Konvergenz (flr ¢t — o)

Erlaubt, Samples aus p(x|x,) zu ziehen, ohne dass Laufzeit
explodiert wenn Evidenzmenge grof3 (im Gegensatz zu Logic
Sampling)
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Inferenz: Gibbs Sampling

s Gibbs-Sampling: Konvergenz

Konvergenz der Markov-Kette x®,x® ,x®, ... ist nur
garantiert flr ¢t — oo.

In der Praxis: ,,Burn-In* Iterationen, bevor Samples
verwendet werden (verwerfe Samples x“ fir ¢<7,, . )

Es gibt auch Konvergenztests, um Anzahl der Burn-In
Iterationen zu bestimmen

s Gibbs-Sampling: Abhangigkeit
Einzelne aufeinander folgende Samples x“, x“? abhangig
LAsung: verwende Samples x@,x¢H) xt+20) xtsh |
Samples dann weitestgehend unabhangig
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Inferenz: Zusammenfassung

= Exakte Inferenz
Message-Passing Algorithmen

Exakte Inferenz auf Polytrees (mit Junction-Tree
Erweiterung auf allgemeinen Graphen)

Laufzeit abhangig von Graphstruktur, exponentiell im
worst-case

= Approximative Inferenz
Sampling-Methoden: Approximation durch Menge von
,Samples”, exakte Ergebnisse flr ¢ — co.
» Ancestral Sampling: einfach, schnell, keine Evidenz
x Logic Sampling: mit Evidenz, aber selten praktikabel

» MCMC/Gibbs-Sampling: Effizientes approximatives Ziehen
von Samples unter Evidenz
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Lernen Graphischer Modelle aus Daten?

= Graphische Modelle im maschinellen Lernen: Problemstellung
ISt meist Inferenzproblem

MAP Parameterschatzung re—— W) 4o
Bayessche Vorhersage \
ﬁ@;; N
|

Xn. N X
——

= Auch moglich, die Verteilungen eines graphischen Modells
aus Daten zu schatzen

Py, Xy) = Hp(xi | pa(x,))
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p(x; | pa(x;)) parametrisierte Verteilung (z.B. diskrete Tabelle)

Parameter konnen aus Daten geschatzt werden 49




Maximum-Likelihood Parameterlernen

= Parametrisierung mit Parametervektor ¢

p(xy,.xy [6) = Hp(xi | pa(x;),6)

= Beobachtete Daten: Belegungen der Zufallsvariablen x,,...,xy

B |[E |4 [N |R S
X [0 [0 |0 |0 |0
Daten: \ / \
. . X, [0 (1 |1 |I |I
I.1.d. Beispiele (4) (®)
X, 10 |1 (0 [0 |0
L={X,,...X_ }
X, |1 [0 |1 |1 |0
Xs [0 |0 |0 |1 |0 @
Xe 1 |1 |1 |0 |1
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Maximum-Likelihood Parameterlernen

»  Maximum-Likelihood-Ansatz

6. =argmax, p(L|6)
= argmax, p(x,,...X,, |60)

=argmax, [ | p(x;16) i.i.d.
=1

m N
=argmax, [ || | p(x; | pa(x,),6) Faktorisierung GM

j=1 =1
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Maximum-Likelihood Parameterlernen

= LOsung (diskrete Variablen):

Clx;, pa(x;))

p( X i |pa(xji)’0*) =

Zustand  Zustand C(pa (xj d ))
Xji pa(x i )

C(x;, pa(x;)) = Wie oft wurde der gemeinsame Zustand x ;, pa(x ;) beobachtet?

C(pa(x;)) = Wie oft wurde der gemeinsame Zustand pa(x ;) beobachtet?
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Maximum-Likelihood Parameterlernen

Einfache LOsung nur moglich bei vollstandig
beobachteten Daten

Modelle enthalten oft Variablen, die nicht beobachtbar
sind

Maximume-Likelihood-Schéatzung dann mit dem EM
Algorithmus (,Expectation-Maximization®)

Spater mehr!
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