


Uberblick

11 Schritte der Datenanalyse:

Probleml6sung

Algorithmen fir
das Optimieren
des Zielkriteriums
finden.

Implementieren
der Algorithmen.




Q‘i‘*‘"" Erg .,;,ér;

Uberwachtes Lernen > A

.
Problemstellung Yo

Gegeben: Trainingsdaten mit bekannten Zielattributen

(gelabelte Daten).

Eingabe: Instanz (Obijekt, Beispiel, Datenpunkt,
Merkmalsvektor) = Vektor mit Attribut-Belegungen.

Ausgabe: Belegung des/der Zielattribut(e).

Klassifikation: Nominaler Wertebereich des Zielattributs.
Ordinale Regression: Ordinaler Wertebereich des Zielattributs.

Regression: Numerischer Wertebereich des Zielattributs.

Gesucht: Modell f : x> .



Uberwachtes Lernen

Arten von Modellen

1 Lineare Modelle:

Trennebenen, Regressionsgerade.



Lineare Modelle

Lineare Modelle fur Klassifikation

71 Instanzen (Vektoren mit m Eintrdgen) liegen im
m-dimensionalen Eingaberaum.

-1 Dieser wird in durch Trenngerade (Hyperebene H,)
halbiert.

Oberhalb der
Trennebene




Lineare Modelle

Lineare Modelle fur Klassifikation

71 Instanzen (Vektoren mit m Eintrdgen) liegen im
m-dimensionalen Eingaberaum.

-1 Dieser wird in durch Trenngerade (Hyperebene H,)
halbiert.




Lineare Modelle

Lineare Modelle fur Klassifikation

1 Hyperebene H, ist durch Normalenvektor w und
Verschiebung w, gegeben: H  ={x| f (x) =x"w+w, =0}

1 Klassifikator:

y(X) = sign( (x))

Normalenvektor w

Zu klassifizierender Punkt z
Zielfunktionswert f(z)
Verschiebung w,




Lineare Modelle

Lineare Modelle fur Klassifikation

1 Umformulierung mit zusatzlichem, konstanten

Eingabeattribut x,=1: o W,
W,
1 Wl
W.
. 2
FO)=xw+w, =wy+[x %, - x 1 . [=L x X - X1 w,
. \ , ).
.. W, Erweiterte Instanz
| Wi
e
- o Aus Hyperebene im m-dimensionalen
< A Eingaberaum wird Hyperebene im
~| (m+1)-dimensionalen Eingaberaum.
.............................. <
X



Lineare Modelle

Lineare Modelle fir Regression

o Abstand zur Regressionsgerade (Hyperebene H, )
liefert numerischen Wert.

1 Entscheidungsfunktion: y(x) = f(X)

092 30 05
30 4,1 25
1,2 03 -1,0




Lineare Modelle

Besonders geeignet ...

Fir kleine bis sehr groBe Klassifikations- &
Regressionsprobleme.

Falls unverrauschte Daten linear separierbar.

Falls Interpretierbarkeit der Entscheidung nicht
notwendig.

Fir Daten mit Gberwiegend numerischen Attributen.

Falls schnelles & einfaches Verfahren gewinscht.
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Lernen linearer Modelle

Problemstellung

Gegeben: n Trainingsinstanzen x; mit Zielattribut y.

Xy X,
X=[x X, - x]=|*{ " y=I¥1 Y> - Vil
X X

ml mn

Gesucht: Parametervektor w der Klassifikations- /
Regressionsfunktion f (X) =x"w.

Maximum Likelihood (ML)-Schatzer fir Parameter.

Maximum A-Posteriori (MAP)-Schatzer fir Parameter.
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Lernen linearer Modelle

Ansaiz

1 ML-Schadtzer = minimieren einer Verlustfunktion:
Wy =arg mvex p(X,y|w)=arg mV?-XH PCY; [ %, W)
i=1

~argmin >_1(1, (x), %)

1 MAP-Schdtzer = minimieren einer regularisierten
Verlustfunktion:

Wipp = argmax p(w|X,y)=arg max (H pCY; | Xi'W)J p(w)
i1

=argmin 1(, (x), %)+ QW)
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Lernen linearer Modelle

Verlustfunktion fur bindre Klassifikation y;, € {—1,+1}

O Binary loss: sign(f,, () # ¥ |
1 '_Yi fw(xi)>d \
I (T (X),V)= 1
0/1( W(XI) yl) {O _yi fW(Xi)SO K
sign(f,, (X)) =V,
-y, f,(x;) =y f,(x)>0
| (f (X.),V.)= = 0,-v. f (X
= 0D D0 8 a0y 1, )

Binary loss ist nicht konvex

01 Hinge loss:
|h(fW(Xi),yi)={

0 Logistic loss:
IIog ( fw (Xi)' y|) = |Og(1+ eV f""(X‘))

— schwer zu minimieren!

= max(0,1-y, f, (x.))

1-y; f, () 1-vyf,(x)>0
0 1-y,f,(6)<0
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Lernen linearer Modelle

Verlustfunktion fir Regression

0 Absolute loss: \
Ia(fw(xi)i yi) :‘ fw(Xi)_yi‘

: 1o 0e g )y,

Is(fw(xi)’ yi) :‘ fw(xi) —Yi
1 &-Insensitive loss:

‘fw(xi)_yi‘_‘g ‘fw(xi)_yi‘_8>o

0 f (X-)—y-\—esozmax(o’| f, () = ¥i [ —€)

|g(fW(Xi),yi)={
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Lernen linearer Modelle

Regularisierer

|dee: Entscheidung basierend auf so wenig wie
moglich Attributen treffen.

Wenig Eintrdge im Parametervektor (Gewichte) ungleich Null:

Q, (W) oc HWHO = Anzahl w; =0 Q, ist nicht konvex

—> schwer zu minimieren!
Geringe Manhatten-Norm:

Qwﬂwfgw

Geringe (quadratische) euklidische Norm:

m
Q, (W) o< Jwl, = 2w,
:
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Lernen linearer Modelle

Losen der Minimierungsaufgabe

Ziel: Minimierung von empirischen Verlust +
Regularisierer: L(w)= il(xfw, y.)+ QW)

Analytische Losung (nur selten moglich).
Beispiel: Ridge Regression.

Numerische Losung der primalen OA.
Beispiel: Perceptron.

Numerische Losung der dualen OA.

Beispiel: duale Support Vector Machine (SVM).
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Lernen linearer Modelle

Numerische Losungsanscitze

1 Greedy-Suche (z.B. Abstiegsrichtung + Linesearch).

L(w?)

L(wh)

Abstiegsrichtung

wl wd w

Startlésung
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Lernen linearer Modelle

Numerische Losungsanscitze

1 Greedy-Suche (z.B. Abstiegsrichtung + Linesearch).

1 Gradientenabstieg (z.B. Newton-Verfahren).

L(w?)

L(Wl) X G

radient

Wl

w?  w

Startlésung
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Lernen linearer Modelle

Numerische Losungsanscitze

1 Greedy-Suche (z.B. Abstiegsrichtung + Linese
1 Gradientenabstieg (z.B. Newton-Verfahren).

11 Cutting-Plane-Verfahren.

L(w?)

arch).

L(wh) Pl

anes

Wl

w?  w

Startlésung
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Lernen linearer Modelle

Numerische Losungsanscitze

1 Greedy-Suche (z.B. Abstiegsrichtung + Linesearch).
1 Gradientenabstieg (z.B. Newton-Verfahren).
11 Cutting-Plane-Verfahren.

1 Innere-Punkt-Verfahren.
L(w?)

L) @

Wl

wd w
Startlésung
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Ridge Regression (); € R)

o Verlustfunktion:
71 Regularisierer:

71 Analytische Losung:

1L (F, (), ) =[x Tw |
Q, (W) = /IZ‘W ‘
L(w) = Z‘x W — y,‘ +AZ‘W‘

Quadratische OA ohne - HXW B yHZ +4 HWHZ
Nebenbedi = (Xw—-y)" (Xw-y)+Aw'w
epbenbedingungen [\\\

Nach w ableiten und 4
Ableitung Null setzen

=W (X'X+ADw-2w' X"y +y'y

L(w)=2(X"X+AD)w-2X"y =0

— W= (X'X+AD) Xy




Lernen linearer Modelle
Beispiel: Perceptron (y;, € {—1,+1})

—V. .T —V. _T
[] VGF'USfohkﬁon: Ip(fw(xi)’ yl) :{ YiXi W yIXITW>O
0 -y X, W<0

71 Regularisierer: 0
1 Numerische Loésung des primalen Problems:
L) = Y1, (£, (). %)

Stochastischer Gradientenabstieg.

) . o al(f, (%), %)
-3 00

i=1

i-ter Stochastischer ‘_:: ol (1, (%), ¥;) =YX —iniTW >0
Gradient oW 10 —yx."W<0
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Perceptron (y;, € {—1,+1})

—Y: -T —V. X
[] VGF'USfohkﬁOh: Ip(fw(xi)’ yl) :{ YiXi W yIXITW>O
0 —y:X, Ww<0

71 Regularisierer: 0

11 Algorithmus (Gradientenabstieg):

Perceptron (Instanzen (X, ;)
Setze w=10
DO

a3 Do) )

WHILE w verandert
RETURN w
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Perceptron (y;, € {—1,+1})

—V. .T —V. _T
[] VGF'USfohkﬁOh: Ip(fw(xi)’ yl) :{ YiXi W yIXITW>O
0 -y X, W<0

71 Regularisierer: 0

11 Algorithmus (Stochastischer Gradientenabstieg):

Perceptron (Instanzen (X, ;)

Setze w=10

DO

FOR i=1...n
A, (1,00
oW

WHILE w verandert
RETURN w
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Perceptron (y;, € {—1,+1})

—Y: -T —V. X
[] VGF'USfohkﬁOh: Ip(fw(xi)’ yl) :{ YiXi W yIXITW>O
0 —y:X, Ww<0

71 Regularisierer: 0

11 Algorithmus (Stochastischer Gradientenabstieg):

Perceptron (Instanzen (X, ;)
Setze w=10
DO
FOR i=1...n
W:W+{Yixi _iniTW>0
0 -yx'w<0
WHILE w verandert
RETURN w
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Perceptron (y;, € {—1,+1})

—V. .T —V. _T
[] VGF'USfohkﬁOh: Ip(fw (Xi)’ yl) :{ YiXi W yIXITW >0
0 -y X, W<0

71 Regularisierer: 0

11 Algorithmus (Stochastischer Gradientenabstieg):

Perceptron (Instanzen (X, ;)
Setze w=10
DO
FOR i=1...n
IF yX'W<0 THEN
W=W-+YX
WHILE w verandert
RETURN w
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Lernen linearer Modelle
Beispiel: Support Vector Machine (), € {—1,+1})

I-yx'w 1-yx'w>0
0 1-yx,'w<0

‘ 2

Verlustfunktion: L(f,06), ;) :{

e o 1 m
Regularisierer: Qz(w)zﬁZ\wj
j=1

Numerische Losung des primalen Problems
L(W)=Zn:§i +izm:‘wj‘2 mitl-yx'w<&, 0<é&
A
bspw. mittels Subgradientenansatz, z.B. Pegasos.

Losen der dualen (quadratischen) OA
L(a)=0'X'Xa-y'a mitl'e=0, 0<ya <A

bspw. mittels QP-Solver, z.B. QuadProg,.
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Lernen linearer Modelle

Allgemein: Regularized Empirical Risk Minimization

1 Gegegeben:

Konvexe, ableitbare Verlustfunktion | mit Ableitungl’ = a (g’ y).
/A

Konvexer, ableitbarer Regularisierer QQ mit Ableitung Q'.

1 Algorithmus (Gradientenabstieg mit dyn. Schrittweite):

RegERM (Instanzen (x,, V;))
Setze k =0, =1, wo =0
DO

k _ n I T k, X+ O k
] .2—1: G, ¥ x + W) ) Barzilai-Borwein-
IF k > 0 THEN - Verfahren

e (A RS V(AR U A
W = wk — 14 g"
k=k+1
WHILE HWk —WHH > e
RETURN w*
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Zusammenfassung

Lineare Modelle geeignet fir sehr grol3e
Klassifikations- & Regressionsprobleme.

Besonders geeignet fir numerische, (nahezu) linear
separierbare Daten.

Lernen von linearen Modellen:
Analytisch (z.B. Ridge Regression).
Numerisch bspw. durch Gradientenabstieg (z.B. primale SYM).

Gefundene Lésung global optimal fir konvexe
Verlustfunktion & Regularisierer.
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