


Uberblick

11 Schritte der Datenanalyse:

Probleml6sung

Algorithmen fir
das Optimieren
des Zielkriteriums
finden.

Implementieren
der Algorithmen.
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Uberwachtes Lernen > A

.
Problemstellung Yo

Gegeben: Trainingsdaten mit bekannten Zielattributen

(gelabelte Daten).

Eingabe: Instanz (Obijekt, Beispiel, Datenpunkt,
Merkmalsvektor) = Vektor mit Attribut-Belegungen.

Ausgabe: Belegung des/der Zielattribut(e).

Klassifikation: Nominaler Wertebereich des Zielattributs.
Ordinale Regression: Ordinaler Wertebereich des Zielattributs.

Regression: Numerischer Wertebereich des Zielattributs.

Gesucht: Modell f : x> .



Uberwachtes Lernen

Arten von Modellen

o1 Nicht-lineare Modelle, linear in den Parametern:

Kernel-Modell.
Probabilistisches Modell.



Kernel-Modelle

Motivation

1 Problem:

Suche nach nicht-linearen Modellen
schwierig (siehe Entscheidungsbdume).

Lineare Modelle aber nur geeignet bei
(nahezu) linear separierbaren Daten.

0 ldee:
Eingaberaum

Beispiele in anderen Raum
abbilden, in dem sie linear [iEitEEly

separierbar sind.

Lineares Modell in diesem

Raum finden.




Kernel-Modelle

Ansaiz

Abbildung von m-dimensionalen Eingaberaum in
k-dimensionalen Featureraum:

9:R" >R mit () =[a(¥) 9,(x) - @X)] =x
Beispiel fur m=2 und k=4:
()= x|
QRIS
X2 P (X) = XX,

R x)= 1 |




Kernel-Modelle

Grundlage: lineares Modell im Featureraum

1 Hyperebene H, im Featureraum ist durch Normalen-

vektor w gegeben: m

H,, ={x| f(x) =(x)'w =0}

11 Entscheidungsfunktion fir Klassifikation:
y(x) =sign(f (x))

71 Entscheidungsfunktion fir Regression:
y(x) = 1(x)



Kernel-Modelle

Grundlage: lineares Modell im Featureraum

7 Hyperebene H  ={x| f(X) = p(x)"w = 0}:

Normalenvektor w 0.(2)
?2(X) 4 Zu klassifizierender Punkt qp(z) :{ ! }: 7
Zielfunktionswert f(z) ?,(2)

Z

W 1
R

@ @ (X)
w]




Kernel-Modelle

Grundlage: lineares Modell im Featureraum

Gegeben: n Trainingsinstanzen x; mit Zielattribut y.

Xll X:I.n
X=[x, x, - x]=| : . °: y=[y» Y. - V.l
X X

ml mn

Gesucht: Parametervektor w der Klassifikations- /
Regressionsfunktion f(X)=@(X)"w.

Aber: Featureraum (Dimensionalitat k) evtl. sehr grof3
—> viele freie Parameter w=[w, --- w,]' eR"



Kernel-Modelle

Representer Theorem

Gemappte Datenpunkte ¢(x.) spannen Unterraum der
Dimension <k auf.

Hyperebene H , ={x| f (X) = ¢(x)'w =0} muss in diesem
Unterraum liegen.

Gewichtsvektor w lasst sich als Linearkombination der
Punkte ¢(x;) darstellen:

W3eeR w=Yaplx) = f(x)=aex) o)

\ )

k(X X)
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Kernel-Modelle

Representer Theorem

Skalarprodukt k(x,x) =@(X)" @(x’) misst Ahnlichkeit
zwischen X und X' im Featureraum.

Statt k-dimensionalen (primalen) Gewichtsvektor w,
Suche nach n-dimensionalen (dualen) Gewichts-
vektor a

Dimensionalidat des Featureraums k kann beliebig
hoch sein, theoretisch sogar k=0 moglich!
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Kernel-Modelle

Kernel-Funktion

Wozu Mapping ¢(X) explizit angeben?

Nahezu jedes AhnlichkeitsmafB kann als Kernel k verwendet

werden!

Beispiele fir Kernel-Funktionen:
Linearer Kernel: k. (X, X) =x"X’
Polynomieller Kernel: K, (X, X') = (Xx'X' +c)P
Radial Basis Function: k. (X,X') = exp(— Zi'z Ix—x’ ij

String-Kernel (z.B. Editierdistanz).

Graph-Kernel.
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Kernel-Modelle

Kernel-Matrix

IferneI-Mq’rrix K =k(x;,X;) =(x,) @(x;) definiert
Ahnlichkeitsmatrix zwischen allen Trainingsbeispielen x.

Eigenschaften der Kernel-Matrix:
Symmetrisch: K=K’
Positiv semidefinit: IO ecR™ K=0'®

Kernel-Komposition: Mercer-
K'=c+K Ki; = KUP Bedingung
r , Ki
K'=cK m— K/ =e
K'=K%+K® K
Kl =3

K'=K®oK® T JKK 13
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Kernel-Modelle

Beispiel: Linearer Kernel

01 Linearer Kernel und zwei-dimensionaler Eingaberaum:
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Kernel-Modelle

Beispiel: Polynomieller Kernel

11 Zwei-dimensionaler polynomieller Kernel und zwei-

dimensionaler Eingaberaum:
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Kernel-Modelle

Beispiel: Polynomieller Kernel

11 Zwei-dimensionaler polynomieller Kernel und zwei-
dimensionaler Eingaberaum:

k(% X) = (9 p(X) = (XX +1)" = [[xl le{ ﬂuj

= (XX + XX, +1)% = (%,X)* + (X, X})% + 2X, X/ X, X}, + 2% X! + 2X, X, +1
XX+ X%, X% 2%2 X X Xo Xy + 2% % 2%X2

12

X

12

:|:X12 Xz2 ‘EX1X2 ﬁxl ‘ﬁxz 1] ﬁ
\ ) X

P(X)" J2x,

- o(X)
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Kernel-Modelle

Beispiel: RBF-Kernel

-1 RBF-Kernel und zwei-dimensionaler Eingaberaum:
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Kernel-Modelle

Beispiel: RBF-Kernel

RBF-Kernel und zwei-dimensionaler Eingaberaum:

Zugehdrige Mapping-Funktion @(X) hat theoretisch
unendlich viele Dimensionen.

n Trainingsdaten liegen in n-dimensionalen Unterraum des
Featureraums.

— Daten im Featureraum immer linear separierbar!

Eine Mapping-Funktion fir diesen n-dimensionalen
Unterraum kann explizit angegeben werden.
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Kernel-Modelle

Besonders geeignet ...

Fir kleine bis mittlere Klassifikations- & Regressions-
probleme.

Falls Anzahl Beispiele n kleiner der Anzahl Attribute m.

Falls Daten nicht linear separierbar bzw. Lernproblem
sehr schwer.

Falls Interpretierbarkeit der Entscheidung nicht
notwendig.

Fir komplexe Daten (Strukturen, Sequenzen usw.) mit
bekanntem AhnlichkeitsmaB (Kernel).

19



Lernen von Kernel-Modellen

Problemstellung

Ziel: Minimierung von empirischen Verlust und
Regularisierer im Featureraum:

L@=DI(() ) +QA0)  £,00)=Dak(x,x,) =Ko

mit Kernel-Matrix Kij = k()(i , xj), i-te Zeile der Kernel-Matrix

Losung analog zu linearen Modellen; zwei Ansdtze:

In Zielfunktion w durch Ziaiq)(xi) ersetzen und bzgl. o 16sen
(z.B. Kernel Ridge Regression).

Im primalen Algorithmus w durch Ziaigo(xi) ersetzen
(z.B. Kernel Perceptron).
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Lernen von Kernel-Modellen
Beispiel: Kernel Ridge Regression (y; € R)

1 Verlustfunktion: L(f, (%), v) = [Kia— i

-1 Regularisierer: Q,(a) = 1o Ko

-1 Analytische Lésung: Lw) =Y |[Ka-y| +1e'Ka
i=1

=|Ka -y, + 1a"Ka
T T
Quadratische OA ohne L =(Ka-y) (Ko-y)+la Ka
Nebenbedingungen — o' (K+ADKa—-2y Ka+y'y

(L(a) = 2(K + A Ka - 2Ky = (K + Ala—y)K =0

Nach a ableiten und o .,
Ableitung Null setzen |—\ a=(K+Al)"y
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Lernen von Kernel-Modellen
Beispiel: Kernel Perceptron (y; € {—1,+1})

o Verlustfunktion: 1 (f,(x).y,)= Y.X. 'wo—yx'w>0

~y.x.'W<0
©1 Regularisierer: const.
o1 Primaler Algorithmus:
Perceptron (Instanzen (X,);)
Setze w=0 W Z CZ(D(X)
DO
FOR i=1...n

IF y,X,'W< O THEN
W =W+ Y.X
WHILE w verandert
RETURN W
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Lernen von Kernel-Modellen > A
Beispiel: Kernel Perceptron (y; € {—1,+1}) ' ":%”1

Vol )Y a.0x) —vox)YS a.o(x)>0
=1 Verlustfunktion: Ip(fa(xi),yi)_% Vo (i)' 2 0(%))  —Yie(x) X ai0(x;) >

0 _yiw(xi)TZjaj(D(Xj)So
©1 Regularisierer: const.
-1 Dualer Algorithmus:
KernelPerceptron (Instanzen (X;,Y;)) .
Setze a=0 W_Ziai¢(xi)

DO
FOR i=1...n

IF yi§0(Xi)TZjaJ—(p(XJ—) <0 THEN
Zjaj(p(xj) :Zjaj¢(xj)+ Yip(X;)
WHILE o verandert
RETURN o
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Lernen von Kernel-Modellen
Beispiel: Kernel Perceptron (y; € {—1,+1})

-yKa -yKa>0

=1 Verlustfunktion: Ip(f(,(xi),yi)={ 0] —yKa<0

©1 Regularisierer: const.

-1 Dualer Algorithmus:

KernelPerceptron (Instanzen (X;,Y;))

Setze a=0 Kiazw(xi)szaj(D(Xj)

DO
FOR i=1...n

IF y;K;a <0 THEN
a4 = 1Y
WHILE o verandert
RETURN a
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Lernen von Kernel-Modellen
Beispiel: Kernel SVM (y;, € {—1,+1})

1-y Ko 1-yK,a>0

71 Verlustfunktion: Ih(fa(xi),yi):{ 0 1 yKa<0

71 Regularisierer: q,(0)= %aTKa

71 Numerische Lésung des dualen Problems:

L(e)=a'Ka—y'a mitl'a=0, 0<yo <A

Lésen der dualen (quadratischen) OA mittels QP-Solver.
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Lernen von Kernel-Modellen
Allgemein: Kernel RegERM

1 Gegegeben:
ol(z,y)

0z
Konvexer Regularisierer Q(w) = %HWHZ mit Ableitung Q'(w) = Aw.

Konvexe, ableitbare Verlustfunktion | mit Ableitungl’ =

o1 Primaler Algorithmus:

RegERM (Instanzen (X,);))

Setze k=0,0=1,w'=0
o e g =2 vio(x)
g =D I'(xw", y,)x; + Aw Z
i=1
IF k>0 THEN
K kl kl k-1 T k-1
p =l /(@97 o~
Wk+1=Wk—yg W _Ziai P(X;)

k=k+1
k k-1
WHILE HW —W H>g
RETURN w+
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Lernen von Kernel-Modellen
Allgemein: Kernel RegERM

1 Gegegeben:

Konvexe, ableitbare Verlustfunktion | mit Ableitungl’ = Az.y)

0z
Konvexer Regularisierer Q(w) = %HWHZ mit Ableitung Q'(w) = Aw.

-1 Dualer Algorithmus:

KernelRegERM (Instanzen (X;);))
Setze k=0,=1,a=0

bo g = Zi vip(x;)
Zi vip(X,) = Zi I'(Kia“, y,)oo(x;) + izi o p(x;)

IF k>0 THEN
Iuk _ ﬂk—l (vk—lTKVk—l)/((vk—l _vk)TKvk—l) k k
Zi o (X)) = Zi o' p(x;) —#kzi vio(x,) Wo = Zi & ¢(Xi )
k=k+1

WHILE Ha"—a"‘lu>g
RETURN of
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Lernen von Kernel-Modellen
Allgemein: Kernel RegERM

1 Gegegeben:

Konvexe, ableitbare Verlustfunktion | mit Ableitungl’ = A, y).

0z
Konvexer Regularisierer Q(w) = %HWHZ mit Ableitung Q'(w) = Aw.

-1 Dualer Algorithmus:

KernelRegERM (Instanzen (X;);))
Setze k=0,=1,a=0

Do gk = Zi VikCD(Xi)

VE=1'(Ke . y) + e Vi

IF k>0 THEN

ﬂk _ /uk—l (vk—lTKvk—l)/((vk—l _vk)TKvk—l)
k k
ot =0 — v W = Zi o; p(X;)
k=k+1

WHILE Ha"—a"‘lu>g
RETURN of
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Probabilistische Modelle

ldee: Annahme Uber theoretische Verteilung
(Generierungsprozess) der Daten.

Liel: Verteilungsparameter aus Daten schatzen.
Moglicher Ansatz:
MAP-Schatzer fir Modell-Parameter 6.
Oune =argmax p(0| X,y) =argmax p(d) p(X,y | 0)

Beispiele:
Naive Bayes.
Logistische Regression.

Ridge Regression.
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Probabilistische Modelle

Besonders geeignet ...

Fir kleine bis sehr groBe Klassifikations- &
Regressionsprobleme.

Falls echte Wahrscheinlichkeiten benstigt werden.

Falls (eingeschrdnkte) Interpretierbarkeit der
Entscheidung notwendig.

Falls Attributbelegungen fehlen.

Falls Vorwissen Uber Datengenerierungsmodell
vorhanden ist.

30
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Lernen von Probabilistischen Modelle . @@ﬁ

<

Beispiel: Naive Bayes " Tm

Verteilungsannahmen: Suchen: 6., =argmax p(©) p(X.y|0)

n unabhdngig verteilte Datenvektoren x..
Py =]]pCx. Y O =]]pX 1Y O)p(Y; |6)
i=1 i=1
m unabhdngig verteilte Attribute x; je Datenvektor x..

p(xi | yi1‘9) :ﬁ p(Xij | yi’g)

Modellierung der bedingten Wahrscheinlichkeiten durch
theoretische Wahrscheinlichkeiten.
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Lernen von Probabilistischen Modelle . @@ﬁ

<

. ° ° s St
Beispiel: Naive Bayes Yom

1 MAP-Schatzer fir Naive Bayes: Suchen: 6,,, =argmax p(O)p(X.y|0)
Ounp =2arg mglx p(@) p(X,y|0)

= arg max p(é)f[ P(Y; Iﬁ)f[ P(x; | yi,é’)J

i=1 j=1 =1
: T (NI il
= arg mgv{ p(@)] | p(y; IHV)j [1r@" ] ]px 1y, 67™)
i=1 j=1 i=1
Klassen- Klassen- Klassenabhdngiger Klassenabhdngige
Prior Likelihood Attribut-Prior Attribut-Likelihood

= arg max p(ﬁ)(f: p(y; | 9))[2%[]1[ pOX; | Vi, 9))

32
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Lernen von Probabilistischen Modelle . @@ﬁ

<

Beispiel: Logistische Regression " %m

71 Verteilungsannahmen: Suchen: 6., =argmax p(©) p(X.y|0)
n unabhdngig verteilte Datenvektoren x..
p(X,y|6) :H p(Xi’ Yi |10) :H p(Xi | yiie)p(yi | 0)
i=1 i=1

m (multivariat) normal-verteilte Attribute x; mit 0 ={p’, X}

pP(X; | ¥i,0) =N(xX|p’, X)

Logistische
Umformung ergibt Funktion

1
1+exp(W'X, +W,)

pCY; %;,0) = = O'(WTXi +W,)

mit w=X"(u, —p_) und w, =log :—+ —%u}:_lm +%u_2_1u_.
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Lernen von Probabilistischen Modelle 2 A
Beispiel: Logistische Regression ) "f”*frz
1 MAP-Schatzer fir log. Reg.: Suchen: 0,,,, =argmax p(@)p(X.y|0)

‘9MAP =arg mglx p(6’) p(X, y | ‘9)

=argmax p(O)] | p(y; =11%,.0)" " p(y, =-1|x,,0)"
i=1

= argmax p(wW, W) [ Jow™x; +wp) (- (w'x; +w,))"
i=1

= argmax p(w, WO)I;I o(Y,W'X; +W,)

=argmin » lo +Q(w, w,
g 0 ; g O-(inTXi +WO) ( 0)

{ ;o )

7

Konvexes

Regularisierer

Logistic Loss
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Lernen von Probabilistischen Modelle . @@ﬁ

<

Beispiel: Ridge Regression " %m

Verteilungsannahmen: Suchen: 6., =argmax p(©) p(X.y|0)

n unabhdngig verteilte Datenvektoren x..

p(X.y16) =] [ P, ¥ 10) =] [ p(y: 1% O)p(x,16)

n normal-verteilte Klassenlabel y. mit 6={w,c}.
p(Y; %, 6) =N(y|w'x;, 0)
Attributbelegung ist unabhdngig von Modell-Parametern.
p(x; | @) = const.
(Multivariat) normal-verteilter Prior Gber Modell-Parameter.
p(0)=N(w|0,X)
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Lernen von Probabilistischen Modelle 2 A
Beispiel: Ridge Regression ) "f”*frz
1 MAP-Schatzer fir Ridge Reg.: Suchen: 6,,, =argmax p(O)p(X.y|0)

Opap = arg mng p(0)p(X,y|6)
=argmax p(9)] | p(y;1x;.0)
i=1

. : T 2
= arg mng(wlO,Z)HN(yi lw'x,,c°)

i=1

=arg mngN(Wlllw'Zw):”w = Wwap

-1

izxxuzlj :

. 1
mit uW:?ZWXy und EW:(G
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Zusammenfassung

Kernel-Modelle geeignet fir sehr schwere
Klassifikations- & Regressionsprobleme.

Besonders geeignet falls viel mehr Attribute als Beispiele.

Falls AhnlichkeitsmaB zwischen Beispielen bekannt.

Lernen von Kernel-Modelle analog zu linearen
Modellen:

FUr viele lineare Modelle existieren Kernelisierte Varianten.

Probabilistische Modelle liefern Wahrscheinlichkeiten,
verlangen aber einschrdnkende Verteilungsannahmen.
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