
Theoretische Informatik I

Einheit 2.3

Reguläre Ausdrücke

1. Anwendungen

2. Syntax und Semantik

3. Vereinfachungsregeln

4. Beziehung zu endlichen Automaten
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– Anwendungen brauchen präzise Beschreibungssprache für Wörter

· Grundeinheiten von Programmiersprachen, Suchmuster für Browser, . . .

• Reguläre Ausdrücke als formale Syntax

– Kurze, prägnante Beschreibung des Aufbaus der Wörter einer Sprache

z.B. 01∗: “Zuerst eine Null, dann beliebig viele Einsen”
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– z.B. Schlüsselwörter, Bezeichner, Dezimalzahlen, . . .

• “Lexer” transformieren reguläre Ausdrücke

in Analyseprogramme

– Analyse kann die Token der Programmiersprache identifizieren

– Zugrundeliegende Technik: Umwandlung regulärer Ausdrücke in DEAs
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Reguläre Ausdrücke als Suchmuster in Unix

grep searches files for lines containing a match to a given pattern

– A regular expression is a pattern that describes a set of strings. Regular expressions are
constructed by using various operators to combine smaller expressions.
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Reguläre Ausdrücke beschreiben Sprachen
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• Ausdrücke für einfache Basissprachen
– Leere Sprache – Sprache ohne Elemente

– Einelementige Sprachen: Sprache, die nur das leere Wort enthält
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Reguläre Ausdrücke beschreiben Sprachen
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Mehr Ausdrücke möglich, aber nicht erforderlich
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• Konventionen
– E◦F wird üblicherweise als EF abgekürzt

– Definitorische Abkürzungen: E+ ≡ EE∗, [a1...an] ≡ a1+...+an

– Prioritätsregelungen ermöglichen es, überflüssige Klammern wegzulassen

· ∗ (“Sternoperator”) bindet stärker als ◦, und dies stärker als +

· Verkettung ◦ und Vereinigung + sind assoziativ
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– Also ist L(01) = L(0)◦L(1) = {0}◦{1} = {01}

2. Erzeuge {01, 0101, 010101, ..} durch Sternbildung

– L((01)∗) = L(01)∗ = {01}∗ = {ǫ, 01, 0101, 010101, . . .}

3. Manche Wörter nicht erfaßt

– Start mit Eins statt Null: (10)∗

– Start und Ende mit Null: (01)∗0

– Start und Ende mit Eins: (10)∗1
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4. Es geht auch kürzer

– Optional 1 am Anfang oder 0 am Ende: (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0)
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= Die Menge aller Wörter, in denen 0 und 1 abwechseln

(Mühsamer Beweis durch Induktion)
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• Sprachen sind Mengen von Wörtern

– Abstraktes semantisches Konzept: Ungeordnete Kollektion von Wörtern

– Beschreibung von Mengen (auf Folie, Tafel, ...) benötigt textuelle Notation

– Notation benutzt Kurzschreibweisen wie ∪, ◦, ∗ für Mengenoperationen

... aber ist selbst nur ein Hilfsmittel zur Kommunikation
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– Reguläre Ausdrücke werden zur Beschreibung von Sprachen benutzt
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– Eine syntaktische Beschreibungsform, die ein Computer versteht

– Reguläre Ausdrücke werden zur Beschreibung von Sprachen benutzt

und sind ähnlich zur Standardnotation von Mengen

• Reguläre Ausdrücke sind selbst keine Sprachen

– Unterscheide Ausdruck E von Sprache des Ausdrucks L(E)

– Man verzichtet auf den Unterschied wenn der Kontext eindeutig ist
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Wie zeigt man (01)∗ + (10)∗ + (01)∗0 + (10)∗1 ∼= (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0) ?
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• Einheiten und Annihilatoren

– ∅+E ∼= E ∼= E+∅: L(∅+E) = L(∅)∪L(E) = ∅∪L(E) = L(E)

– ǫ◦E ∼= E ∼= E◦ǫ: L(ǫ◦E) = L(ǫ)◦L(E) = {ǫ}◦L(E) = L(E)

– ∅◦E ∼= ∅ ∼= E◦∅: L(∅◦E) = L(∅)◦L(E) = ∅◦L(E) = ∅ = L(∅)



Theoretische Informatik I §2: 9 Reguläre Ausdrücke
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• Einheiten und Annihilatoren

– ∅+E ∼= E ∼= E+∅: L(∅+E) = L(∅)∪L(E) = ∅∪L(E) = L(E)

– ǫ◦E ∼= E ∼= E◦ǫ: L(ǫ◦E) = L(ǫ)◦L(E) = {ǫ}◦L(E) = L(E)

– ∅◦E ∼= ∅ ∼= E◦∅: L(∅◦E) = L(∅)◦L(E) = ∅◦L(E) = ∅ = L(∅)

• Kommutativität von +

– E+F ∼= F+E: L(E+F ) = L(E)∪L(F ) = L(F )∪L(E) = L(F+E)



Theoretische Informatik I §2: 9 Reguläre Ausdrücke
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“Rechenregeln” für reguläre Ausdrücke II
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– L((E◦F )◦G) = L(E◦F )◦L(G) = L(E)◦L(F )◦L(G) = L(E)◦L(F◦G) = L(E◦(F◦G))

(E+F )+G ∼= E+(F+G):
– L((E+F )+G) = L(E+F )∪L(G) = L(E)∪L(F )∪L(G) = . . . = L(E+(F+G))

• Distributivgesetze
– (E+F )◦G ∼= E◦G+F◦G:

L((E+F )◦G) = (L(E)∪L(F ))◦L(G)

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E)∪L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E).∃v ∈L(G).w = uv ∨∃u ∈L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E).∃v ∈L(G).w = uv} ∪ {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= L(E)◦L(G)∪L(F )◦L(G) = L(E◦G+F◦G)

– G◦(E+F ) ∼= G◦E + G◦F

• Idempotenz von +: E+E ∼= E

• Hüllengesetze: ∅∗ ∼= ǫ, ǫ∗ ∼= ǫ, (E∗)∗ ∼= E∗

E+ ∼= E◦E∗ ∼= E∗◦E, E∗ ∼= ǫ + E+
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Korrektheitsbeweis: Induktion über Struktur regulärer Ausdrücke
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Umwandlung regulärer Ausdrücke in Automaten

Sprachen regulärer Ausdrücke sind endlich erkennbar

Für jeden regulären Ausdruck E gibt es einen ǫ-NEA A mit

– A hat genau einen akzeptierenden Zustand qf

– Der Startzustand von A ist in keinem δA(q, a) enthalten

– Für alle a ∈Σ ist δA(qf , a) = ∅

– L(E) = L(A)

Beweis durch strukturelle Induktion über Aufbau regulärer Ausdrücke

• Induktionsanfänge

– Für E = ǫ wähle A = -Start -ǫ

– Für E = ∅ wähle A = -Start

– Für E = a wähle A = -Start -a

– Korrektheit offensichtlich, da jeweils maximal ein Zustandsübergang
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• Induktionsannahme: seien A1 und A2 ǫ-NEAs für E1 und E2

• Induktionsschritt

– Für E = E1+E2 wähle A =

Automat A2

Automat A1

-Start
ǫ

ǫ

*

j

ǫ

ǫ

j
*



Theoretische Informatik I §2: 13 Reguläre Ausdrücke
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Iterative Bestimmung der Ausdrücke Rk
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Umwandlung von Automaten am Beispiel

-
Start

q
1

R

1

-
0 q

2

R

0,1
• Basisfall

R0
11

= ǫ + 1

R0
12 = 0

R0
21

= ∅

R0
22

= ǫ + 0 + 1

• Stufe 1

R1
11

= R0
11

+R0
11

(R0
11

)∗R0
11

= ǫ + 1 + (ǫ + 1)(ǫ + 1)∗(ǫ + 1) 7→ 1∗

R1
12 = R0

12 +R0
11(R

0
11)

∗R0
12 = 0 + (ǫ + 1)(ǫ + 1)∗0 7→ 1∗0

R1
21 = R0

21 +R0
21(R

0
11)

∗R0
11 = ∅ + ∅(ǫ + 1)∗(ǫ + 1) 7→ ∅

R1
22

= R0
22

+R0
21

(R0
11

)∗R0
12

= ǫ + 0 + 1 + ∅(ǫ + 1)∗0 7→ ǫ + 0 + 1

• Stufe 2

R2
11

= R1
11

+R1
12

(R1
22

)∗R1
21

= 1∗ + 1∗0(ǫ+0+1)∗∅

R2
12

= R1
12

+R1
12

(R1
22

)∗R1
22

= 1∗0 + 1∗0(ǫ+0+1)∗(ǫ+0+1)



Theoretische Informatik I §2: 18 Reguläre Ausdrücke
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– Ausdrücke Rk
ij können viermal so groß wie die Rk−1

ij werden



Theoretische Informatik I §2: 19 Reguläre Ausdrücke
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– Statt Pfade zu verlängern, lege Zustände des Automaten zusammen

– Ersetze Übergänge qi
a ∈Σ
−→ qj durch Übergänge mit regulären Ausdrücken

– Schrittweise Umwandlung erzeugt regulären Ausdruck des Automaten

• Technisches Hilfsmittel: RA-Automaten

– Überführungsfunktion δ arbeitet auf regulären Ausdrücken

– A akzeptiert w, wenn es einen Pfad w = v1..vm von q0 zu einem q ∈F gibt

und alle vi in der Sprache des entsprechenden regulären Ausdrucks liegen
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4. Vereinige Ausdrücke aller Endzustände

– Bilde Summe aller entstandenen regulären Ausdrücke
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• Bilde regulären Ausdruck aus finalem Automaten

– Extrahierter Ausdruck: (1 + 0(0+1)∗∅)∗0(0+1)∗

– Nach Vereinfachung: 1∗0(0+1)∗
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-
Start A

R

0+1

-1
B -0+1

C -0+1
D

• Elimination von Zustand B

-
Start A

R

0+1

-1(0+1)
C -0+1

D

• Elimination von Zustand C für Endzustand D

-
Start A

R

0+1

-1(0+1)(0+1)
D

(0+1)∗1(0+1)(0+1)

• Elimination von Zustand D für Endzustand C

-
Start A

R

0+1

-1(0+1)
C

(0+1)∗1(0+1)

• Gesamter Ausdruck: (0+1)∗1(0+1) + (0+1)∗1(0+1)(0+1)
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Reguläre Ausdrücke – Zusammenfassung

• Algebraische Notation für Sprachen

– ǫ, ∅, Symbole des Alphabets, Vereinigung, Verkettung, Sternoperator

– Äquivalent zu endlichen Automaten

– Gut zum Nachweis algebraischer Gesetze von Sprachen

– Anwendung in Programmiersprachen und Suchmaschinen
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Reguläre Ausdrücke – Zusammenfassung

• Algebraische Notation für Sprachen

– ǫ, ∅, Symbole des Alphabets, Vereinigung, Verkettung, Sternoperator

– Äquivalent zu endlichen Automaten

– Gut zum Nachweis algebraischer Gesetze von Sprachen

– Anwendung in Programmiersprachen und Suchmaschinen

• Transformation in endliche Automaten

– Iterative Konstruktion von ǫ-NEAs

– Nachträgliche Optimierung durch Elimination von ǫ-Übergängen

• Transformation von Automaten in Ausdrücke

– Konstruktion von Ausdrücken für Verarbeitungspfade im Automaten

– Konstruktion durch Elimination von Zuständen in RA Automaten

– Nachträgliche Optimierungen durch Anwendung algebraischer Gesetze


