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•Wo liegen die Grenzen für Computer?
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Welche der folgenden Funktionen ist berechenbar? Warum?

f(x) =


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



1 wenn ein Anfangssegment der Dezimalentwicklung von π

(unter Ignorierung des Punktes) identisch mit x ist,

0 sonst

π = 3.1415952653589789845199165029043797403573989868. . .
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Keine Aussage möglich ohne Präzisierung des Begriffs
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Viele Formalisierungen eines intuitiven Begriffes
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Einheit 4.2

Turing-Berechenbarkeit

1. Rückblick: Turingmaschinen und Sprachen

2. Turing-berechenbare Funktionen

3. Zusammenhang: Berechnen vs. Akzeptieren
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Rückblick: Turingmaschinen intuitiv

Zustandsüberführung δ

Interner Zustand

Endliche Steuerung-Eingabe -
Akzeptieren
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6

?
. . . . B 1 1 0 a 1 B B B . . . .
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•Endlicher Automat + lineares Band
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Rückblick: Turingmaschinen präzisiert
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Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit
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Interner Zustand

Endliche Steuerung -
Akzeptieren

Ablehnen

6

?
X Y D

. . . . B 1 1 0 a 1 B B B . . . .

Lese-Schreibkopf

Band

Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit

• Q nichtleere endliche Zustandsmenge

• Σ endliches Eingabealphabet

• Γ⊇Σ endliches Bandalphabet



Theoretische Informatik II §4.2: 2 Turing-Berechenbarkeit

Rückblick: Turingmaschinen präzisiert
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Rückblick: Turingmaschinen präzisiert
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M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit

• Q nichtleere endliche Zustandsmenge

• Σ endliches Eingabealphabet

• Γ⊇Σ endliches Bandalphabet

• δ:Q×Γ→ Q×Γ×{L,R} (partielle) Überführungsfunktion

• q0
∈Q Startzustand

• B ∈Γ\Σ Leersymbol des Bands (“blank”)

• F⊆Q Menge von akzeptierenden (End-)Zuständen
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Rückblick: Beschreibung von Turingmaschinen

• Übergangsdiagramme

-
Start

q
0

-
0 /X→

?Y / Y→

q
1

R

0 / 0→
Y / Y→

-
1 / Y←

q
2

Y
X / X→ I

0 / 0←
Y / Y←

q
3

I

Y/ Y→

-
B/B→

q
4

– Zustände durch Knoten dargestellt

– q0 markiert durch Start-Pfeil,

Endzustände durch doppelte Kreise

– Für δ(q,X) = (p, Y,D) hat das

Diagramm eine Kante q
X/YD
−→ p



Theoretische Informatik II §4.2: 3 Turing-Berechenbarkeit

Rückblick: Beschreibung von Turingmaschinen
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•Entscheidbare Sprache

– Sprache, die von einer Turingmaschine M akzeptiert wird,
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– Alternative Bezeichnung: rekursive Sprache
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– Anzahl der Konfigurationsübergänge bis M bei Eingabe w anhält
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– Zeitaufwand für Schleife q0, q1, q2, q0: 2n

– Gesamter Zeitaufwand quadratisch (2n2)

– Platzbedarf nicht größer als die Eingabe

– Lineare Speicherplatzkomplexität



Theoretische Informatik II §4.2: 7 Turing-Berechenbarkeit

Die berechnete Funktion einer Turingmaschine

•Turingmaschinen berechnen Funktionen auf Σ∗

– Eingabe der Funktion wird aufs Band geschrieben

– Bandinhalt wird durch Abarbeitung des Programms verändert
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Die ursprünglich vorgesehene Verwendung von Turingmaschinen

•Beschreibung mittels Konfigurationen

– Anfangskonfiguration: α(w) := (ǫ,q0,w)

– Rechenzeit tM(w) := max{j |α(w) ⊢
j
(u, q,Xv) ∧ δ(q,X) undefiniert}

Rechenzeit ist undefiniert falls dieses Maximum nicht existiert (d.h. M hält nicht)
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j
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Rechenzeit ist undefiniert falls dieses Maximum nicht existiert (d.h. M hält nicht)

– Ausgabefunktion: ω(u, q, v) := v|Σ (längster Präfix von v der zu Σ∗ gehört)

Ausgabe beginnt unter dem Kopf bis ein Symbol nicht aus Σ erreicht wird

– Berechnete Funktion: fM(w) := ω(κ), wobei α(w) ⊢
tM (w)

κ

fM : Σ∗→Σ∗ ist wohldefiniert, da κ durch α(w) ⊢
tM (w)

κ eindeutig bestimmt
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Löscht ein Wort vom Band: fM2(w) = ǫ für alle w ∈{1}∗

•M3 = ({q0,q1,q2}, {1}, {1,B}, δ3, q0, B, {q2})

mit δ3 1 B
→ q0 (q1,1,R) (q2,B,R)

q1 (q0,1,R) (q1,B,R)
* q2 — —



Theoretische Informatik II §4.2: 9 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen

•M2 = ({q0,q1}, {1}, {1,B}, δ2, q0, B, {q1})

mit δ2 1 B
→ q0 (q0,B,R) (q1,B,L)
* q1 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,111) ⊢
4

(ǫ,q1,B)
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•M3 = ({q0,q1,q2}, {1}, {1,B}, δ3, q0, B, {q2})

mit δ3 1 B
→ q0 (q1,1,R) (q2,B,R)

q1 (q0,1,R) (q1,B,R)
* q2 — —

Abarbeitungsbeispiele:

(ǫ,q0,1111) ⊢
5

(1111B,q2,B)

(ǫ,q0,111) ⊢
7

(111BBBB,q1,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 9 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen

•M2 = ({q0,q1}, {1}, {1,B}, δ2, q0, B, {q1})

mit δ2 1 B
→ q0 (q0,B,R) (q1,B,L)
* q1 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,111) ⊢
4

(ǫ,q1,B)

Löscht ein Wort vom Band: fM2(w) = ǫ für alle w ∈{1}∗

•M3 = ({q0,q1,q2}, {1}, {1,B}, δ3, q0, B, {q2})

mit δ3 1 B
→ q0 (q1,1,R) (q2,B,R)

q1 (q0,1,R) (q1,B,R)
* q2 — —

Abarbeitungsbeispiele:

(ǫ,q0,1111) ⊢
5

(1111B,q2,B)

(ǫ,q0,111) ⊢
8

(111BBBBB,q1,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 9 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen

•M2 = ({q0,q1}, {1}, {1,B}, δ2, q0, B, {q1})

mit δ2 1 B
→ q0 (q0,B,R) (q1,B,L)
* q1 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,111) ⊢
4

(ǫ,q1,B)

Löscht ein Wort vom Band: fM2(w) = ǫ für alle w ∈{1}∗

•M3 = ({q0,q1,q2}, {1}, {1,B}, δ3, q0, B, {q2})

mit δ3 1 B
→ q0 (q1,1,R) (q2,B,R)

q1 (q0,1,R) (q1,B,R)
* q2 — —

Abarbeitungsbeispiele:

(ǫ,q0,1111) ⊢
5

(1111B,q2,B)

(ǫ,q0,111) ⊢
n

(111BBB...BB,q1,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 9 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen

•M2 = ({q0,q1}, {1}, {1,B}, δ2, q0, B, {q1})

mit δ2 1 B
→ q0 (q0,B,R) (q1,B,L)
* q1 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,111) ⊢
4

(ǫ,q1,B)

Löscht ein Wort vom Band: fM2(w) = ǫ für alle w ∈{1}∗

•M3 = ({q0,q1,q2}, {1}, {1,B}, δ3, q0, B, {q2})

mit δ3 1 B
→ q0 (q1,1,R) (q2,B,R)

q1 (q0,1,R) (q1,B,R)
* q2 — —

Abarbeitungsbeispiele:

(ǫ,q0,1111) ⊢
5

(1111B,q2,B)

(ǫ,q0,111) ⊢
n

(111BBB...BB,q1,B)

Testet, ob Anzahl der Einsen in w ∈{1}∗ gerade ist

fM3(1
n) =

{

ǫ falls n gerade,
⊥ sonst

(⊥ steht für “undefiniert”)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
1

(1,q0,1)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
2

(11,q0,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
3

(1,q1,1)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
4

(1B,q2,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
5

(1,q3,B1)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
6

(ǫ,q1,111)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
7

(ǫ,q2,11)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
8

(1,q2,1)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
9

(11,q2,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
10

(1,q3,11)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
11

(ǫ,q3,111)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
12

(ǫ,q3,B111)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
13

(ǫ,q1,B1111)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
1

(1,q0,0011)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
2

(10,q0,011)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
3

(100,q0,11)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
4

(1001,q0,1)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
5

(10011,q0,B)



Theoretische Informatik II §4.2: 10 Turing-Berechenbarkeit

Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
6

(1001,q1,1)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
7

(100,q1,10)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
8

(10,q1,000)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
9

(1,q2,0100)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
10

(ǫ,q2,10100)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
11

(ǫ,q2,B10100)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
12

(ǫ,q3,10100)
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Beispiele für Turing-Maschinen II

•M4 = ({q0,q1,q2,q3,q4}, {1}, {1,B}, δ4, q0, B, {q4})

mit δ4 1 B
→ q0 (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,B,R) (q4,B,R)
q2 (q2,1,R) (q3,1,L)
q3 (q3,1,L) (q1,1,L)

* q4 — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,11) ⊢
14

(ǫ,q4,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsen: fM4(1
n) = 12n

•M5 = ({q0,q1,q2,q3}, {0,1}, {0,1,B}, δ5, q0, B, {q3})

mit δ5 0 1 B
→ q0 (q0,0,R) (q0,1,R) (q1,B,L)

q1 (q2,1,L) (q1,0,L) (q2,1,L)
q2 (q2,0,L) (q2,1,L) (q3,B,R)

* q3 — — —

Abarbeitungsbeispiel:

(ǫ,q0,10011) ⊢
12

(ǫ,q3,10100)

Addiert 1 auf die Binärdarstellung einer natürlichen Zahl
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Turing-Berechenbare Funktionen

• f :Σ∗→∆∗ Turing-berechenbar

– f=fM für eine Turingmaschine M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit ∆⊆Γ

T : Menge der Turing-berechenbaren Funktionen
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Turing-Berechenbare Funktionen

• f :Σ∗→∆∗ Turing-berechenbar

– f=fM für eine Turingmaschine M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit ∆⊆Γ

T : Menge der Turing-berechenbaren Funktionen

•Berechenbarkeit auf Zahlen: f :N→N

=̂ Berechenbarkeit von fr:Σ
∗→Σ∗ mit fr(w) = r(f(r−1(w)))

wobei r:N→Σ∗ injektive Repräsentation von Zahlen durch Wörter

· unäre Darstellung ru:N→{1}
∗ mit ru(n) = 1n

· binäre Codierung rb:N→{0,1}
∗ (ohne führende Nullen)

Berechenbarkeit auf anderen Mengen analog
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– Bei unärer Codierung: berechne su:{1}
∗→{1}∗ mit su(1

n) = 1n+1
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– Bei unärer Codierung: berechne su:{1}
∗→{1}∗ mit su(1

n) = 1n+1

· Turingmaschine muß eine 1 anhängen: su = fM1
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Berechenbarkeit arithmetischer Funktionen

•Nachfolgerfunktion s:N→N mit s(n) = n+1

– Bei unärer Codierung: berechne su:{1}
∗→{1}∗ mit su(1

n) = 1n+1

· Turingmaschine muß eine 1 anhängen: su = fM1

– Bei binärer Codierung: sb = fM5

· M muß Ziffern von rechts beginnend umwandeln, ggf. mit Übertrag

•Division durch 2: div2:N→N mit div2(n)=⌊n/2⌋

– Bei unärer Codierung: M muß (analog zu M4) je zwei Einsen löschen

und eine neue hinter dem Ende des Wortes schreiben

– Bei binärer Codierung: M muß nur die letzte Ziffer löschen

Komplexere arithmetische Operationen benötigen

Programmiertechniken für Turingmaschinen
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– Simulation durch erweiterte Zustandsmenge Q′ := Q × ∆k
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Rückblick: Programmiertechniken für Turingmaschinen

•Datenregister speichern Werte aus Menge ∆
– Simulation durch erweiterte Zustandsmenge Q′ := Q × ∆k

•Mehrspur-Maschinen mit k Datenspuren
– Simulation durch erweitertes Bandalphabet Σ’ := Σk

•Mehrband-Maschinen
– Simulation von k unabhängigen Bändern mit 2k+1 Spuren

– Je eine Spur für Kopfposition eines Bandes + Endmarker für Suche

•Unterprogramme
– Simulation wie bei Unterprogrammen in Assemblersprachen

•Beschränkte Modelle für Beweise
– Halbseitig unendliches Band kann beidseitiges Band simulieren

– Jedes Alphabet kann über Bandalphabet Γ = {1, B} codiert werden

– 2 Stacks können jede Konfiguration einer Turingmaschine simulieren

Genauso leistungsfähig wie konventionelle Computer
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– graph(f) = {(x, y) | f(x) = y}
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Akzeptieren oder Berechnen?

• Jede Funktion ist als Menge beschreibbar

– graph(f) = {(x, y) | f(x) = y}

– Akzeptierende Maschinen erkennen Graphen berechenbarer Funktionen

Satz: f berechenbar ⇔ graph(f) semi-entscheidbar

• Jede Menge ist als Funktion beschreibbar

– χ
L
(w) =

{

1 falls w ∈L,

0 sonst
Charakteristische Funktion der Sprache L

– ψ
L
(w) =

{

1 falls w ∈L,

⊥ sonst
Partiell-charakteristische Funktion von L

– Charakteristische Funktionen erkannter Sprachen sind berechenbar

Satz: L semi-entscheidbar ⇔ ψ
L

berechenbar

L entscheidbar ⇔ χ
L

berechenbar
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L
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– Wie oben, aber beide Maschinen müssen bei jeder Eingabe anhalten
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– Berechnen von Werten durch Ausgabe nach Terminierung

– Beide Modelle sind gleich mächtig
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•Verhaltensanalyse durch Konfigurationsübergänge
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– Register, mehrere Bänder, Unterprogramme, etc. simulierbar

• Äquivalent zu Typ-0 Grammatiken
– Umwandlung von Konfigurationsübergängen in Regeln und umgekehrt

•Nichtdeterministische Variante ist gleich stark
– Simulationsaufwand durch deterministische Maschine ist exponentiell


