
Theoretische Informatik II

Einheit 5.5

Grenzen überwinden

1. Pseudopolynomielle Algorithmen

2. Approximierende Algorithmen

3. Probabilistische Algorithmen
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Wie kann man “unlösbare” Probleme angehen?
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– Terminierung, Korrektheit, Äquivalenz von Programmen (unentscheidbar)
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• Versuche die Unlösbarkeiten zu umgehen
– Suche Alternativen zur perfekten Lösung, die es nicht geben kann

– Entwickle Verfahren zur Konstruktion “suboptimaler Lösungen”

– Untersuche die Qualität dieser Lösungen relativ zum Optimum

Suche nach neuen Lösungsmöglichkeiten liefert tieferes Verständnis
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• Probabilistische Algorithmen
– Effiziente “Lösung” schwerer Entscheidungsprobleme

– Algorithmus verwendet Zufallsvariablen bei Bestimung der Lösung

– Antwort kann mit geringer Fehlerwahrscheinlichkeit auch falsch sein

– Verzicht auf perfekte Korrektheit zugunsten einer schnellen Antwort



Theoretische Informatik II §5.5: 3 Grenzen überwinden

Nicht jedes NP-Problem ist wirklich schwer

Gibt es “leichte” NP-vollständige Probleme?
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• Was unterscheidet CLIQUE von KP?

– Beide Probleme sind NP-vollständig
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Theoretische Informatik II §5.5: 3 Grenzen überwinden

Nicht jedes NP-Problem ist wirklich schwer

Gibt es “leichte” NP-vollständige Probleme?
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– Sehr effizient, wenn das maximale Gewicht nicht zu groß wird
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– Laufzeit ist O(n ∗ G)

(g1..gn, a1..an, G, A) ∈KP ist in O(n∗G) Schritten lösbar
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Liegt das Rucksackproblem KP etwa in P ?

• Lösung für KP ist nicht wirklich polynomiell

– n ∗ G kann exponentiell wachsen relativ zur Größe der Eingabe

– Größe von (g1..gn, a1..an, G, A) ist O(n ∗ (logG + logA))

• KP ist ein Zahlproblem

– L⊆Σ∗ ist Zahlproblem, wenn MAX(w), die größte in einer Eingabe w

codierte Zahl, nicht durch ein Polynom beschränkt werden kann

– Weitere Zahlprobleme: PARTITION , BPP , TSP , MSP , . . .

– Keine Zahlprobleme: CLIQUE, V C, IS, SGI , LCS, DHC, HC, GC,. . .

• KP hat pseudopolynomielle Lösung

– Algorithmen für ein Zahlproblem L⊆Σ∗ sind pseudopolynomiell, wenn

ihre Rechenzeit durch ein Polynom in |w| und MAX(w) beschränkt ist
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– Hat jedes Zahlproblem eine pseudopolynomielle Lösung?

• TSP ohne pseudopolynomielle Lösung (falls P6=NP)

– Der Reduktionsbeweis HC≤pTSP zeigt HC≤pTSPn

– Eine Restriktion von TSP auf kleine Zahlen bleibt NP-vollständig
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– KPopt: bestimme das geringstmögliche Gewicht für einen festen Nutzen

Alle Probleme sind NP-hart



Theoretische Informatik II §5.5: 7 Grenzen überwinden

Approximationsalgorithmen

• Viele Probleme haben Optimierungsvariante
– CLIQUEopt: bestimme die größte Clique im Graphen

– TSPopt: bestimme die kostengünstigste Rundreise

– BPPopt: bestimme die kleinste Anzahl der nötigen Behälter
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– Polynomielle Algorithmen können Näherungslösungen bestimmen

– Die Näherung kann niemals optimal sein (wenn P6=NP)

– Ziel ist, so nahe wie möglich an das Optimum heranzukommen

• Wie gut können Näherungslösungen sein?
– Vergleiche Approximation mit bestmöglicher Lösung

– Wie gut ist das Ergebnis eines konkreten Approximationsalgorithmus?

– Was ist das günstigste Ergebnis, das überhaupt erreichbar ist



Theoretische Informatik II §5.5: 8 Grenzen überwinden

Qualität von Approximationslösungen
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– Bestimme den Wert W (x, y) einer Lösung (x, y) ∈L

– OPTL(x): Wert einer optimalen Lösung für Eingabe x



Theoretische Informatik II §5.5: 8 Grenzen überwinden

Qualität von Approximationslösungen
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– Bestimme den Wert W (x, y) einer Lösung (x, y) ∈L

– OPTL(x): Wert einer optimalen Lösung für Eingabe x
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– RA(x): Güte des Algorithmus A bei Eingabe x (RA(x) > 1 gilt immer)
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• Asymptotische Güte von Approximationen
– R∞

A = inf{r≥1 | ∀∞x.RA(x)≤r}: asymptotische worst-case Güte

Finde bestmögliche worst-case Güte von Problemen
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• Binpacking: Asymptotische Güte 11/9 erreichbar

– First-Fit Decreasing: Sortiere Objekte in absteigender Reihenfolge

und packe sie jeweils in erste freie Kiste, in der genügend Platz ist

– Es gilt W (x, FFD(x)) = 11/9∗OPTBPP (x) + 4 für alle x (ohne Beweis)

also R∞
A = 11/9

• TSP: R∞
A =3/2 erreichbar bei Dreiecksungleichung

– Direkte Verbindung sind kürzer als Umwege: ∀i, j, k. ci,j≤ci,k+ck,j
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– Konstruiere minimal spannenden Baum T = (V, ET )

Kruskal Algorithmus (Einheit 5.1) hat Laufzeit O(|V | + |E| log |E|)

– Durchlaufe T so, daß jede Kante genau zweimal benutzt wird

– Verkürze den entstandenen Rundweg so, daß von einem Knoten

zum nächsten noch nicht angesteuerten Knoten gesprungen wird

• Laufzeit des Algorithmus ist O(n2)

• Güte des Algorithmus ist R∞
A ≤2

– Mit lokalen Optimierungen kann man auf R∞
A ≤3/2 kommen (aufwendige Analyse)
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(x) < 3/2 für alle x

• CLIQUE: Keine endliche absolute Güte möglich

– Es gibt ein ǫ>0, som daß es keinen polynomiellen Algorithmus ACL

geben kann mit RACL
(x) < |x|1/2−ǫ für alle x (ohne Beweis)

• TSP: Keine endliche worst-case Güte möglich

– Es gibt keinen polynomiellen Algorithmus ATSP mit R∞
ATSP

=r für ein r ∈N

Nachweise verwenden verschiedene Beweistechniken
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Keine absolute Güte RA < 3/2 für Binpacking

BPP = { a1, ...an, b, k | ∃f :{1..n}→{1..k}. ∀j≤k.
∑

i ∈{i|f(i)=j} ai≤b }

Es gibt keinen polynomiellen Algorithmus ABPP mit

RABPP
(x) < 3/2 für alle x



Theoretische Informatik II §5.5: 13 Grenzen überwinden
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der Größe S :=
∑n

i=1 ai/2, auf welche die Zahlen verteilt werden

– Für die Transformationsfunktion f gilt

x ∈PARTITION ⇔ OPTBPP (f(x)) = 2

– Jeder Approximationsalgorithmus A mit RA(x) < 3/2 liefert

W (f(x), A(f(x))) =

{

2 falls x ∈PARTITION
3 sonst



Theoretische Informatik II §5.5: 13 Grenzen überwinden
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also G ∈HC ⇔W (x, A(x))≤r∗|V |
Für kleine Graphen verwende den exponentiellen Entscheidungsalgorithmus

Beweistechnik: Reduktion auf NP-vollständiges Problem mit Multiplikation

des Kostenunterschieds zwischen positiver und negativer Antwort
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• Wie weist man gute Eigenschaften nach?

– Einfaches Modell für probabilistische Algorithmen formulieren

– Eigenschaften abstrakter probabilistischer Sprachklassen analysieren
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– Deterministische Bestimmung des Mittelwertes zu zeitaufwendig

– Wahl eines festen Pivotelements erhöht Laufzeit von Quicksort

für bestimmte Eingabelisten auf O(n2)

• Gute Pivotelemente sind in der Mehrzahl

– Zufällige Wahl führt für jede Eingabe zum Erwartungswert O(n∗ log2 n)

– Im Durchschnitt schneller als deterministische O(n∗ log2 n)-Verfahren
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• Prob(M↓w): Wahrscheinlichkeit der Akzeptanz
– Wahrscheinlichkeit aller akzeptierenden Konfigurationsfolgen

relativ zu allen möglichen Konfigurationsfolgen bei Eingabe w

• Probabilistische Algorithmen
– Abstrakteres Modell: Programme mit zufälligen Entscheidungen

– Komplexitätsbestimmung durch asymptotische Analyse wie bisher

Was kann man mit polynomiell zeitbeschränkten

probabilistischen Algorithmen erreichen?
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• BPP : Bounded error Probabilistic Polynomial
– Wahrscheinlichkeit für korrekte Antwort ist mindestens 1/2+ǫ

– Laufzeit polynomiell

• RP : Random Polynomial
– Wahrscheinlichkeit für Akzeptanz von w ∈L ist mindestens 1/2

– Eingaben w 6∈L werden mit Sicherheit nicht akzeptiert

– Laufzeit polynomiell

• ZPP : Zero error PP Las-Vegas-Algorithmen

– M gibt immer eine korrekte Antwort

– Erwartungswert der Laufzeit ist polynomiell
Alternative Definitionen verwenden Erkenntnis ZPP = RP ∩ co−RP (Folie 22)
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Prüfe ob ein Graph G=(V, E) eine 3-Clique enthält
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• Wahrscheinlichkeit korrekter Akzeptanz > 1/2
– Wahrscheinlichkeit für Auswahl einer Dreieckskante > 3

|E|

– Wahrscheinlichkeit für Auswahl des dritten Knotens > 1
|V |−2

– Akzeptanzwahrscheinlichkeit > 1 − (1− 3
|E|·(|V |−2))

k .
= 1 − e

−k 3
|E|·(|V |−2)



Theoretische Informatik II §5.5: 19 Grenzen überwinden

Beispiel probabilistischer Algorithmen
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• Keine Aussagen für PP Algorithmen möglich
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– ZPP ist wie P , aber Laufzeit ist nur im Erwartungswert polynomiell

– ZPP ⊆ RP und BPP ⊆ PP folgt direkt aus den Definitionen

– RP ⊆ BPP folgt aus dem Iterationssatz für RP

• ZPP = RP ∩ co−RP HMU, Satz 11.17

– Beweis durch gegenseitige Simulation

• RP ⊆ NP HMU, Satz 11.19

– Das Verhalten einer PTM kann durch eine NTM M simuliert werden

– Da die PTM kein Wort w 6∈L akzeptiert, akzeptiert M ebenfalls nicht

• NP ∪ co−NP ⊆ PP

– NTM akzeptiert, wenn Wahrscheinlichkeit der Akzeptanz nicht Null

– Aufwendige Simulation durch PP Algorithmen möglich
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