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Kapitel 1

Einleitung

Das Ziel dieser Hausarbeit soll es sein, zu der Fragestellung dieses Seminars "Was
ist Mathematik’ eine Antwort zu finden. Um dieses Ziel zu erreichen, werden
zunéchst zwei philosophische Richtungen vorgestellt und anschliefend in fiinf
wesentlichen Aspekten verglichen. Die zwei philosophischen Positionen sind:

1. Intuitionismus
2. Formalismus (im hilbertschen Sinne)

Die Griinde, warum gerade diese beiden mathematisch-philosophischen Richtun-
gen (von den vielen) ausgewéhlt wurden (und keine anderen), lauten:

e Beide philosophischen Richtungen sind im Rahmen der Grundlagenkrise
entstanden; zu einer Zeit, in der die philosophischen Fragen zur Mathematik
besonders akut gewesen sind. Die Auseinandersetzung zu dieser Zeit ist also
besonders intensiv gewesen

e Beide Richtungen stehen oder standen sich sehr feinlich gegeniiber und es
ist meine Auffassung, dass sich Klarheit iiber einen Gegenstand am besten
iiber moglichst unterschiedliche Positionen gewinnen lasst

e Im Gegensatz zum Logizismus, der obige Bedingungen auch erfiillt, sind
ihre Positionen tendentiell eher philosophisch als mathematisch. Um einen
verniinftigen Einblick in den Logizismus zu bekommen, scheint mir das
Einbringen der technischen Begriffsschrift sowie gewisser Teile der Principia
Mathematica unerldsslich. Solch technische Details sind aber nicht Sinn
dieser Ausarbeitung

e Wird das letzte Kapitel durch die Auffassung eines Mannes bestimmt sein,
der als Formalist intuitionistische Ansichten vertrat.

Die fiinf gewahlten Aspekte zum Vergleich dieser beiden philosophischen Rich-
tungen lauten:



1. Haltung zur Entdecker- bzw. Erfinderposition
2. Umgang mit der Unendlichkeit

3. Ontologie der natiirlichen Zahlen

4. Formale Mathematik und der Wahrheitsbegriff
5. Konstruktivitdt und das Tertium non datur

Der erste Punkt betrifft dabei eine iiberwiegend philosophische Fragestellung.
Sie war uns im gesamten Seminar ein treuer Begleiter und eine Ausarbeitung
ohne die Analyse dieser Fragestellung wiirde dem Seminar nicht gerecht. Uber-
dies erhalten wir mit der Analyse dieser philosophischen Fragestellung pars pro
toto eine fiir die spéter erfolgende Definition der Mathematik wichtige Einsicht.
Der Behandlung der Unendlichkeit sowie der natiirlichen Zahlen wohnt ein eher
inhatlicher Aspekt inne. Die Unendlichkeit kann dabei guten Gewissens als der
Streitpunkt schlechthin in der mathematischen Philosophie betrachtet werden.
Unsere Analyse wird das aufzeigen. Die natiirlichen Zahlen stellen — im Gegen-
satz zur Unendlichkeit — ein scheinbar sicheres System dar, iiber das es keinen
Grund zum Streiten gibt. Wir werden sehen, dass dies eine Illusion ist. Wieder
wird am Ende der inhatlichen Uberlegungen eine Konsequenz entstehen, die fiir
unsere eigene spétere Definition von Bedeutung sein wird. Die letzten beiden
Aspekte betreffen nun Methoden und Schlussweisen in der Mathematik. Der er-
ste dieser beiden Aspekte beleuchtet dabei ein typisch formalistisches Thema, der
zweite ein intuitionistisches. Trotzdem wird die Analyse zeigen, dass es sinnvoll
ist, die Themen von jeweils beiden Seiten zu beleuchten. Die hierbei erhaltenen
Ergebnisse werden fiir unsere Definition der Mathematik entscheidend sein!

Die Behandlung der genannten Aspekte wird immer im gleichen Dreischritt
erfolgen: zuerst die Behandlung der intuitionistischen Position, dann die des hil-
bertschen Formalismus und zum Schluss die eigene Meinung. Der Grund fiir diese
zugegebenermaflen recht eintonige Abhandlungsmethode liegt in ihrer Klarheit.
Der rote Faden darf bis zum Kapitel 4 nicht reiflen! Obwohl es einen jeweils eige-
nen Unterabschnitt zur eigenen Meinung bei jedem Aspekt geben wird, heif3t das
nicht, dass in den anderen Unterabschnitten meine eigene Meinung verschwiegen
werden wird. Die dort vertretenen Ansichten sind aber minimal gehalten und
besitzen nur einen erlduternden Charakter. Dass ich bei dieser Analyse nur sel-
ten gezwungen war, auf diese Weise zu ’intervenieren’, ist eine weitere wichtige
Einsicht fiir das letzte Kapitel.

Im letzten Kapitel werden wir uns dann riickblickend fragen, welche Anfor-
derungen an eine Definition der Mathematik zu stellen sind. Wir werden dann
die technischen Mittel bereitstellen, anhand derer diese Definition erfolgen kann.
Zum Schluss wollen wir diese theoretisch vollig befriedigende Position dem "Praxi-
stest’ unterziehen. Bewéhrt sich die gegebene Definition auch hier? Wir werden



durch saubere Analyse des Begriffs der Wahrheit eine vollig natiirliche Erklarung
fiir eine scheinbare Diskrepanz zwischen Theorie und Praxis erhalten.

Im letzten Kapitel wird es keine Abschnitte zur eigenen Meinung geben.
Der Grund ist einfach: Die Currysche Position ist mit meiner Position nahezu
identisch. Kleinere Unterschiede werden im Text selbst hervorgehoben.

Zum Stil dieser Arbeit mochte ich zunéchst bemerken, dass ich von Zeit zu
Zeit auf die "Wir-Form’ zuriickgreifen werde — wie auch schon oben geschehen.
Insbesondere immer dann, wenn eine neue Erkenntnis gewonnen wird oder wur-
de, verstehe ich sie als Einladung, den Gedanken mitzugehen. Der Kritik, dass
dies zu fehlender Objektivitat fithren wiirde, méchte ich durch die Feststellung
begegnen, dass ein geschriebener Text (mit Wortern wie 'weil’, 'obwohl’ usw.)
niemals objektiv sein kann. Durch die "Wir-Form’ wird also keine Objektivitét
verloren, die nicht ohnehin schon verloren wére.

Weiterhin mochte ich auf eine stilistische Problematik hinweisen: Die in
dieser Arbeit vorgestellten philosophischen Positionen vertreten zumeist einen
Doppelcharakter: Einerseits sind sie als Ideen zeitlos, andererseits sind sie haufig
in eine klare historische Entwicklung einzuordnen. Es entsteht die Frage nach
einer geeigneten Zeitform. Ich habe mich entschieden im ’Normalfall’ in dieser
Arbeit das Préasens zu verwenden, aber in den Fallen, in denen die Historizitat der
Ereignisse die meiner Ansicht nach entscheidende Rolle spielt, auf das Prateritum
zu wechseln. Dies betrifft insbesondere das nichste Kapitel. Danach werden eher
die inhaltlichen Aspekte im Vordergrund stehen und das Préteritum daher nur
noch selten anzutreffen sein.



Kapitel 2

Vorstellungen philosophischer
Grundpositionen

2.1 Intuitionismus

Ein Versuch, den Problemen der Grundlagenkrise in der Mathematik zu begeg-
nen, stellte der Intuitionismus dar. Sein Hauptvertreter war Luitzen Brouwer
(1881-1966). Doch schon vor Brouwer waren einzelne Kernideen dessen, was
spater den Intuitionismus ausmachen sollte, in der mathematischen Welt vor-
handen: Leopold Kronecker (1823-1891) berief sich mit den natiirlichen Zahlen
schon auf eine intuitive Komponente. Beriithmt ist sein Ausspruch hierzu: ,,Die
ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.“ (zi-
tiert in [2, S. 92]) Weitere wesentliche Aspekte, waren seine kritische Haltung zur
Unendlichkeit (ob eine bestimmte Zahl unter eine Definition fillt, muss in end-
lich vielen Schritten entscheidbar sein) sowie seine Ansicht, dass Existenz und
Konstruierbarkeit zusammenfallen, vgl. jeweils [2, S.92].

Brouwer und die Intuitionisten im Allgemeinen griffen diese und &hnliche
Ideen nun wieder auf. Brouwer selbst besafl dabei einen allgemeinen philoso-
phischen Standpunkt, den er speziell auch auf die Mathematik {ibertragt: den
Konzeptualismus, vgl. [2, S.92].

,Darin ist die Mathematik eine Funktion des menschlichen Intel-
lekts und eine freie Aktivitédt des Verstandes. Mathematisches Wissen
ist ein Produkt dieser lebendigen Tétigkeit und nicht eine Theorie,
d.h. ein System von Regeln und Sétzen. Mathematische Objekte sind
Denkkonstruktionen des (idealen) Mathematikers. In der Mathematik
also gibt es nur das, was im menschlichen Intellekt konstruiert oder
konstruierbar ist.“ [2, S.94-95]

Gerade durch letztere Einschrankung wollte Brouwer den Antinomien in der Ma-
thematik begegnen. Es stellt sich dann aber sofort die Frage: Was bleibt? Brouwer



versuchte die Frage positiv zu beantworten, indem er forderte, ,die ganze Ma-
thematik aus den intuitionistischen Prinzipien zu rekonstruieren.” [2, S.99] In
Anlehnung an das Hilbertsche Programm (s.u.) spricht man auch vom ’Brouwer-
schen Programm’. Ein entscheidender Gehilfe bei den dazugehorigen Arbeiten war
damals Arend Heyting (1898-1980) (er war es auch, der den Intuitionismus ein
stiickweit transparenter machte; wir werden spater noch darauf eingehen). Doch
trotz der zunéchst intensiven Bemiihungen der Intuitionisten und trotz einiger
Erfolge (bspw. konnte der Fundamentalsatz der Algebra mit intuitionistischen
Mitteln gezeigt werden, vgl. [2, S.99]), widmete man sich zunehmend seltener
dem Brouwerschen Programm, sondern metatheoretischen Fragen, vgl. [2, S.99].

Kritik allgemein zum Intuitionismus kann aus grundsétzlichen sowie prag-
matischen Gesichtspunkten erfolgen:

1. Die grundsétzliche Kritik richtet sich dabei an den vagen Begriff der Intui-
tion, vgl. [2, S.101]. Was ist intuitiv, was nicht? Welche Denkakte kann der
Mensch vollbringen? Welche Konstruktionen sind méglich? Den Beweis fiir
die fehlende Eindeutigkeit des Begriffs der Intuition bietet meines Erachtens
die Uneinheitlichkeit der intuitionistischen Anhénger untereinander sowie
der vielen Nebenrichtungen (Konstruktivismus, Finitismus, Ultrafinitismus)
selbst (die letzten beiden Richtungen werden im Abschnitt zur Unendlich-
keit noch kurz vorgestellt). Diese Uneinheitlichkeit ist mit der Vorstellung
einer allen Menschen gemeinsamen Urintuition nicht vereinbar.

2. Die pragmatische Kritik richtet sich gegen die Schwierigkeit der intuitioni-
stischen Beweisfithrung und die inhaltliche Armut der intuitionistischen Ma-
thematik, vgl. [2, S. 101]. Nachdem sich die heute iibliche und viel einfachere
Mengenlehre ohne bisher erkannte oder vermutete Antinomien bewéhrt hat,
sieht man keinen Grund, auf die ’klassischen Inhalte’ der Mathematik zu
verzichten.

2.2 Hilbertscher Formalismus

David Hilbert (1862-1943) war der Begriinder des Formalismus. Dieser war eine
weitere Antwort auf die Grundlagenkrise der Mathematik. Das erklirte Ziel des
hilbertschen Formalismus war es, die schon bestehende Cantorsche Mathematik
zu sichern — anstatt sie zu dndern. Hilbert erhob schwere Vorwiirfe an die In-
tuitionisten, dass diese die Antinomien dadurch zu vermeiden gesucht hétten,
indem sie alles fallen gelassen hétten, was in irgendeiner Art Probleme bereitet
hétte. Er sprach — in durch und durch polemischer Art und Weise — gegen die
"Verbotsdiktatur a la Kronecker’ und die "Verstiimmelung’ der mathematischen
Wissenschaft, vgl. [8, S.134].
Hilbert versuchte die Konsistenz, d.i. die Widerspruchsfreiheit, und Vollsténdig-

keit, d.i. die Herleitbarkeit jeder Aussage oder deren Negation, der Mathematik



durch Formalisierung derselbigen und durch die ausschlielliche Benutzung fini-
ter Methoden aufzuzeigen. Wir werden in den spéiteren Abschnitten noch sehr
viel ausfiihrlicher darauf eingehen. Wichtig soll an dieser Stelle nur sein, dass
die Realisierung obiger Teilziele eine moglichst objektive — und damit fiir alle,
insbesondere fiir die Intuitionisten, nachvollziehbare — Rechtfertigung der Can-
torschen Mathematik liefern sollte und wohl auch geliefert hétte. Man spricht
beim Versuch der Umsetzung dieser Teilziele vom Hilbertschen Programm.

Das Hilbertsche Programm ist nach anfinglichen Teilerfolgen (Vollstandig-
keit einer abgeschwichten Peano-Arithmetik, Godels Vollstandigkeitssatz) mit
den sogenannten Godelschen Unvollstandigkeitssitzen gescheitert (die genauen
Zusammenhange werden spater beleuchtet). Hilberts Hoffnungen sind mit diesen
Ergebnissen endgiiltig begraben worden.

Hilbert war in erster Linie Mathematiker und kein Philosoph. Seine Lei-
stungen zur Begriindung der Mathematik sind daher sehr technisch und auch
fiir diejenigen verwert- und fortfithrbar, die seine philosophische Position nicht
oder nur begrenzt teilen. Neben der Moglichkeit wenigstens Teile der Mathe-
matik formal hinsichtlich Konsistenz und Vollstandigkeit zu begriinden (relati-
viertes Hilbertsches Programm) und neben der Moglichkeit, metamathematische
Betrachtungen nicht nur im finitéren, sondern allgemeiner im konstruktiven Sinne
vorzunehmen (verallgemeinertes Hilbertsches Programm), vgl. jeweils [2, S.111-
112], gibt es Griinde ganz anderer Art, die dafiir sprechen Mathematik durch ein
formalistisches Auge zu betrachten. Wir werden im Kapitel {iber den Curryschen
Formalismus genau darauf eingehen.



Kapitel 3

Vergleich der einzelnen
philosophischen Positionen an
ausgewihlten Themenfeldern

3.1 Haltung zur Entdecker- bzw. Erfinderposi-
tion

3.1.1 Intuitionismus

Die Intuitionisten fithren in dieser Fragestellung die philosophischen Ansichten
Kants direkt und indirekt — iiber Poincare — fort, vgl. [2, S. 92,93]. Sie sehen damit
mathematische Sétze als sogenannte synthetische Urteile a priori.

Dass ein Urteil synthetisch ist, bedeutet dabei, dass in dem jeweiligen Satz
ein Aspekt gedacht wird, der vor Aufstellung des Satzes noch nicht vorhanden
war, [10, S.84-86]. Kant nennt diese Urteile daher auch Erweiterungsurteile. Das
Beispiel Kants hierzu ist die Gleichung 5 + 7 = 12, vgl. [10, S.86-87]. Die Zahl
12 ist hier ein Ergebnis, wurde vorher aber weder in 5 noch in 7 gedacht. Das
Gegenstiick zu den synthetischen Urteilen sind die analytischen Urteile. In ihnen
wird ’lediglich’ ein schon bestehender Aspekt beleuchtet. Es entsteht Klarheit,
aber keine neue Sache. Der Zusatz ,,a priori“ bedeutet nun, dass das Urteil ohne
Zuhilfenahme der Erfahrung gewonnen wird und zwar durch die reine Aktivitét
des Verstandes, vgl. [10, S. 84].

Durch diese Ubernahme der Kantschen Ideen ist die Haltung zur Entdecker-
bzw. Erfinderposition bereits offengelegt: Man kann nur Dinge entdecken, die auch
schon vor dem Entdeckungsprozess dagewesen sind. Dass eine Schaffung vonstat-
ten geht, ohne iiberhaupt auch nur die d&uere Umwelt dabei miteinzubeziehen (a
priori), ist daher eine klare Positionierung auf Seiten der Erfinderposition.



3.1.2 Hilbertscher Formalismus

Hilbert ist kein Freund tieferer philosophischer Diskussionen. Eine explizite Hal-
tung Hilberts zur Entdecker- bzw. Erfinderposition liel sich entsprechend auch
nicht finden. Und doch scheint es mir moglich, Hilberts Meinung diesbzgl. zu-
mindest indirekt klar zu positionieren. Zunéchst ist Hilbert ein Verteidiger der
bisherigen Mathematik. Er erachtet sie als 'richtig’ an, d. h. wahr im Endlichen,
und nicht widerspriichlich im Unendlichen (s.u.). Eine solch verteidigende Ein-
stellung vertragt sich aber eher schlecht mit der Erfinderposition, mit der ein
aktiveres Verstdndnis von Wahrheit einhergeht. Auch das Instrument des Hil-
bertschen Programms, die formalistische Vorgehensweise eines formalistischen
Systems (s.u.), das die gesamte Mathematik représentieren soll, vertragt sich
nicht mit der Erfinderposition, weil in einem solchen gegebenen System, das in
Hilberts Wunschvorstellung ja auch noch vollstandig wire, jede mogliche Aussa-
ge oder deren Negation bereits einen formalen Beweis besiafle. Alle Beweise aber
konnen systematisch aufgezihlt werden (heutzutage von einem Rechner (mit un-
endlichem Speicher) bzw. von einer Turing-Maschine). Es wire also einem Rech-
ner prinzipiell moglich, fiir jede Aussage ¢ einen Beweis fiir ¢ oder einen Beweis
fiir =¢ zu finden. Man wird aber wohl kaum davon sprechen, dass ein Rechner
diese Wahrheit erfindet. Aufgrund dieser Uberlegungen bin ich mir sehr sicher,
dass Hilbert die Rolle der Mathematiker nicht als Erfinder, sondern als Entdecker
eingestuft hétte (unter der Voraussetzung, dass er sich iiberhaupt auf diese Frage
eingelassen hétte).

3.1.3 Eigene Meinung

Ich selbst kann mit Kantschen oder intuitionistischen Ansichten zur Ontologie von
mathematischen Sétzen nicht viel anfangen. Meines Erachtens stellt der Erkennt-
nisgewinn — und damit auch der Gewinn mathematischer Sétze — einen stéandigen
Wechselprozess zwischen Akkommodation und Assimilation dar. Anhaltspunkte
fiir Formen der reinen Anschauung oder Ahnliches sehe ich nicht. Der Mensch ist
von Beginn seines Lebens — das meint auch schon vor der Geburt — dufleren Ein-
fliilssen ausgesetzt und hat von Beginn an ein gewisses — sich stdndig d&nderndes
— Fundament der Wahrnehmung.

Auch mit dem Begriff des ,,synthetischen“ kann ich mich nicht recht anfreun-
den. Betrachten wir dafiir noch einmal das Beispiel 5 + 7 = 12. Wenn wir uns
dies optisch vergegenwiértigen, so heifit dies ITI111 + ITIT1I] = ITITITIIIII]1.
Nun scheint es mir, als wenn die 12 doch schon in 5 und 7 gedacht ist. Denn
sie ist nur eine Zusammensetzung der bereits existierenden Teile 5 und 7. Es
wird also nicht wirklich etwas Neues geschaffen, sondern Altes in so geschickter
Weise kombiniert, dass der Verstand bereit ist, es als Einheit in seinem Geist zu
begreifen.

Ist aber solch eine Kombination nun eine Erfindung oder eine Entdeckung?



Die obige Argumentation kann auch fiir alle nichtmathematischen Aspekte durch-
gefithrt werden (pysikalisch betrachtet erschafft man keine neue Materie). Wenn
also Erfindung nur als Schaffung von etwas Neuem verstanden wiirde, so wiirde
der Begriff niemals verwendet werden kénnen. Daher nehme ich die Position ein,
dass mathematische Sétze zwar durch und durch analytisch sind, dass es aber
trotzdem sinnvoll ist, bei Kombinationen obiger Art von Erfindungen zu spre-
chen.

Da ich keinerlei Grund fiir irgendein vollsténdiges System Mathematik sehe
(in welcher Form auch immer), greift die fiir die Hilbertsche Position benutzte
Argumentation, dass Rechner zu Erfindern wiirden, bei meiner Position nicht,
weil sie stets nur in einem begrenzten von irgendwelchen Menschen erwihlten
Systemen arbeiteten, aber nie in dem allumfassenden System. Die entscheidende
Auswahl, wo gesucht werden soll, liegt also nicht in der Hand von Maschinen.
Daher kann das Wort ’erfinden’ weiterhin sinnvoll benutzt werden.

Es gibt aber noch einen anderen Aspekt, den ich bei dieser Frage fiir we-
sentlicher halte als die eigentliche Antwort: So interessant und berechtigt die
Fragestellung, ob Mathematiker Entdecker oder Erfinder sind, auch sein mag, fiir
die mathematische Realitét spielt sie keine Rolle. Es gibt keinen Grund anzuneh-
men, dass zwei Mathematiker besser oder schlechter zusammenarbeiten wiirden,
nur weil sie gleiche oder verschiedene Positionen bzgl. der oben genannten Frage-
stellung bezdgen. Die Fragestellung beriihrt die eigentliche Mathematik also gar
nicht!

3.2 Umgang mit der Unendlichkeit

3.2.1 Intuitionismus

Einen der Hauptgriinde fiir die Entstehung der Antinomien sehen die Intuitioni-
sten in der aktualen Unendlichkeit, vgl. [2, 91-92,95]. Darunter versteht man die
fertige Gegebenheit von mathematisch unendlichen Objekten, wie z.B. in der fer-
tigen Menge {0,1,2,...} (dabei schlieBt '}’ den unendlichen Prozess des Zéahlens
gerade ab). Threr Meinung nach sind mathematische Objekte geistige Konstruk-
tionen, vgl. [5, S.151]. Der Geist wird aber mit der Konstruktion von etwas
Unendlichem niemals fertig werden und kann daher den Abschluss (d.h. das ’}’)
auch nicht konstruieren. Ein geistig nicht konstruierbares Objekt ist aber nicht
mathematisch (s.o.). Folglich lehnen die Intuitionisten das aktual Unendliche ab.

Das potentiell Unendliche hingegen wird zugelassen. Man steht also ins-
gesamt diesbeziiglich in der aristotelischen Tradition. Die Begriindung, das po-
tentiell Unendliche zuzulassen, liegt darin, dass man sich das Unendliche — dem
Namen entsprechend — als alle endlichen Grenzen iiberschreitenden, d. h. trans-
zendentalen Prozess vorzustellen hat. Jeder Teil dieses Prozesses, den man sich
betrachtet, ist also endlicher Natur. Damit wird das Unendliche im Prinzip zu
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einer vereinfachenden Sprechweise fiir das Endliche. Die fortlaufende Uberschrei-
tung von Grenzen wird durch die endlich angebbare Regelvorschrift gesichert, vgl.
[2, S.95]. Die Situation dhnelt dem heutigen Umgang in der modernen Mengen-
lehre mit Klassen (in ZF oder ZFC). Diese sind dort keine mengentheoretischen
Objekte. Sie dienen nur der sprachlichen Vereinfachung. Es ist grundsétzlich nur
notig iber Mengen und Eigenschaften zu sprechen.

Damit kann der Intuitionist nur iiber hoéchstens abzédhlbare Mengen spre-
chen (denn die anderen Mengen der modernen Mengenlehre lassen sich nicht
Schritt fiir Schritt konstruieren). An dieser Stelle sind aber noch der Finitismus
und der Ultrafinitismus zu erwédhnen (man kann sie als intuitionistische Neben-
richtungen verstehen). Diese philosophischen Richtungen verneinen alles Unend-
liche (auch das Potentielle), vgl. [2, S.102]. In Frage kommen fiir mathematische
Objekte nicht mehr alle prinzipiell denkbaren Konstruktionen des Geistes, son-
dern nur die tatsdchlich ausfithrbaren, vgl. [5, S. 159]. Es fehlt also der Unendliche
"Zeitvorrat’. Die Ultrafinitisten sehen dabei — im Gegensatz zu den Finitisten —
eine Handlung nur dann als praktisch diskutabel an, wenn die zugrundegelegten
Zahlen kleiner als die Summe der Atome im Universum sind. Neben dem zeitli-
chen Aspekt spielen hier also auch materielle Ressourcen eine entscheidende Rolle.
Der 'normale’ Intuitionismus stellt also keineswegs eine maximale Einschriankung
an die mathematischen Mdoglichkeiten dar.

3.2.2 Hilbertscher Formalismus

Im Gegensatz zu den Intuitionisten mochte Hilbert die Cantorsche Mengenleh-
re mit ihrer aktualen Unendlichkeit sowie den unendlich vielen Unendlichkeiten
retten: ,,Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand ver-
treiben konnen.“ [7, S. 170]. Dabei ist er sich aber der Problematik des Unendli-
chen bewusst, weshalb er es auf dhnliche Art und Weise durch endliche Prozesse
simulieren mochte, wie die Weierstraische Mathematik das unendlich Kleine in
der Analysis unnétig gemacht hatte (dort durch Einfithrung der ’Epsilontik’; hier
durch finite Methoden), vgl. [7, S.162]. Sein diesbeziiglicher Aufruf nimmt bis-
weilen schon messianische Ziige an: ,,Durch diese Bemerkungen wollte ich nur
dartun, daB die endgiiltige Aufklédrung iiber das Wesen des Unendlichen weit
iiber den Bereich spezieller fachwissenschaftlicher Interessen vielmehr zur Ehre
des menschlichen Verstandes selbst notwendig geworden ist.“ [7, S. 163]

Hilbert geht aber gar nicht davon aus, dass sich die Unendlichkeit in der
Wirklichkeit wiederfinden lasst, vgl. [7, S.163-165]. Stattdessen i{ibernimmt er
hier von Kant die Idee der reinen Vernunft, vgl. [7, S.170-171,190], wodurch
die Unendlichkeit als Vernunftidee keine iiberpriifbare Wahrheit bildet, sondern
(lediglich) einen widerspruchsfreien Begriff bilden kann, vgl. [2, S.106]. Die Wi-
derspruchsfreiheit selbst muss aber im gesicherten Endlichen aufgezeigt werden,
denn ,[d]as Operieren mit dem Unendlichen kann nur durch das Endliche gesi-
chert werden.“ [7, S.190]. Damit bekommen unendliche Objekte einen ideellen
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Charakter und Aussagen, die iiber solche ideellen Objekte sprechen, werden selbst
ideell. Sie werden an die finiten Aussagen adjungiert, ,um die formal einfachen
Regeln der Aristotelischen Logik zu erhalten.“ [7, S. 174] Inwiefern man bei die-
sen ideellen Aussagen noch von Wahrheit sprechen kann, wird noch im Abschnitt
"Formale Mathematik und der Wahrheitsbegriff” behandelt werden.

3.2.3 Eigene Meinung

Fiir mich ist schon der Begriff 'Existenz’ eine vage Floskel. Zwar mochte ich
der Existenz von Dingen im Allgemeinen nicht widersprechen, aber diese FExi-
stenz besagt dann nur, dass irgendein Ding an sich irgendetwas anderes auslost,
das bei mir wiederum durch den Filter der Wahrnehmung zu einer Vorstellung
wichst. Genaue Trennméglichkeiten, also insbesondere eine Aufzihlung genau
der Elemente eines solchen Dinges scheinen mir nicht méglich. Mit anderen Wor-
ten: Schreibt man Mengen eine reale Existenz zu, so kann meines Erachtens nicht
zwischen {a, b, ¢} und {{a, b}, c} unterschieden werden. Feststehende Mengen exi-
stieren daher fiir mich weder im Endlichen noch im Unendlichen. Die mathema-
tische Handhabung stellt schon im Endlichen eine Idealisierung dar.

Wenn aber schon die mathematische Menge im Endlichen eine Idealisierung
darstellt, so ist der Schritt in die Unendlichkeit leicht zu gehen. Ich verstehe sie
als ein Gedankenspiel. Fiir dieses Gedankenspiel sehe ich keinerlei grundsétzliche
Begrenzungen. Ich kann mir sowohl die Existenz solcher Mengen in diesem Sinne
wie auch die Nichtexistenz von ihnen in einem gewissen Sinne vorstellen. Auch
der Argumentation, dass man sich nur potentiell unendliche Mengen vorstellen
konne, kann ich nicht folgen. Ich méchte behaupten, dass ich mich mir die Menge
der reellen Zahlen (also eine iiberabzidhlbare Menge) weit besser vorstellen kann
als z.B. die Menge aller Kugelschreiber, obwohl letztere endlich ist. Denn nicht
die Konstruierbarkeit stellt den Priifstein zur Denkbarkeit dar, sondern die von
der Konstruktion im Allgemeinen unabhéngige Struktur, die Beziehungen der
Elemente untereinander usw.

Ich bin also der Auffassung, dass mathematische Objekte stets Idealisierun-
gen bilden, also eine mégliche Idee des Verstandes bilden. Dies steht im Gegensatz
zu Hilbert und Kant, bei denen dies eine spezielle Eigenschaft des Unendlichen
ist. Ich glaube aber auch, dass es dem Verstand moglich ist, diese Ideen zu vernei-
nen, d.h. unendliche Mengen allgemein zu verneinen, bestimmte Eigenschaften
unendlicher Mengen zu verneinen (z.B. die Kontinuumshypothese) oder aber auch
einfach alle Inhalte zu verneinen (es gibt keine Objekte). Keine dieser Moglich-
keiten scheint mir per se mehr begriindet zu sein als eine andere. Die Mathematik
sollte daher die verschiedenen Auffassungen iiber das Unendliche reprisentieren.
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Abbildung 3.1: Schema der 'nackten Zweieinigkeit’

3.3 Ontologie der natiirlichen Zahlen

3.3.1 Intuitionismus

Wir hatten oben schon geschrieben, dass Kronecker sich auf die Urintuition der
natiirlichen Zahlen berief. Brouwer nun sieht Zeit wie Kant ,,als reine apriorische
Form der Anschauung” [2, S. 97]. Er denkt die natiirlichen Zahlen als Abstraktion
dieses urintuitiven Zeitempfindens: Die verschiedenen getrennten — weil zerfalle-
nen — Momente des Lebens setzen sich demnach abstrahiert — d.h. ohne die
entsprechenden zugehorigen emotionalen Inhalte — sukzessive wieder zusammen,
vgl. Zitat Brouwers dazu in [2, S.97-98]. Wesentlicher ist nach Dummett jedoch
,die natiirlichen Zahlen als geistige Konstruktionen anzusehen, die auf bestimmte
Weise durch wiederholte Anwendung der Nachfolgerfunktion auf 0 erzeugt wer-
den.“ [5, S. 156] Bei Brouwer findet sich hier konkret die Vorstellung der 'nackten
Zweieinigkeit’, die in Abbildung 3.1 verdeutlicht wird (er beginnt bei 1). Aus der
zuletzt gedachten natiirlichen Zahl entstehen durch Spaltung die alte Zahl und
eine neue Zahl. Offensichtlich entspricht diese transzendentale Vorstellung, vgl.
auch [2, S.140], genau der oben behandelten potentiellen Unendlichkeit. Dum-
mett stellt fest, dass es ,keine nicht-isomorphen Strukturen geben [kann|, die N
jeweils mit gleich gutem Anspruch représentieren kénnten.“ [5, S. 156 In diesem
Sinne sind die natiirlichen Zahlen also eindeutig ohne aber eine fertige Struktur
zu sein, vgl. [5, S. 156].

3.3.2 Hilbertscher Formalismus

Im Gegensatz zum Intuitionismus sind bei Hilbert die natiirlichen Zahlen keines-
wegs als intuitive Grundlage der Mathematik zu akzeptieren. Auch den Versuch
Freges, die natiirlichen Zahlen {iber Begriffsumfiange zu definieren, verurteilt er
wegen deren Unzuldnglichkeit und Unsicherheit und deren ’Verantwortung’ fiir
die Grundlagenkrise, vgl. [8, S. 137]. Stattdessen setzt Hilbert an den Anfang das
Zeichen als das objektive Instrument.

Um sich nun selbst treu zu bleiben, bleibt ihm nun schon keine andere
Wahl mehr als auch natiirliche Zahlen als besondere Zeichen zu interpretieren. Er
spricht von Zahlzeichen, vgl. [8, S.138-139]. Er definiert das Zeichen 1 als Zahl,
sowie weiterhin alle "Zeichen’ — heute wiirde man wohl eher von Zeichenfolgen
sprechen — die mit 1 beginnen und enden, und die alternierend durch + verbunden
sind; etwa 1+ 1 oder 1 + 1+ 1, vgl. [8, S.138]. Jede Zahl bildet sich also durch
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Anfiigen von +1 an eine schon bestehende Zahl. Die anderen uns vertrauten
Ziffernfolgen wie z.B. 5 oder 10 sind fiir Hilbert lediglich Abkiirzungen fiir 1 +
1+1+14+1bzw. 141 +14+14+1+1+1+1+ 1+ 1. Damit bekommen
aber auch Gleichungen eine rein syntaktische Bedeutung: So ist 5+ 7 = 12 nicht
etwa die Erschaffung von etwas Neuem — wie bei Kant —, sondern schlicht die
Feststellung, dass wir auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens das Zahlzeichen
1+41+14+1+14+14+1+14+1+141+ 1 vorfinden.

Zum Operieren auf diesen Zeichen sowie schon bei der obigen Definition
der Zahlen benutzt Hilbert eine Methode, die stark an Induktion/Rekursion er-
innert. Nach Hilbert ist aber dieses schrittweise Aufbauen von Zeichenketten bei
der Definition sowie der schrittweise Abbau bei Beweisen ,,dem Wesen nach ver-
schieden von demjenigen Prinzip, welches als Prinzip der vollstdndigen Induktion
oder Schlufl von n auf n+1 in der hoheren Arithmetik eine so hervorragende Rol-
le spielt.” [8, S.139] Doch welche Unterschiede bestehen? Hat Hilbert doch nur
ein System einer 'Urintuition’ benutzt, die dann also doch vor der Zahl und da-
mit vor dem Zeichen steht? Ich halte die folgenden Unterschiede zwischen beiden
Methoden fiir entscheidend:

1. Die mathematische Induktion ist semantisch, Hilberts Art der Zahlzeichen-
analyse hingegen syntaktisch (arbeit auf den Zeichen und nicht auf ihrer
Bedeutung)

2. Die mathematische Induktion impliziert die Giiltigkeit einer Aussage fiir un-
endlich viele Instanzen, ndmlich fiir alle natiirlichen Zahlen. Zwar konnen
wir uns auch bei den Zeichenreihen diese als unendlich oft vertreten denken,
doch wird dies nicht gefordert. Es wird nur angegeben, wie aus einer belie-
bigen Zeichenkette gewisser Art eine neue Zeichenkette gleicher Art erstellt
wird bzw. wie man aus der Losung einer kiirzeren Zeichenkette die einer
lingeren Erhilt. Uber einen zugehorigen Grundbereich, etwa die Menge
aller Zeichenketten, wird nicht gesprochen.

Hilbert erkennt, dass es nicht mdglich ist, in gleicher Weise die hoéheren
Zahlbereiche abzuhandeln oder auch nur {iber unendlich viele natiirliche Zahlen
zu sprechen, vgl. [8,S. 140]. Daher ist es in diesen Féllen nétig, die entsprechenden
Zahlen oder Mengen von Zahlen iiber ihre Eigenschaften zu definieren, d. h. durch
die mit ihnen verbundenen formalisierten Axiome. Die Axiome, sowie ebenfalls
die Formeln und Beweise nehmen dann die Rolle ein, die oben die Zahlzeichen
innehatten, vgl. [8, S. 140]. Wir gehen darauf im nédchsten Abschnitt noch genauer
ein.

3.3.3 Eigene Meinung

Ich stimme mit den Intuitionisten darin iiberein, dass die natiirlichen Zahlen fiir
die Menschen in gewisser Hinsicht etwas Wohlbekanntes bilden. Dieses Wohlbe-
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kannte betrifft aber meines Erachtens nicht den ontologischen Status der natiirli-
chen Zahlen, sondern lediglich ihr Zusammenwirken miteinander, d. h. die Bezie-
hungen, die zwischen Thnen gelten. Insbesondere halte ich es fiir nicht plausibel,
dass man sich die natiirlichen Zahlen zwangslaufig als lineare Kette vorzustellen
hat, dass man sie also ordinal denken muss. Es ist genauso mdoglich, den kardi-
nalen Zusammenhang zu sehen und sie bspw. als Punktmengen in verschiedenen
Anordnungen zu betrachten (wie z.B. auf den Lernkarten fiir Kinder). Fiir mich
bilden diese beiden grundsitzlich verschiedenen Vorstellungen (und es mag noch
viele mehr geben) das Paradebeispiel fiir eine nicht isomorphe Elementariqui-
valenz, d.h. ein Beispiel von Strukturen, die zwar grundverschieden sind, aber
durch ihre extensionalen Eigenschaften voneinander nicht zu unterscheiden sind.
Weil man aber die intensionalen Unterschiede nicht bemerkt, entsteht der Schein
gleicher Strukturen und einer damit verbundenen Urintuition (und wenn es — wie
bei Hilbert das Zeichen — eine iibergeordnete Urintuition ist). Es ist philosophisch
hochst interessant, dass dieser 'Gleichschritt” im Unendlichen endet und sich dort
der ordinale von dem kardinalen Gedanken extensional unterscheiden lasst.

Das Wohlbekannte der natiirlichen Zahlen hat meiner Meinung nach empi-
rische wie auch evolutionsbiologische Griinde: empirisch, weil wir den natiirlichen
Zahlen im Alltag sténdig ausgesetzt sind; evolutionsbiologisch, weil das Begrei-
fen von Einheiten bedeutend élter sein muss als der Mensch, sich ndmlich schon
bei vielen oder allen Tieren findet. Der evolutionsbiologische Teil stellt dabei fiir
mich keine Urintuition dar, schon weil sich dieses Fundamentum von Mensch zu
Mensch — wenn auch kaum merklich — unterscheiden diirfte; aber auch weil unsere
Vorstellung sich nicht von den empirischen Erfahrungen loskoppeln léasst.

Wir halten fest: Selbst bei einer scheinbar so einfachen Sachlage wie bei den
natiirlichen Zahlen, wird es keinen ontologischen Frieden geben. Der Versuch einer
diesbeziiglichen Einigung ist eine Illusion. Philosophisch kann man nun dariiber
diskutieren, ob dies eher der Verlust der Einheitlichkeit oder etwa der Gewinn
von Vielfaltigkeit ist. Mathematisch bleibt in jedem Fall die Notwendigkeit, die
natiirlichen Zahlen durch ihre Eigenschaften ins Leben zu rufen.

3.4 Formale Mathematik und der Wahrheitsbe-
griff
3.4.1 Intuitionismus

Genauso wie die Logizisten riitteln die Intuitionisten nicht am eigentlichen Wahr-
heitsbegriff. Aussagen mathematischer Theorien konnen ihrer Meinung nach sinn-
voll die Wahrheitswerte wahr und falsch zugewiesen werden, vgl. [5, S. 149].
Damit scheint es zunéchst so, als héitten die Intuitionisten einen platonisti-
schen Wahrheitsbegriff. Bevor wir die obige Annahme widerlegen, miissen wir uns
mit Aussagen beschéftigen, deren Wahrheitsgehalt (bisher) nicht erkannt werden
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konnte und von denen man nicht weif}, ob dies jemals gelingen wird. Das sind
dann notwendig Aussagen, die das Unendliche miteinbezichen. Denn im Endli-
chen lisst sich eine jede Aussage extensional priifen, das heiBt durch Uberpriifung
des Endprodukts verifizieren /falsifizieren; im Unendlichen gibt es aber keine Pro-
dukte, weil die aktuale Unendlichkeit — wie oben beschrieben — nicht zugelassen
wird. Die Uberpriifung der Aussage kann dann also nur durch gedachten nicht
endenden schrittweisen Nachvollzug vonstatten gehen. Es ist dann also moglich,
dass keine Uberpriifung bisher zu einer Bestétigung oder Widerlegung der Aus-
sage gefithrt hat und es ist nicht sicher, ob solch eine Uberpriifung iiberhaupt
moglich ist.

Im Gegensatz zum Platonisten, fiir den eine solche Aussage trotzdem wahr
oder falsch sein muss — auch wenn man nicht weifl; welche der beiden Moglich-
keiten zutrifft — hé&lt der Intuitionist eine solche Aussage nicht fiir auswertbar,
vel. [5, S.151-153]. Um die Wahrheit einer Aussage herauszufinden, benstigt der
Mathematiker also einen Beweis. ,, Dabei handelt es sich nicht um einen Beweis
in einem formalen System, sondern um einen intuitiv annehmbaren Beweis, das
heifit, um eine bestimmte Art geistiger Konstruktion.“ [5, S. 151] Die Mathematik
findet daher nach Meinung der Intuitionisten im Kopf — und nicht auf dem Papier
— statt. Sie stehen daher formalen Systemen zur Begriindung der Mathematik und
Erklarung der Wahrheit skeptisch gegeniiber.

Nichtsdestotrotz vollendete Heyting 1930 die bereits von Kolmogorov und
Glivenko gestarteten Bemiihungen der Formalisierung der intuitionistischen Lo-
gik, vgl. [2, S.99]. Allerdings ist fiir Heyting die ,intuitionistische Mathematik
eine Denktétigkeit und jede Sprache, auch die formalistische, ist fiir sie nur Hilfs-
mittel zur Mitteilung.“ [6, S.42] Das formale System stellt dabei nach Heyting
nicht deswegen eine Hilfe da, weil man die Voraussetzungen im axiomatischen
Sinne abgleichen muss, sondern wegen der grofleren ,, Biindigkeit und Bestimmt-
heit“ [6, S.42] des formalen Systems gegeniiber der normalen Sprache.

Brouwer hingegen hat solche formalen Systeme als sinnlos eingeschétzt: Er
beruft sich darauf, dass Hilbert und die Formalisten, um die Giite ihrer Systeme
(d.i. die Widerspruchsfreiheit und die Negationsvollstandigkeit) zu beweisen, eine
Metatheorie der Mathematik benutzen, d. h. Mathematik — und zwar intuitioni-
stische — bereits vor dem eigentlichen formalen System anwenden, vgl. [1, S. 334].
Weiterhin reicht ihm die Widerspruchsfreiheit fiir die Wahrheit — wie von den
Formalisten angestrebt — nicht aus; er schreibt:

»|Eline durch keinen widerlegenden Widerspruch zu hemmende
unrichtige Theorie ist darum nicht weniger unrichtig, so wie eine durch
kein reprimierendes Gericht zu hemmende verbrecherische Politik dar-
um nicht weniger verbrecherisch ist.“ [1, S. 333]

Einen weiteren Grund, warum die Mathematik keine formale Rechtfertigung
von "Auflen’ erhalten sollte, nennt Dummett: Eine korrekt betriebene Mathematik
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benotige seiner Meinung nach keine solche Rechtfertigung, da ihr ,ihre eigene
Rechtfertigung ins Gesicht geschrieben® [5, S. 149] sei.

Eine weitaus liberalere Ansicht zur Formalisierung vertritt Kolmogorov in
seinem Artikel "Zur Deutung der intuitionistischen Logik’: Er ist der Meinung,
dass die Formalisierung der intuitionistischen Logik schon deswegen sinnvoll sei,
weil auf dem formalen System selbst diejenigen mit ihr arbeiten kénnten, die
die intuitionistische Logik ablehnten. Sein Vorschlag zielt dabei auf eine andere
Interpretation der Aussagenvariablen ab, ndmlich im Sinne von Aufgaben, vgl.
[11, S.59]. Uber die Formalisierung kommt Kolmogorov in der zweiten Halfte
seines Artikels zu dem Schluss, dass auch fiir den ’intuitionistisch denkenden
Menschen’ die Interpretation einer Aussagenvariable als Aufgabe sinnvoller sei.
Die sonst entstehenden Probleme, werden im néchsten Abschnitt behandelt.

3.4.2 Hilbertscher Formalismus

Es scheint zunéchst widersinnig iiber den Gehalt formaler Mathematik im For-
malismus zu sprechen. Zu eindeutig gibt bereits der Name ’Formalismus’ das
Resultat vor. Und doch — so denke ich — lohnt sich eine Analyse.

Entgegen einer oft vorzufindenen Meinung war Hilbert nicht an Formalis-
men an sich interessiert. Bei ihm waren Formalismen nur Mittel zum Zweck;
dem Zweck nédmlich, in der Mathematik alle Zweifel, Halbwahrheiten sowie die
Vorkommen verschiedener Wahrheiten zu beseitigen, vgl. [8, S. 131]. Zweifel las-
sen sich aber offenbar nicht durch subjektive Begriindungen ausrdumen. Hilbert
brauchte also ein moglichst objektives Begriindungsmittel. Dieses fand er im ma-
nipulieren von Zeichenketten.

Im formalistischen Ansatz versucht Hilbert nicht das Wesen der behandelten
Dinge, sondern nur die Beziehungen, die zwischen den mathematischen Objekten
bestanden, formal zu erfassen. Dazu benutzt er — wie heute auch noch bei der
Untersuchung von Theorien iiblich — Axiome (auch logische) und Schlussregeln,
vgl. [8, S. 142] (etwas genauer werden wir im Kapitel iiber den Curryschen Forma-
lismus auf den Aufbau eines solchen Systems eingehen). Damit ,, [bringt] Hilberts
formalistische Methode |[...] das Ma an Ehrlichkeit und Klarheit mit sich, nach
dem Mathematiker von jeher streben: Sie ist frei von Interpretationsspielraumen
jeglicher Art.“ [9, S.33]

Dadurch ist aber noch nicht geklart, welcher Teil der Mathematik formali-
siert werden sollte. Diesen Punkt beantwortet Hilbert durch die Forderung, die
reelle Analysis zu formalisieren (in [7, S. 179] spricht er hingegen von den arithme-
tischen Axiomen), denn sie ist nach Hilberts Meinung das am besten erforschte
Gebiet in den Wissenschaften iiberhaupt und Grund zum Zweifel an den Er-
gebnissen habe sich seiner Meinung nach niemals eingestellt, vgl. [8, S. 133-134].
Doch entscheidender, um seine Gegner zu iiberzeugen, ist nicht die Sicherheit,
die er oben kommentiert, sondern die Méchtigkeit der reellen Analysis. Wenn es
Hilbert geldnge das von ihm "Erwéhlte’ zu formalisieren und anschliefend die Wi-
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derspruchsfreiheit des Erwéhlten zu zeigen, so wére noch nichts gewonnen, wenn
das Erwéhlte nicht in einem gewissen Sinne die ’ganze Mathematik’ reprasentier-
te.

Die Représentation der ’ganzen Mathematik’ soll nun dadurch gelingen,
dass die verschiedenen bekannten Teilgebiete der Mathematik, auf die reelle
Analysis so zuriickgefithrt werden konnen, dass die relative Widerspruchsfrei-
heit gewahrleistet ist, d. h. dass die Widerspruchsfreiheit der reellen Analysis die
Widerspruchsfreiheit des jeweiligen Teilgebietes der Mathematik impliziert. Kann
die Widerspruchsfreiheit der reellen Analysis selbst nachgewiesen werden, so ist
die ganze Mathematik als widerspruchsfrei bewiesen. Hier soll es nun die Me-
tamathematik sein, die zum Ziel fithrt, vgl. [8, S.146]. Es stellt sich sofort die
berechtigte Frage, was gewonnen wird, wenn zur Begriindung der Mathematik
selbst wieder Mathematik benutzt wird. Als Antwort lasst sich feststellen, dass
Hilbert in der Metamathematik nur finitistische Argumentationen zulésst. Der
Begriff bleibt dabei vage, scheint aber den primitiv rekursiven Funktionen zu
entsprechen, vgl. [2, S.,107]. In einer solchen endlichen Mathematik ist der Wahr-
heitsbegriff unproblematisch oder zumindest bedeutend unproblematischer, weil
die Wahrheit einer finitistischen Aussage zumindest grundsitzlich durch Uber-
priifung aller Moglichkeiten verifiziert werden kann. Auch die Zeichenketten an
sich sind endlich und damit unproblematisch.

Uberdies ist Hilbert der Meinung, dass jeder Satz der endlichen Mathematik
— er nennt diese Sdtze real — auch einen finiten Beweis besitzt. In diesem Sinne ist
eine Beweisfithrung mit Mitteln der unendlichen Mathematik nur ein bequemes
Hilfsmittel. Er ist dariiber hinaus der Ansicht, dass es ein finites Verfahren gibt,
um einen allgemeinen Beweis fiir einen realen Satz in einen finiten umzuwandeln.
Diese Behauptung aufzuzeigen, ist das sogenannte Problem der Konservativitét,
vgl. jeweils [2, S.107-108].

Doch es gibt einen weiteren Punkt, der fiir Hilbert so selbstverstéandlich er-
scheint, dass er ihm weit seltener als der Widerspruchsfreiheit Beachtung schenkt:
das Problem der Vollstandigkeit eines axiomatischen Systems, d.h. die Moglich-
keit, fiir jede Aussage ¢ der zugehorigen Sprache stets ¢ oder —¢ beweisen zu
konnen. Der Représentant der 'ganzen Mathematik’ miisste vollstdndig sein, zu-
mindest bzgl. realer Sétze, vgl. [2, S.108]. Hilbert gibt seinem Vertrauen, dass
dies keine Probleme bereiten werde, — neben der Nichterwdhnung in vielen Tex-
ten — durch die Kritik am ,,Ignorabimus* und durch den Ausspruch ,, Wir miissen
wissen. Wir werden wissen.“ (zitiert in [9, S.47]) Ausdruck.

Das Finden eines formalen Reprisentanten (Der einzige Kandidat ist die
reelle Analysis) zusammen mit dem Nachweis der zuvor geschilderten Eigenschaf-
ten (Konsistenz, Vollsténdigkeit und die Verbindung zu den anderen Teilbereichen
der Mathematik) ist das Ziel des oben schon benannten Hilbertschen Programms.
Denn geniigt die Formalisierung der reellen Analysis diesen Anspriichen, so ist
sie ein sicheres, (all)méchtiges, die Mathematik reprasentierendes System.

Zunéchst schienen sich die Ziele des Programms erfiillen zu lassen, denn es
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konnten Teilerfolge vorgezeigt werden: Es gelang die Vollstindigkeit einer einge-
schrinkten Peano-Arithmetik (ohne Induktion) zu zeigen, vgl. [2, S.110]. Ferner
gelang Godel der Vollstandigkeitssatz. Dieser besagt — grob gesprochen —, dass
eine pradikatenlogische Formel genau dann unter Voraussetzung einer Menge von
Formeln allgemeingiiltig ist, wenn sie unter der gleichen Voraussetzung beweisbar
ist. Tatsdchlich gelingt Hilbert selbst bspw. neben der Formalisierung der reel-
len Analysis auch die Formalisierung der Geometrie. Zwischen beiden kann er
dabei eine Verbindung herstellen, indem er einen gewissen Zahlbereich der reel-
len Analysis betrachtet, derart dass jede formale Aussage der Geometrie durch
Zeichenmanipulation in eine zugehorige Aussage dieses Zahlbereichs umgewan-
delt wird — und umgekehrt — und dass dabei ferner die Aussage der Geometrie
genau dann beweisbar ist, falls die korrespondierende Aussage in dem Zahlbe-
reich beweisbar ist, vgl. [9, S.34] (die 'Genau-dann-wenn-Beziehung’ wird dabei
durch die Metamathematik gewonnen). Wére dann namlich die Geometrie wi-
derspriichlich, so liele sich dort jede Aussage beweisen. Sei eine solche Aussage
¢¢. Die korrespondierende — und damit ebenfalls beweisbare Formel — sei ¢. Sei
o die zu ¢, korrespondierende Formel. Da die Geometrie als widerspriichlich
angenommen wurde, ist ¢g beweisbar, also auch —¢;. Also sind ¢z und —¢y
beweisbar. Der Zahlenbereich ist somit widerspriichlich, also auch die reelle Ana-
lysis. Kontraposition ergibt: Ist die relle Analysis Widerspruchsfrei, so auch die
Geometrie. Weiterhin sichert die von Hilbert vorgenommene Konstruktion auch
die relative Vollstéandigkeit, vgl. [12, S.80]. Auf dhnliche Weise konnen andere
relevante Teilgebiete — z.B. aus der Physik, vgl. [8, S.136] — auf die Analysis
zuriickgefithrt werden. Die reelle Analysis ist also der Priifstein nicht nur fiir die
Vollstéandigkeit, sondern auch fiir die Widerspruchsfreiheit.

Der von Gédel erst nach diesen Uberlegungen Hilberts verdffentlichte 1. Go-
delsche Unvollstéandigkeitssatz, der nur mit einfachsten Sétzen iiber natiirliche
Zahlen bewiesen wurde, besagt nun aber, dass jedes widerspruchsfreie formale
System, das die Peano-Arithmetik zu formalisieren imstande ist, unvollstindig
ist, vgl. [9, S.200]. So zeigte dieser Satz die Unmoglichkeit auf, dass das von
Hilbert als widerspruchsfrei benétigte formale System der reellen Analysis (das
somit die Peano-Arithmetik umfasste), dann auch noch vollstandig sein konnte.
Die Annahme Hilberts, dass sich jedes mathematische Problem durch ein forma-
lisiertes System losen lassen konnte, erwies sich als falsch. Doch zumindest fiir
die Widerspruchsfreiheit ist dieses Ergebnis nicht direkt hinderlich.

Wir haben oben schon geschrieben, dass mit den Gédelschen Unvollstandig-
keitssdtzen der "Traum’ von Hilbert ein jiahes Ende fand. Dies liegt aber in erster
Linie an dem 2. Godelschen Unvollstindigkeitssatz (der aber zeitgleich mit dem
1. Unvollsténdigkeitssatz von Godel verdffentlicht wurde), der besagt, dass jedes
widerspruchsfreie formale System, das die Peano-Arithmetik beinhaltet, seine ei-
gene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen kann, vgl. [9, S. 226]. Also kann die von
Hilbert formalisierte Mathematik — wenn sie widerspruchsfrei ist — ihre eigene
Widerspruchsfreiheit nicht beweisen. Insbesondere kann dann die finite Mathe-
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matik (die sicherlich nicht mehr kann) die Widerspruchsfreiheit der Mathematik
nicht beweisen.

Damit war der Sinn des Hilbertschen Formalismus endgiiltig erloschen; nicht
aber der Formalismus selbst. Denn Hilbert betrachtete nicht beliebige formale
Systeme, sondern die zur "handelsiiblichen’ Mathematik gehorenden. Die Unter-
suchung dieser formalen Systeme brachte im Endlichen die Wahrheit und im
Unendlichen eine Idee der reinen Vernunft hervor (s.0). Doch Wahrheit ist bei
Hilbert ein — meist implizit — benutzter Begriff, der iiber den formalen Syste-
men steht und von ihnen unabhéngig ist. Damit tragt sie einen platonistischen
Charakter.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass Hilbert formale Systeme zwar
zur Wahrheitsfindung nutzt, sie aber selbst nicht als Wahrheit betrachtet. Die
Biirde eines iiber allem fassbaren thronenden Wahrheitsbegriffs wird er nicht los.
Damit ist Hilbert fiir mich — obwohl er der eindeutige Begriinder des Formalismus
ist — fiir mich gar kein Formalist im eigentlichen Sinne.

3.4.3 Eigene Meinung

Die Idee einer allgemeinen Wahrheit halte ich fiir Illusion. Darum war Hilberts
Version des Formalismus auch nicht tragbar. Die Frage nach Wahrheit scheint
mir nicht weniger unsinnig als die alleinstehende Frage nach der Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses, bspw. des Ereignisses 'morgen regnet es’. Die Frage ist
nicht sinnvoll, solange ich nicht weify, wo dieses morgen sein wird und von wel-
chem Zeitpunkt aus die Frage urspriinglich gestellt wurde. Genauso kann ich iiber
Wahrheit nur dann reden, wenn ich weif}; was als wahr anerkannt werden soll.

Die Ansicht, dass es eine allumfassende Wahrheit gibt, hat empirische Ursa-
chen. Kehren wir noch einmal zu unserem Regenbeispiel zuriick: Wenn ich einen
anderen Menschen frage, ob es morgen regnen wird, so wird er mir vermutlich
auch ohne die Anforderung meines "Wetterbereichs’ die entsprechenden Informa-
tionen geben, sofern er den Wetterbericht gelesen (und verinnerlicht) hat. Die
Antwort bleibt sogar dann noch sinnvoll, wenn derjenige aus einer anderen Stadt
kommt und er von seinem Wetter spricht. Die Abweichungen sind nur minimal. Je
grofler jedoch die Entfernung von dem Ort, wo er iiber das Wetter Bescheid weif3,
zu dem Ort, wo ich wohne, ist, desto kleiner ist auch die fiir mich relevante In-
formation, die ich aus der Frage entnehmen kann. Ich denke das Gleiche passiert
auch bei dem Wahrheitsbegriff: In unserem alltédglichen Leben bekommen wir
durch unseren Umgang mit den Begriffen Wahrheit und Liige Vorstellungen, die
in den wesentlichen Eigenschaften sehr dhnlich sind. Daher merken wir die Un-
terschiede nicht. Trotzdem sind sie da! Erst dort, wo kein alltdglicher Austausch
und keine alltégliche Anndherung stattfinden kénnen, werden die unterschiedli-
chen Vorstellungen offenbar.

Mit den unendlichen Mengen oder auch nur mit den — wie bei den Ultrafini-
tisten — sehr grofien endlichen Mengen tritt genau dieser Fall des Nichtalltdglichen
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ein. Dies ist aber kein allein mathematisches Phdnomen. Ich erinnere mich noch
an eine sehr lebhafte Diskussion meiner Schulzeit im Fachbereich "praktische Phi-
losophie’, bei der die Frage erortert wurde, ob absichtliche Irrefithrung durch Ver-
schweigen von Informationen eine Liige ist. Das Ergebnis zeigte, dass die Begriffe
Liige und Wahrheit keineswegs einheitlich benutzt werden (und dies in einem
endlichen, vollstdndig unproblematischen Bereich). Wir halten fest: Wahrheit ist
ein vager Konsensbegriff. Fiir die Mathematik muss seine Bedeutung angepasst
oder aber der ganze Begriff verworfen werden.

So sind die intuitionistischen Methoden durchaus haltbar und die Ergebnisse
Hilberts durchaus brauchbar, auch wenn man die entsprechenden Uberzeugun-
gen von Brouwer und Hilbert nicht teilt. Es muss nur eine Absicht (im weiteren
Sinne) geben, in der die entsprechenden Vorgehensweisen eine Berechtigung er-
halten. Ein guter Begriff von Wahrheit bzw. ein entsprechender Ersatz miissen
das beriicksichtigen! Kolmogorov schlagt durch die Intepretation der intuitioni-
stischen Logik als Aufgabenrechnung dafiir nun einen Weg ein, der — wie wir
im néchsten Kapitel sehen werden — sehr fruchtbar ist. Es ist sehr sinnvoll, ver-
schiedene intuitive Begriindungen — welcher Natur auch immer — zu geben, um
andere dazu zu bewegen, einen Zugang zu einem bestimmten System zu finden. Je
vielfaltiger die Zugénge dabei sind, desto vielfiltiger werden auch die Ergebnisse
ausfallen.

Ich mo6chte zum Schluss dieses Absatzes noch die Auffassung kommentie-
ren, dass geistige Aktivitdt mit formalistischen Methoden wegen deren Starrheit
unvereinbar sei. Tatséchlich richtig ist, dass ein einzelnes, festes, formales System
der Aufgabe der Verdnderung nicht gewachsen ist. Wenn sich aber die Anforde-
rung stellt, ist es ohne Probleme moglich, ein anderes formales System zu be-
trachten, das die notigen Verdnderungen mit sich bringt. Viele der vorherigen
Ergebnisse diirfen dabei direkt oder modifiziert iibernommen werden. Mit einem
— wenn man so will — System von Systemen 16sen wir das Problem auf natiirlichste
Weise. Wenn nun behauptet wird, dass dies aber nicht der geistigen Aktivitéit ent-
spréache, so ist dies wieder eine ontologische Frage, die keinerlei Auswirkungen auf
die mathematischen Inhalte hat. Es gibt keinen nicht-mystisch-religiosen Grund,
formale Systeme zur Erfassung der wesentlichen Eigenschaften und Beziehungen
von Denkprozessen nicht zuzulassen.

3.5 Konstruktivitit und das Tertium non datur

3.5.1 Intuitionismus

Brouwer wie auch alle anderen Intuitionisten verneinen das Tertium non datur,
d.h., dass stets a V —a gilt. Brouwer sah diesen Ausschluss des Dritten dabei als
daquivalent zur Forderung Hilberts an, dass sich jedes Problem der Mathematik
16sen lasse. Brouwer duflert sich zu den beiden Forderungen wie folgt:
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,Meiner Uberzeugung nach sind das Losbarkeitsaxiom und der
Satz vom ausgeschlossenen Dritten beide falsch, und ist der Glaube an
sie historisch dadurch verursacht worden, dass man zunéchst aus der
Mathematik der Teilmengen einer bestimmten endlichen Menge die
klassische Logik abstrahiert, sodann dieser Logik eine von der Mathe-
matik unabhéingige Existenz a priori zugeschrieben und sie schlieflich
auf Grund dieser vermeintlichen Aprioritdt unberechtigterweise auf
die Mathematik der unendlichen Mengen angewandt hat.“ [1, S. 330]

Brouwer erhebt — wie bereits oben beschrieben und im Zitat noch einmal verdeut-
licht — den Vorwurf, dass der Ubergang von den endlichen Gesetzmifigkeiten zu
den Unendlichen zu sorglos geschehe. Das Tertium non datur ist eine entspre-
chende Folge hiervon.

Aber auch aus dem Gesichtspunkt der Konstruktivitdt muss Brouwer das
Tertium non datur verneinen. Wie schon Kronecker ist auch er der Meinung,
dass ein Existenzbeweis eine Konstruktion erfordert; ndmlich eine tatséchliche
oder eine, deren prinzipielle Mdéglichkeit dem Verstand aufgezeigt wird. Wiirde
man unter dieser Annahme das Tertium non datur akzeptieren, so gélte fiir jedes
¢ die Aussage Jz(p(z)) V =3z (p(z)). Mithin folgte aus einem Widerspruch mit
der Annahme —3z(p(z)) die Existenzaussage 3z(¢(x)) ganz ohne Konstruktion,
vgl. [2, S.96].

Doch warum stréduben sich die Intuitionisten gegen diese Form der Existenz-
beweise? — denn dieser Punkt findet sich bei allen Intuitionisten und nicht nur bei
Brouwer — Wiederum ist die Unendlichkeit und das Fehlen aktualer mathemati-
scher Objekte der entscheidende Hinweis: Da eine extensionale Uberpriifung einer
Existenzaussage im unendlichen Fall versagt (s.o.), bedarf es einer geistigen Kon-
struktion, um solch ein Objekt iiberhaupt zu denken. Eine solche Konstruktion
von etwas Unendlichem muss dabei als durch die endliche im Geiste vorhandene
Beschreibung gedacht werden, vgl. [5, S. 154]. Nur mit dieser Beschreibung — und
nicht mit dem Objekt selbst(!) — kann gearbeitet werden. Daher , miissen die Ob-
jekte der intuitionistischen Mathematik im allgemeinen als intensionale Objekte
angesehen werden;“ [5, S.155] Selbst extensional betrachtet gleiche Funktionen
konnen daher durch verschiedene Beschreibungen verschieden sein im Sinne des
Intuitionismus, vgl. [5, S. 155]. Die Existenz eines Objektes — wie im obigen Wi-
derspruchsbeweis festgestellt — besitzt hingegen keine Konstruktion, ist also auch
nicht intensional und folglich kein mathematisches Objekt.

Der obige beschriebene Gedankengang fithrt zu einem — von Kolmogorov
in [11, S.64-65] behandelten — sehr unbefriedigenden Effekt: Kénnen wir keine
solche Konstruktion finden, die wir zur Verifizierung von 3x(y(z)) bendtigen, so
ist es keineswegs moglich, einfach =3z (¢(x)) zu konstatieren; denn der Ausdruck
Jz(p(z)) ist sinnleer, weil man nur {iber das nachdenken kann, was man denken
kann. Wenn aber Existenz das Denkbare ist, dann ist Nichtexistenz nicht denkbar,
also kein Teil der Mathematik. Damit wird Jz(¢(z)) stets zu einer Aussage, die
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Widerlegbar | Falsch aber nicht widerlegbar | Wahr aber nicht beweisbar | Beweisbar

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung einer "Wahrheitshierarchie’

man erst dann sinnvoll duflern kann, wenn man ein solches x schon gefunden
hat. Trotzdem erhebt die vorstehende Aussage selbstverstandlich den Anspruch,
zeitlos zu sein. Diesen Spagat bewéltigt Kolmogorovs Aufgabenrechnung, vgl. [11,
S.65]. Denn die Aufgabe ein x zu finden, so dass p(z) gilt, ldsst sich unabhéngig
vom aktuellen Kenntnisstand formulieren. Eine mogliche Konstruktion fiir ein
solches x nennt Kolmogorov dann Losung. Er resiimiert: ,,Somit findet man keinen
Gegenstand mehr iibrig, den man als Existenzaussage im eigentlichen Sinne zu
bezeichnen hétte.“ [11, S. 65]

Doch damit der Probleme noch nicht genug: Die obige Betrachtung zeigt
ndmlich auch, dass eine herkémmliche Interpretation der Negation als falsche
Aussage nicht moglich ist (sonst hétten wir =3z (¢(z))). Brouwer sieht sich daher
gezwungen —a als a — L (der Hammer ist der Widerspruch oder die Absurditiit)
zu definieren, vgl. [11, S. 64], — ich mochte sagen umzudefinieren. Denn sicherlich
wird man zwar —a als Folgerung von a — 1 akzeptieren. Doch warum sollte
eine Aussage nicht mal falsch sein, auch wenn sie zu keinem Widerspruch fiithrt?
Hier entsteht im negativen die gleiche Liicke wie im Positiven zwischen der Wi-
derspruchsfreiheit und der Wahrheit, vgl. Abbildung 3.2. Es ist bemerkenswert,
dass Brouwer Hilbert diesen Fehler bei dessen Suche nach Widerspruchsfreiheit
so massiv vorwirft (s.o.), ihn aber vor der ’eigenen Haustiir’ nicht bemerkt.

3.5.2 Hilbertscher Formalismus

Hilbert halt im Gegensatz zu den Intuitionisten an den klassischen Methoden
fest. Er akzeptiert also insbesondere Existenzbeweise, auch wenn sie mit keiner
Konstruktion einhergehen, und er hélt auch das Tertium non datur fiir eine sichere
Regel, wie sich indirekt aus der Aufnahme seiner logischen Axiome, vgl. [7, S. 177-
178], erkennen lisst (Das Axiom =—A — A entspricht — mit den anderen Axiomen
— dem Tertium non datur).

Warum er Konstruktivitét fiir nicht erforderlich hélt, erklirt er in [7, S. 162-
163]: Die Berechtigung eines Begriffs hangt demnach neben der mit ihm einher-
gehenden Widerspruchsfreiheit nur noch von dessen Erfolg ab. Dies wiederum
begriindet er an der geschichtlichen Entwicklung der komplexen Zahlen. Man ha-
be die Widerspruchsfreiheit erkannt, aber trotzdem an der Existenz gezweifelt.
Implizit — so scheint es — will er damit sagen, dass die folgende Epoche seine
Existenzforderungen begriinden und zu einer Selbstversténdlichkeit in der Ma-
thematik lassen werden wird. Meines Erachtens ist die Argumentation an dieser
Stelle unvollsténdig: Stattdessen hétte Hilbert (aus seiner grundsétzlichen Positi-
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on heraus) begriinden kénnen, dass die unendliche Mathematik nur eine Mittlerin
zwischen Ergebnissen der endlichen Mathematik sei (Konservatitit, s.o.) und dass
deswegen die Frage nach Wahrheit selbst nichtig, die nach der Funktionstiichtig-
keit dieses Mittels (ideelle Charakter) hingegen angebracht sei.

Hilbert ist der Meinung, dass viele Versuche, die Mathematik nach der
Grundlagenkrise zu retten, in einer Art Panik entstanden seien. In dieser Pa-
nik hédtte man auch die ,allersimpelsten und wichtigsten SchluBweisen in der
Mathematik bedroht [...].“ [7, S.169]. Hierunter fillt gewiss auch das Weglassen
des Tertium non datur (er benennt an dieser Stelle aber keine Beispiele). Eine Be-
griindung fiir das Tertium non datur erfolgt wie oben fiir die nichtkonstruktiven
Begriffe; nur mit dem Unterschied, dass die obige inhaltliche Niitzlichkeit durch
eine Niitzlichkeit der Schlussweisen zu ersetzen ist. Damit bekommt bemerkens-
werterweise auch die Logik den im Abschnitt zur Unendlichkeit besprochenen
und im Abschnitt {iber formale Systeme aufgegriffenen ideellen Charakter, vgl.

7, S.176).

3.5.3 Eigene Meinung

Bei dem Tertium non datur zeigt sich meiner Meinung nach wieder einmal, wie
unklar der Begriff der Wahrheit eigentlich ist. Wenn die Wahrheit im intuitio-
nistischen Sinne verstanden wird, so ist der Verzicht auf das Tertium non datur
berechtigt. Spétestens Kolmogorov zeigt dies mit seiner Aufgabenrechnung, die
man getrost als die Aufforderung, einen Beweis zu finden, verstehen darf. In
diesem Sinne ist a V —a die Aufforderung, einen Beweis fiir a oder einen Wider-
spruch aus der Annahme, dass es einen Beweis fiir a géibe, herzuleiten. Im Sinne
der Godelschen Unvollstéandigkeitssiatze muss diese Aufforderung im Allgemeinen
scheitern. Es sei aber noch einmal daran erinnert, dass dies nur eine Stiitze fiir
die gedankliche Motivation der intuitionistischen Logik darstellt, jedoch keinen
Inhalt derselbigen. Wenn wir hingegen eine platonistische Sicht auf die Mathe-
matik haben, so ist das Tertium non datur eine Trivialitdt. Die Giiltigkeit des
Tertium non datur kann also nicht unabhéngig von dem jeweiligen mathemati-
schen Kontext, in dem es behauptet wird, bewertet werden.

Ganz #dhnlich verhélt es sich mit der Existenz; denn im Sinne der Unbe-
stimmtheit steht dieser Begriff dem der Wahrheit in nichts nach. So sind die
Bedeutungen grundsétzlich unterschiedlich, je nachdem ob tatséchliche Existenz,
geistige Existenz oder eine Moglichkeit des Denkens betrachtet wird (und es mag
noch viel mehr Moglichkeiten geben). Es wire daher auch zutiefst erstaunlich,
wenn diese unterschiedlichen Ansichten nicht zu unterschiedlichen Regeln fiir die
Existenz fithrten. Und doch ist keine dieser Ansichten richtiger als eine andere.
Sie alle beleuchten einen gewissen Aspekt der Existenz, erhalten bei ihrer Ab-
straktion der Existenz ins Mathematische unterschiedliche Kernpunkte bei.

Es lésst sich feststellen: Nicht nur im Bereich der Inhalte, sondern auch im
Bereich der Logik und Schlussweisen gibt es verschiedene Ansichten. Keine der
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hier dargestellten Ansichten sind schwach oder uniiberlegt. Sie alle haben ihre
Berechtigung. Die "Mathematiken’, die daraus entstehen, sind konsequenterweise
so verschieden wie ihre sie erzeugenden Ansichten. Mithin wird die Vorstellung,
dass es ein richtiges mathematisches System gibt, ad absurdum gefiihrt. Die in
diesem Kapitel erhaltenen Ergebnisse werden sich im néchsten Kapitel {iber den
Curryschen Formalismus — sinnvoll verarbeitet — ergéinzend verbinden.
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Kapitel 4

Currys Formalismus

4.1 Ziele einer Definition fiir die Mathematik

Die Analysen des vorherigen Kapitels sollten nahelegen, dass der Versuch, die
eine Antwort auf die Frage "Was ist Mathematik?’ zu erhalten, eine Illusion ist.
Zu verschieden sind die Ansétze und philosophischen Hintergriinde. Wiirde obi-
ger Versuch doch unternommen, so wiirde nur eine weitere unter vielen schon
bestehenden und untereinander z.T. stark abweichenden Antworten erstellt. Was
also ist zu tun?

Schon wihrend des Seminars ist in mir hierzu eine Uberzeugung gereift, die
ich nun durch die Currysche Sichtweise der Mathematik bestétigt finde:

Es ist iiberhaupt nicht wesentlich, was Mathematik eigentlich ist.
Entscheidend sind nur die ihr zugrundeliegenden Eigenschaften und
Beziehungen.

Man beachte, dass diese Auffassung — als Nebenprodukt — einer gewissen Astethik
nicht entbehrt: Wurde zunéchst das 'Sein’ mathematischer Objekte zugunsten
ihrer Eigenschaften wegabstrahiert, so geschieht dies nun mit der Mathematik
selbst. Doch ein noch so ansprechender Gedanke ist wertlos, wenn sein Inhalt
nicht sinnerfiillt ist. Wir miissen uns also fragen: Gibt es solche Eigenschaften
und Beziehungen, irgendetwas Bleibendes, das fiir die Mathematik unerlésslich
ist?

Zunéchst wollen wir einmal exemplarisch feststellen, was definitiv nicht zu
solchen Eigenschaften und Beziehungen gehort, obwohl es fiir die tatséchlich be-
triebene Mathematik von essentieller Bedeutung ist:

e Das Unendliche und dazugehorige Beziehungen: Wir haben im vorherigen
Kapitel gesehen, wie unterschiedlich die Ansichten zum Unendlichen — vom
Paradies Cantors, iiber nur potentielle Unendlichkeit bis zur volligen Ab-
lehnung — innerhalb der Mathematik sind. Das Unendliche darf bei der
Beschreibung der Mathematik daher keine Rolle spielen
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e Die natiirlichen Zahlen: Selbst die so einfach ausschauende Welt der natiirli-
chen Zahlen bereitete uns im vorherigen Kapitel Kopfzerbrechen. Die An-
sichten iiber die natiirlichen Zahlen waren hoéchst unterschiedlich. Fiir den
Ultrafinitisten sind sogar gewisse Rechenoperationen — ihrer Grofle wegen
— unsinnig. Wir miissen uns also von einem expliziten Umgang mit den
natiirlichen Zahlen verabschieden

e Jeglicher Inhalt: Wenn schon die natiirlichen Zahlen problematisch sind,
welcher Inhalt sollte es dann nicht sein?

e Logische Gesetze: Wir haben bspw. gesehen, dass das Tertium non da-
tur als scheinbar einfaches, logisches Gesetz im Intuitionismus begriindet(!)
wegfillt, im Hilbertschen Formalismus hingegen begriindet erhalten bleibt.

Damit scheint es zunéchst, als bliebe nichts, die Mathematik Bezeichnendes,
ibrig. Und doch besitzt jede Mathematik den Anspruch, objektiv zu sein. Das gilt
bspw. auch fiir die Intuitionisten, die zwar das Subjekt und die geistige Aktivitat
sehr betonen (s.o0.), die aber von einer gemeinsamen Urintuition ausgehen, also
einer objektiven gemeinsamen Grundlage. Weiterhin besitzt jede Mathematik
stets eine gewisse Form der Begriindung, den Beweis (im weiteren Sinne). Wie
auch immer man Mathematik also reprasentiert (und es gibt viele Moglichkeiten
hierfiir), Objektivitéit und eine gewisse Art des Schlussfolgerns, ein Beweisschema,
muss immer enthalten sein. Nimmt man auch nur einen dieser beiden Punkte
weg, so ist man meines Erachtens nicht berechtigt, von Mathematik zu sprechen.
Auf der anderen Seite wird beiden Aspekten in der Curryschen Definition der
Mathematik geniige getan.

Den Curryschen Weg aufzuzeigen, wird die Aufgabe dieses Kapitels sein.
Er benutzt dabei nicht mehr als unbedingt notig ist. Wir werden daher iiber die
Moglichkeiten und Freiheiten sprechen, die aus dieser Sichtweise der Mathematik
entspringen.

4.2 Objektivitat und Niitzlichkeit

, The ordinary mathematician bases the idea of truth upon that
of rigor; he regards a mathematical proposition as true when he has
a rigorous proof of it. But when we examine the nature of this 'rigor’,
we find there is something vague and subjective about it. This is
true to such an extent that intelligent persons have maintained that
mathematics is not a science at all; that it has no subject matter
nor any criterion of truth; and that in the last analysis it is based
on purely aestethic considerations. [...] There must be an objective
criterion of truth, and the first task of the mathematical logician is
to find it.“ [4, S. 3]
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Das obige Zitat zeigt ganz deutlich: Auch wenn der Anspruch an Objek-
tivitdt in der Mathematik vollstdndig gegeben ist, so ist doch eine zugehorige
Realisierung alles andere als selbstverstindlich. Daher muss die Mathematik so
definiert werden, dass sie frei von solch subjektiven philosophischen Einfliissen ist.
Sie darf sich nur auf die elementarsten philosophischen Strukturen begriinden (wie
alle anderen Wissenschaften auch), vgl. [4, S.3|. Curry benennt nun drei Wege,
die die Mathematik als objektiv retten sollen, vgl. [4, S. 3]:

1. Realismus
2. Idealismus (gemeint ist der intuitionistische Idealismus)

3. Formalismus

Der Realismus besitzt empirischen Charakter. Er spiegelt die Urspriinge
mathematischen Denkens wieder. Doch fiir die vielfiltigen im Laufe der Mathe-
matikgeschichte durch Abstraktionen entstandenen Inhalte, besitzt er nicht die
geeigneten Mittel, vgl. [4, S. 4]. Anders formuliert: Der Realismus sichert zwar die
Objektivitat. Seine Einschnitte sind aber so gravierend, dass es unsinnig ist, ihn
zur Grundlage zu nehmen, wenn es eine andere genauso objektive Art gibt, die
Inhalte der Mathematik wie Unendlichkeit, euklidische Geometrie, reelle Zahlen
usw. zu sichern. Der Realismus ist mathematisch betrachtet unniitz!

Der Idealismus wiederum versagt bei der Objektivitét selbst. Curry nennt
vier entscheidende Postulate der Idealisten tiber ihre Urintuition, vgl. [4, S.5-6]:

1. Sie ist eine Denkaktivitéit
2. Sie hat apriorischen Charakter
3. Sie ist unabhéngig von Sprache

4. Sie hat objektive Realitéit; wenigstens, weil sie allen denkenden Wesen ge-
meinsam ist

Schon die ersten drei Kriterien wurden dabei durch unterschiedlichste mathema-
tisch philosophische Positionen nicht eingenommen, vgl. z.B. Hilberts syntakti-
sche Position oder die in dieser Arbeit nicht weiter behandelte quasi-empiristische
Position. Doch mehr noch bereitet der vierte Aspekt grofie Probleme:

,Moreover the fourth condition is absolutely vital for intuitionism
if it is to give a definition of mathematical truth at all; and the as-
sumption that it is satisfied is an out and out postulate.®

Damit ist eine idealistische Position zur Grundlegung der Mathematik zu verwer-
fen, nicht aber die intuitionistische Sichtweise an sich, vgl. [4, S.6-7]. Sie gehort
nur an einen anderen Platz. Wir werden darauf spiter noch genauer eingehen.

Es bleibt also nur noch die formalistische Position {ibrig. Natiirlich muss
erst noch gezeigt werden, dass sie den obigen Anspriichen auch tatséchlich gerecht
wird. Das ist die Aufgabe des néchsten Abschnitts.
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4.3 Definition der Mathematik durch formali-
stische Systeme

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass es Moglichkeiten gibt, formale Sy-
steme zu definieren, so dass diese den Anspriichen nach Objektivitat, der Moglich-
keit der Schlussfolgerung sowie der Moglichkeit, hinreichend viel Inhaltiches zu
erfassen (Niitzlichkeit), geniigen. Curry schldgt dazu folgende Dreiteilung fiir die
Definition eines formalen Systems vor, vgl. [4, S. 11-12]:

1. Eine Menge von Objekten, genannt Terme. Sie sind bestimmt durch

(a) Zeichen
(b) Operationen

(c¢) Regeln, mittels derer aus Termen und Operationen neue Terme ge-
wonnen werden kénnen

2. Eine Menge von Aussagen iiber diese Objekte, d. h. Pridikate, deren Argu-
mente Termeingaben sind

3. Eine Teilmenge von beweisbaren Aussagen. Sie sind charakterisiert durch

(a) Axiome

(b) Ableitungsregeln

Dabei ist nicht unbedingt ausgeschlossen, dass eine der Mengen unendlich sein
konnte. Entscheidend ist, dass folgende Eigenschaften effektiv iiberpriifbar sind:
Ist etwas Vorgegebenes ein Term oder ist es ein Prédikat oder ist es ein Axi-
om oder ist es ein Beweis usw. (heute wiirde man wohl verlangen, dass ein
tatsdchlich existierender endlicher Rechner diese Fragen beantworten kénnen
muss). Man spricht auch von effektiver Berechenbarkeit. Was hingegen nicht als
effektiv priifbar vorausgesetzt wird, ist die Frage, ob eine gegebene Aussage be-
weisbar ist, vgl. jeweils [4, S.14] (Curry spricht hier von Wahrheit. Um falsche
Assoziationen zu vermeiden, verwenden wir in diesem Zusammenhang stets den
Begriff "beweisbar’).

Alle diese Fragen kénnen dabei so objektiv wie iiberhaupt irgendetwas be-
antwortet werden. Fiir die Frage nach einer beweisbaren Aussage meint dies, dass
wenn man einen Beweis fiir die Aussage gefunden hat, sagen kann ,,Dies ist ein
Beweis fiir die Aussage. Folge meinen Begriindungen hierfiir.“ und dass wenn
man noch keinen Beweis gefunden hat, ’gestehen’ muss: ,,Ich habe noch keinen
Beweis fiir die Aussage gefunden. Es ist mir nicht klar, ob die gegebene Aussage
beweisbar ist.“ Damit kann ein Rechner alles geforderte leisten. Mehr Objekti-
vitdt geht meines Erachtens nicht (wer also diese Verfahren nicht als objektiv
einschétzen mag, muss die Objektivitdt und damit die Mathematik als sinnlos
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verwerfen). Die Axiome mit den Ableitungsregeln indes entsprechen genau der
Moglichkeit, Schlussfolgerungen zu ziehen. Die folgenden Beispiele werden zeigen,
dass auch die inhaltliche Méchtigkeit grof3 genug ist, das meint, dass die iibliche
Mathematik mit Hilfe dieser formalen Sichtweise betrachtet werden kann:

1. Die Peano-Arithmetik kann bspw. wie folgt formalisiert werden (Spezialfall
aus [4, S.18-19]):

(a) Terme:
i. Das Zeichen ist 0

ii. Die Operationen sind die einstellige Nachfolgerfunktion - sowie
die binédre Operation +

iii. Sind s,t Terme, so auch ¢’ und s + ¢

(b) Die Aussagen ergeben sich aus dem einzigen Pradikat = (in der iibli-
chen Bedeutung)

(c) Seien im folgenden s,¢,u beliebige Terme. Dann erhalten wir die be-
weisbaren Aussagen durch:

i. Axiome:

A.0=0

B.s+0=s

C.s+t=(s+1t)
ii. Schlussregeln:

A. Wenn s =t,dannt = s
Wenn s =t und wenn ¢ = u, dann s = u
Wenn s = ¢, dann s =t/
Wenn s =¢, dann s +u=1%t+u
Wenn s =%, dann u+s=u-+1¢

=9 aw

2. Die Zermelo-Franklin-Mengenlehre (ZF) wird formalisiert durch:

(a) Die Variablen als einzige Terme
(b) Die Aussagen bestehen aus:
i. Atomaussagen gebildet durch die Priadikate = und €

ii. Sind ¢, schon Aussagen (dazu gehoren auch Atomaussagen), so
auch =(¢), (¢) A (¥) sowie Jv (p(v))

(c) Die beweisbaren Aussagen ergeben sich aus den logischen Axiomen,
den Axiomen der Zermelo-Frianklin-Mengenlehre sowie den logischen
Schlussfolgerungen
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3. A-Kalkiil und dhnliche Systeme, vgl. [4, S.21]
4. Mogliche Schachstellungen, vgl. [4, S.27]

Beispiel 1 ist gewéahlt worden, um eine Instanz eines formalen Systems im Detail
vorliegen zu haben. Beispiel 2 soll die Moglichkeit aufzeigen, Formalismus mit
klassischer Mathematik zu verbinden. Beispiel 3 wiederum dient dazu aufzuzei-
gen, dass die Tiir im Formalismus auch alternativen Zugidngen zur Mathematik
offensteht. Das letzte Beispiel soll zeigen wie vielfiltig die formalistische Metho-
den genutzt werden kann. In [4, Kapitel 5| finden sich viele weitere Beispiele.
Damit ist gezeigt worden, dass die formalistische Methode unseren Minimalan-
forderungen bzgl. Objektivitdt und Herleitbarkeit von Aussagen geniigt und dass
dariiberhinaus die moglichen mathematischen Inhalte tiefgehend und vielschich-
tig sind.

Es ist nicht der Sinn dieser Arbeit die vielen — teils auch technischen —
Wege und Probleme in Currys Werk iiber die formalen Systeme nachzuverfolgen.
Hierfiir verweisen wir auf [4, Kapitel4,7,8]. Die wesentlichsten Ergebnisse und
Anmerkungen dieser Kapitel wollen wir hier nur stichpunktartig benennen:

e Es gibt nicht nur eine Definition fiir formale Systeme. Erweiterungen (z.B.
Zulassung nichteffektiver Systeme, vgl. [4, S.15]) und Einschriankungen
(z.B. auf nur ein Zeichen, eine bindre Operation sowie ein unéres Pradi-
kat, vgl. [4, S.36]) sind moglich

e Das obige dargestellte formale System muss nicht syntaktisch verstanden
werden. Wichtig ist nur die objektive Uberpriifbarkeit (,I do not agree
that the only things which can be treated formally are symbols.* [4, S. 45])
Die oben angegebene Definition kann etwas mehr als die rein syntaktischen
Varianten, vgl. [4, S.341]

e Die Vorteile einer syntaktischen Représentation liegen aber darin begriindet,
dass die syntaktische Représentation konkret anschaulich ist und damit kei-
nen Nahrboden fiir mystische Spekulationen liefert, vgl. [4, S. 32,49]

Doch kommen wir nun zuriick zur Philosophie. Denn eine scheinbar wesent-
liche Frage haben wir noch nicht geklart: Was ist denn nun ein formales System?
(man beachte nochmals, dass die obige Darstellung nicht unbedingt im syntakti-
schen Sinne erfolgen muss. Die syntaktische Darstellung ist hier zunéchst nur als
ein Hilfsmittel anzusehen) Die Anwort ist wieder die gleiche, wie schon bei den
mathematischen Objekten und der Mathematik selbst: Es kommt nicht auf die
Préasentation eines formalen Systems an, sondern nur auf die Eigenschaften, die
das formale System mit sich bringt. Curry fiithrt dazu aus:

,But when we think of it [das formale System in der Représen-
tation| as formal system we abstract from all properties peculiar to
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the representation. Human beings can think abstractly about quite
concrete things without inventing mystic abstracta to account for the
phenomenon.

It is unnecessary to inquire further into the meaning of a formal
system. It is characteristic of mathematics that it considers only cer-
tain essential properties of its objects, regarding others as irrelevant.
One of these irrelevant questions is that of the ontology of a formal
system. The question of which representation is the real or essential
one is a metaphysical matter with which mathematics has no concern.
Moreover, since one point of view will sometimes suggest ideas, which
are closed to another, it is not in the interests of progress to insist on
one sort of representation.* [4, S.31]

Gerade der letzte Punkt verdient nochmals hervorgehoben zu werden: Subjekti-
vitét ist kein Teufelswerk! An der falschen Stelle stiftet sie furchtbare Verwirrung,
an der richtigen Stelle hingegen ist sie eine fruchtbare Synthese zwischen Moti-
vation und Klarheit. Dieser Gedanke wird uns im néchsten Abschnitt nochmals
begegnen.

Die obigen Gedankengénge miinden in folgende Defintion fiir Mathematik:

Definition 4.1 , Mathematics is the science of formal systems.“ [4, S. 56]

Es geht dabei nicht um ein spezielles formales System, noch um eine spezielle
Reprasentation, sondern um die formalistische Betrachtungsweise an sich, in der
"Wahrheit’ fiir die Beweisbarkeit innerhalb des jeweiligen formalen Systems steht
und keine duBeren Begriindungen benotigt, vgl. [4, S. 56].

Einen wichtigen Punkt, der fiir Hilbert in seinen Konsistenzbeweisen eine
grofle Rolle spielte, haben wir noch unbeachtet gelassen: die Metatheorie. Die
erste hier zu treffende Feststellung ist, dass wir anstatt Metatheorie fiir ein ge-
gebenes System S zu betreiben, auch formale Mathematik in einem erweiterten
System Sy benutzen kénnen, sofern die jeweils benutzte Metamathematik forma-
lisierbar ist, vgl. [4, S.53]. Warum aber wird dann iiberhaupt Metamathematik
benutzt? Die Antwort gibt Curry selbst: ,, Although the latter may be more exact,
often we prefer the former for the same reason that we use a meter stick instead
of rushing to the international standard at Paris when we wish to measure a
meter.“ [4, S. 53] Allerdings konstatiert Curry auch, dass der Wahrheitswert kon-
struktiver Metaaussagen die gleiche Objektivitat besitze, wie die Beweisbarkeit
von Aussagen innerhalb eines formalen Systems. Er begriindet dies damit, dass
die Ausfithrung eines Prozesses dann schon alle moglichen Félle tiberpriifen kann,
vgl. [4, S.54]. Fiir mich ist an dieser Stelle unschliissig, ob Curry geistige, mogli-
cherweise unendliche, Konstruktionen miteinbezieht. Meiner eigenen Auffassung
nach sollte fiir die Metatheorie nur der kleinste gemeinsame Nenner benutzt wer-
den; mit anderen Worten nur solche Konstruktionen zugelassen werden, die auch
ein Ultrafinitist akzeptieren kann. Eine sehr genaue Beschreibung dessen, was in
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der Metatheorie (allerdings in Bezug auf ein rein syntaktisches System) benutzt
werden darf, liefert Church in [3, S.349-351]. Es gehoren u. a. dazu: Unterschei-
dung von Zeichen, Substitution sowie logische Ausdriicke wie 'und’, 'wenn dann’
und ’oder’. Die Verallgemeinerung dieser Prinzipien auch auf nicht unbedingt
syntaktischer Basis wére dann meines Erachtens ein gutes Fundament fiir die
Metatheorie im Allgemeinen.

In diesem Abschnitt haben wir formale Systeme eingefiihrt und begriindet,
warum sie allen unseren Zielen geniigen. Darauf aufbauend haben wir sogar eine
sehr prézise Definition von Mathematik angeben kénnen. Es scheint, als wére
damit alles gezeigt, eine weitere Beschéftigung mit dem Thema unnotig. Doch
einige wichtige Fragen haben wir noch nicht beantwortet: Wenn der Weg zu die-
ser Mathematik so klar und gut ist und als Minimalkonsens nur benutzt wurde,
was in allen mathematisch-philosophischen Ansétzen gefordert wird, warum fin-
det sich dann diese Mathematik in der Praxis (fast) nirgends realisiert? Wenn
im Grunde genommen alles als formales System betrachtet werden kann (z.B.
Schach), warum findet in der Praxis dann nahezu die gesamte Mathematik in der
Zermelo-Franklin-Mengenlehre ggf. mit Auswahlaxiom statt? Warum scheren sich
die meisten Mathematiker iiberhaupt nicht um Axiome aus ZFC etc., sondern
beweisen einfach nach Gutdiinken (so wie sie es schon vor der Grundlagenkri-
se taten)? Zugegeben, bisher haben wir auf diese Fragen noch keine verniinftige
Antworten gefunden. Dies soll unser letztes Ziel darstellen.

4.4 Verteidigung der Definition durch Analyse
des Wahrheitsbegriffs

Das eigentliche Moment dieses Abschnitts wird die Entnebelung des mysteriosen
Begriffs der Wahrheit (im herkommlichen mathematischen Sinne) in eine objek-
tive und eine subjektive Komponente darstellen. Diese Aufklarung bildet das
Herzstiick in der gesamten Argumentation Currys. Wenn dieser Akt erst einmal
vollsténdig gelungen ist, werden die obigen gestellten, noch offenen Fragen leicht
zu beantworten sein.

Um die Trennung gut verstehen zu konnen, betrachten wir noch einmal die
intuitionistische Position: Ein wahrer Satz ist in ihr ein mittels geistiger Kon-
struktionen beweisbarer Satz. Grundlage dieser Argumentationen sind irgend-
einer Urintuition zugrundeliegende Sachverhalte. Sobald aber nun Sachverhal-
te dieser Urintuition sowie die moglichen Konstruktionen angegeben sind, wird
der Beweis aus diesen Voraussetzungen dieser im intuitionistischen Sinne wahren
Aussage vollkommen objektiv und unzweifelhaft (er kann dann auch durch eine
Maschine nachvollzogen werden). Es bleibt die Frage, ob man die entsprechenden
Fundamente akzeptieren mag. Letztere Frage hat aber einen eindeutig subjek-
tiven Charakter. Curry spricht von Akzeptierbarkeit: ,,By acceptability, then, I
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subjektiv

Beweisbarkeit Akzeptierbarkeit

Abbildung 4.1: Zergliederung des Wahrheitsbegriffs

mean the considerations which leads us to choose one formal system rather than
another.“ [4, S.59] Wir erhalten damit die in Abbildung 4.1 dargestellte Auftei-
lung der Wahrheit in eine subjektive und eine objektive Komponente. Aber wir
waren noch nicht genau genug; denn die subjektive Komponente ist keineswegs
binér zu verstehen. Denn es gibt sowohl verschiedene Quantititen (z.B. "Es ist si-
cher richtig’, 'Es ist wahrscheinlich richtig’, "Es ist moglich’) als auch verschiedene
Qualitéiten von Akzeptierbarkeit (z.B. 'Es stimmt mit empirischen Befunden iibe-
rein’, 'Es ist interessant anzunehmen’ oder auch ein (evtl. unnbewusster) Grund
wie 'Das habe ich schon immer so gemacht’). Kurz, es muss irgendeinen ernsthaf-
ten Grund geben, sich mit den jeweiligen Voraussetzungen auseinanderzusetzen.
Das erkléart auch sofort, warum von den vielen moglichen formalen Systemen ei-
nige wenige sehr sehr intensiv, andere iiberhaupt nicht untersucht werden, denn
,unless a system is acceptable for some serious purpose, no mathematician will
be interested in it.“ [4, S.59]

Dieser Effekt wird sogar noch dadurch verstéarkt, dass selbst solche Systeme
wie z.B. Schach, die man aus ernsthaften Griinden direkt formalisieren kénnte,
trotzdem meist innerhalb eines anderen Systems, bspw. ZFC, formalisiert wer-
den. Mit etwas Menschenkenntnis ist der Grund hierfiir unmittelbar einsichtig.
Wenn bspw. Menschen Tabellen ausschliellich in Textverarbeitungsprogrammen
bearbeiten oder wenn Informatikschiiler/-studenten statt — wie es die Aufgabe
verlangt héitte — deklarativ zu programmieren, einen imperativen Stil pflegen,
geschieht das Gleiche. FEin bewéhrtes System legt man nicht freiwillig ab. Man
versucht das Neue in das Alte zu integrieren. Das bewéhrte System ist in die-
sem Falle meist ZFC (selbst, wenn man von den zugehorigen Formalismen keine
Ahnung hat). Ein Grund, ein neues System nicht innerhalb von ZFC, sondern
auBerhalb zu formalisieren, stellt sich oft nicht. Im Ubrigen kann sich in diesem
Sinne auch ein naives (nicht formalisiertes) System bewihren. Damit ist also so-
wohl geklart, warum ZFC in der Praxis meistens benutzt wird, als auch, warum
dies meistens unbewusst unbewusst oder bewusst unbewusst geschieht.

Solange die entsprechenden Arbeiten von Mathematikern trotzdem so klar
sind, dass bei Uneinigkeiten und Unsicherheiten, eine niedere Stufe der Argu-
mentation gefunden werden kann (ggf. die unterste Stufe, die formale), auf der
die Problematik ausgerdumt werden kann, ist das auch iiberhaupt kein Problem.
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Oftmals wird aber behauptet, dass die taséchlich betriebene Mathematik irgen-
detwas 'Hoheres’ sei als die 'nur’ formale Mathematik. Diese Ansicht ist meines
Erachtens ausschlieflich religios motiviert. Die Behauptung etwa, dass es doch
nicht moglich sei, dass die genialen Ideen von Leibniz und co nichts weiter als Zei-
chenketten seien (oder andere Teile eines formalen Systems), ist fiir mich nicht
wesentlich verschieden von der Diskussion, die einsetzte, als Darwin aussagte,
Mensch und Affe hiatten gemeinsame Vorfahren. Kurzum, der Appell auch fiir
die hohen Abstraktionsstufen lautet Nachvollziehbarkeit. Alles andere ist Mysti-
zismus.

Wir wollen uns nun an einem Beispiel betrachten, aus welchen verschiede-
nen Griinden ein und dieselbe Person sowohl die intuitionistische Mathematik
(und nicht mehr) als auch die vollstindige klassische Mathematik akzeptieren
kann (fiir Curry selbst ist dies z.B. der Fall). Denn die erstere konnte die er-
kenntnistheoretische Sicherheit geben, fiir die es im zweiten Fall keine Entspre-
chung gibt. Dennoch konnte die klassische Mathematik akzeptiert werden, z.B.
aus empirischen Griinden. Denn im Gegensatz zur intuitionistischen Mathematik
ist die klassische Mathematik hilfreich fiir die Physik und hat sich bewé&hrt, vgl.
[4, S.61]. Das ist vollkommen ausreichend, um als ernsthafter Grund gelten zu
konnen.

Nachdem wir uns angesehen haben, was Griinde fiir die Akzeptanz eines for-
malen Systems sein kénnen, wollen wir noch einmal explizit nennen, was wir nicht
gefordert haben, weil es fiir die Akzeptanz eines formalen Systems iiberhaupt
nicht notwendig ist (wenngleich ein Einzelner genau diese Punkte fiir die Akzep-
tierbarkeit entscheidend halten mag, namentlich Hilbert): Vollsténdigkeit sowie
garantierte Widerspruchslosigkeit. Vollstiandigkeit ist dabei, wie die Gédelschen
Unvollstéandigkeitssétze zeigten, ohnehin in den meisten interessanten Systemen
nicht forderbar. Ein System, das als widerspruchsvoll erkannt wird (bis dato aber
viele interessante und nicht zu offensichtlich widerspriichliche Ergebnisse geliefert
hat), kann oftmals durch geeignete Anderungen so modifiziert werden, dass die
‘guten Ergebnisse’ erhalten bleiben, der entdeckte Widerspruch aber ausgemerzt
werden kann, vgl. [4, S.62]. Dies ist z.B. bei dem in [3] behandelten System ge-
schehen. Dies zeigt im Ubrigen nochmal auf, was wir oben schon behaupteten,
dass Hilbert eigentlich gar kein Formalist ist.

Es ist noch festzuhalten, dass sich der Rahmen der Akzeptierbarkeit nicht
nur auf die inhaltlichen Komponenten erstreckt. Auch die Logik ist hiervon betrof-
fen. Mit anderen Worten: Es gibt viele Logiken, die aus verschiedenen Griinden
akzeptiert werden konnen. Eine Logik, die die gesamte Mathematik umfasst, wie
es die Logizisten fordern, kann damit die Vielfalt der Mathematik mit ihren Sy-
stemen nicht widerspiegeln, vgl. [4, Kapitel 12].

Wir sind in dieser Arbeit einen langen Weg gegangen: Uber den Vergleich
zweier sehr unterschiedlicher philosophischer Positionen zur Mathematik haben
wir wichtige Belange der Mathematik herausgestellt, fanden aber auch Themen,
denen unerwarteterweise keine Relevanz fiir die Mathematik innewohnt. Dariiber
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hinaus haben wir die Unklarheit einiger typischer Begriffe, wie insbesondere den
der Wahrheit, beleuchtet. Aufgrund dieser Erkenntnisse haben wir Mathematik
als System formaler Systeme definiert und die Giite dieser Definition begriindet.
Am Schluss steht — und das ist ein schones sowie bemerkenswertes Ergebnis —
die Erkenntnis, dass die Arbeit mit formalen Systemen keineswegs starr und ein-
schrinkend ist, sondern im Gegenteil gerade die Bedingung fiir Freiheit und Krea-
tivitat darstellt! In diesem Sinne soll zum Abschluss dieser Arbeit das Schlusswort
Currys zur Akzeptierbarkeit stehen:

, This leads to my final plea — a plea for tolerance in matters of ac-
ceptability. Acceptability is not so much a matter of right and wrong
as of choice of subject matter. Such a choice should be entirely free;
and some difference of opinion is not only allowable, but desirable.
We are often interested in systems for which the acceptability is hy-
pothetical — even sometimes in those which, like non-desarguesian,
non-archimedean, non-this-or-that geometries, are not acceptable for
any known purpose. As mathematicians we should know to what sort
of systems our theorems — if formalized — belong, but to exclude sy-
stems which fail to satisfy this or that criterion of acceptability is not
in the interests of progress.“ [4, S. 64]

36



Literaturverzeichnis

[1]

[10]

[11]

BECKER, OSKAR: Neointuitionismus. In: Grundlagen der Mathematik in ge-
schichtlicher Entwicklung, Seiten 329-334. Suhrkamp, Frankfurt a.M., 1975.
Text von Luitzen E. J. Brouwer.

BEDURFTIG, THOMAS, MURAWSKI, ROMAN: Philosophie der Mathematik.
De Gruyter, Berlin/New York, 2010.

CHURCH, ALONZO: A Set of Postulates for the Foundation of Logic. The
Annals of Mathematics, Second Series, 33(2):346-366, 1932.

CURRY, HASKELL B.: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics.
North-Holland, Amsterdam, 1958.

DuUMMETT, MICHAEL: Elemente des Intuitionismus. In: BUTTEMEYER,
WILHELM (Herausgeber): Philosophie der Mathematik, Seiten 147-162. Al-
ber Karl, Miinchen, 2005.

HEYTING, AREND: Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik. Sit-
zungsberichte der Preuffischen Akademie der Wissenschaften, phys.-math.
Klasse, Seiten 42—-56, 1930.

HILBERT, DAVID: Uber das Unendliche. Mathematische Annalen, 95:161-
190, 1925.

HILBERT, DAVID: Neubegriindung der Mathematik. In: BUTTEMEYER, WIL-
HELM (Herausgeber): Philosophie der Mathematik, Seiten 131-146. Alber
Karl, Miinchen, 2005.

HorFFMANN, DIRK W.: Grenzen der Mathematik. Eine Reise durch die
Kerngebiete der mathematischen Logik. Spektrum, Heidelberg, 2011.

KANT, IMMANUEL: Metaphysik und Mathematik. In: BUTTEMEYER, WIL-
HELM (Herausgeber): Philosophie der Mathematik, Seiten 83-93. Alber Karl,
Miinchen, 2005.

KoLMOGOROV, ANDREJ N.: Zur Deutung der intuitionistischen Logik. Ma-
thematische Zeitschrift, 35:58-65, 1932.

37



[12] TASCHNER, RUDOLF: Das Unendliche. Mathematiker ringen um einen Be-
griff. Springer, Berlin, Heidelberg, 2006.

38



