Rogers Kap 1-7

Nach einem Abschnitt {iber Notation beginnt Rogers mit dem Konzept der Algorithmen und nimmt als Bei-
spiel die primitiv-rekursiven Funktionen. Das konkrete Modell ist irrelevant, denn es geht um den Begriff
der berechenbaren Funktion als solche. Interessant sind 5 Merkmale, die allen Algorithmen gemeinsam
sind und 5 Fragen, die man iiblicherweise beantworten muf3. (* .. *10)

§1.3 stellt fest, dal man zwischen Algorithmen (intensional) und berechenbaren Funktionen (extensional)
unterscheiden muB3. Letztere werden durch ihre Eigenschaften beschrieben und es ist nicht immer klar,
wie man einen Algorithmus findet — wenn dies iiberhaupt moglich ist. §1.4 erklart die Beweismethode der
Diagonalisierung am Beispiel, dafl es keine universelle primitiv-rekursive Funktion geben kann.

1 Formale Berechenbarkeitsbegriffe

Turingmaschinen sind bis auf notationelle Abweichungen bekannt und fiir die Kapitel ab $5 irrelevant.
Wir brauchen sie nur, um einen Beweis des UTM und SMN Theorems geben zu

Kleene’s Ansatz ist uns nicht so bekannt, aber es lohnt sich nicht, ldnger darauf einzugehen. Programme
sind Rekursionsgleichungen, die durch Einsetzen ausgewertet werden.

Satz: Die Berechenbarkeitsbegriffe von Turing, Kleene und anderen sind dquivalent und konnen effektiv
ineinander iibersetzt werden.

Definition: Die Funktionen der obigen Klasse heillen (partiell) rekursive Funktionen. Lat man das Wort
“partiell’'weg, so ist bei Rogers meist “total”” gemeint. Ich verwende zur Abkiirzung manchmal R bzw. 7R

Church’s These besagt da} die Klasse der rekursiven Funktionen genau die Klasse der intuitiv berechen-
baren Funktionen beschreibt. Statt “rekursiv’sagt man auch effektiv, berechenbar etc.

Berechenbarkeit auf anderen Mengen als N kann durch Codierungen (oder Numerierungen) beschrieben
werden. Hierzu benétigt man eine Bijektion v:C'—N.

Definition: Eine Funktion g : C'—C' ist y-berechenbar (oder kurz berechenbar / rekursiv), wenn es eine
rekursive Funktion f : N—N gibt, so daB g = v~ ! f ist.

Zur Illustration nimmt man Diagramme, so wie auf Seite 28.

1.1 Standardnumerierung berechenbarer Funktionen

Dies haben wir in der Vorlesung ausfiihrlich besprochen. Wir codieren Turingmaschinen als Worter, zihlen
alle Worter iiber dem entsprechenden Alphabet auf und eliminieren solche, die keine Turingmaschinen
darstellen. Dies liefert eine bijektive Numerierung aller Turingmaschinen: /; sei die Turingmaschine,
deren Codierung hierbei an ¢-ter Stelle erscheint.

Daraus leiten wir eine Numerierung der berechenbaren Funktionen ab. Es sei 7,:N—{0, 1}* die Binérco-
dierung der natiirlichen Zahlen. Die Standardnumerierung ¢:N—7R der berechenbaren Funktionen ist defi-
niert durch (i) = r, "o f), ory,. Die Schrittzahlfunktion ®:N—7R ist definiert durch ®(i)(n) = t,, (1,(n)).
Anstelle von (i) und ®(7) schreiben wir meist ; bzw. ©;. Die Nummer ¢ wird auch die Godelnummer
oder Index von @; genannt. Rogers geht auf derartige Details nicht ein, sondern nimmt einfach an, da3
wir eine solche Numerierung der berechenbaren Funktionen haben.

Satz: es gibt abzdhlbar unendlich viele (partiell) rekursive Funktionen.

Satz: es gibt Funktionen auf N, die nicht rekursiv sind.

Satz: jede (partiell) rekursive Funktion hat abzihlbar unendlich viele Indizes (Godelnummern)
UTM Theorem: Die Funktion u :N—N mit u(i,n)=p;(n) ist rekursiv.

SMN Theorem: Es gibt Funktion s TR mit P(m,n) (1) = om(n, iy fiir alle m,n,icN.
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Hiervon gibt es viele Variationen. Die gingigsten sind
Satz: Fiir jede Funktion h € R gibt es ein g € T'R mit der Eigenschaft ¢4;(n) = h(i,n) fiir alle n,i<N.
Satz: Es gibt Funktion h € TR mit Puli, §) = i

Kleene Normalform Theorem: Es gibt rekursive Funktionen p : N—N und t : N° =N, so dafs

©i(x) = g(py[t(i, z,y) = 0] fiir alle i, v <N gilt.

Das Theorem gilt analog fiir mehrstellige Funktionen, aber das ist wegen der Standard-Tupelfunktion
eigentlich nicht weiter wichtig. Rogers gibt auch einen Beweis nahe an Kleene’s Original.

1.2 Unentscheidbare Probleme
Das Halteproblem H = {(i,n) | nedomain(p;)} = {(i,n) | pi(n) konvergiert}
Satz: Das Halteproblem ist unentscheidbar.

Formulierung a’la Rogers: es gibt keine rekursive Funktion h mit h{i,n) =

Beweis durch Diagonalsisierung

1 pi(n) konvergiert
0 sonst

Selbstanwendbarkeitsproblem: S = {i | i edomain(p;)} = {i | @;(i) konvergiert}
Satz: Das Selbstanwendbarkeitsproblem ist unentscheidbar

Totalititsproblem: TR = {i | ; total}

Satz: Das Totalitdtsproblem ist unentscheidbar

Theorem XI wird formuliert als Aussage liber ein beliebiges Berechnungsmodell um Frage *10 zu beant-
worten. Bei terminierenden Berechnungen gibt es keine berechenbare obere Rechenzeitgrenze. Reformu-
liert in ®-Notation heif3t dies

Satz: Es gibt keine berechenbare Funktion f : N*—N mit ®;(x)<f(i, x) fiir alle i €N, x € domain(ip;).

2  Weitere unlosbare Probleme

Rogers erwihnt, dall es zwei Arten gibt, Unlsbarkeit zu zeigen — direkt, iiblicherweise mit Diagonalisie-
rung —und indirekt, d.h. mit Reduktion. Letztere wird §6-9 ausfiihrlich diskutiert und verfeinert. Im Rest
dieses Kapitels fiihrt er eine Reihe von unldsbaren Problemen aus verschiedenen Bereichen auf und gibt
Beweise. Anstelle von entscheidbar verwendet er recursively unsolvable. Die Probleme werden verbal
beschrieben. Ich gebe stattdessen formale kurze Beschreibungen

Satz: Die Menge CONST = {i | 3k Vj ¢;(j) = k} ist unentscheidbar
0 @;(i) konvergiert

Beweis Sei i : N—N definiert durch h(i, n) = { 1 sonst

Dann ist b = cjouo(pri, pr?), also berechenbar. Nach dem smn-Theorem gibt es also eine berechenbare
totale Funktion g:N—N mit der Eigenschaft ;) (n) = h(i,n) fiirallen,ieN,
{ cs ili) konvergiert brw { ©gi) ECONST ieS

f1 sonst " g 2CONST  sonst

Wire CON ST entscheidbar, dann wiren yconsr und xconsrg totale berechenbare Funktionen und

wir hitten (yconsr©9)(i)) = 0 Zsii e Damit wire die charakteristische Funktion des Selbstan-

wendbarkeitsproblems berechenbar, was bekanntlich nicht der Fall ist. O

also ;) =

Satz: Die Menge RG = {(i,7) | j erange(y;)} ist unentscheidbar

Satz: Die Menge CORRECT = {(i, j, k) | wi(j) = k} ist unentscheidbar

Satz: Die Menge EQ = {(i, j) | ¢; = p;} ist unentscheidbar

Satz: Die Menge RG; = {i | j crange(y;)} ist unentscheidbar

Satz: Die Menge RG; = {j | j erange(yp;)} ist fiir manche i entscheidbar, fiir andere nicht



Die anderen Beweise sind ebenfalls Reduktionsbeweise. Im Prinzip sind all diese Mengen Spezialfille des
Satz von Rice, den wir in der Vorlesung bewiesen hatten.

Satz von Rice: Fiir )4PcR ist Lp = {i | @, € P} unentscheidbar
Der Beweis ist so dhnlich wie der oben angegebene. In Rogers ist das eine Ubungsaufgabe.

§2.2 erwihnt unlosbare Probleme aus der Mathematik wie Godels Unvollstindigkeitssidtze oder Hilbert’s
zehntes Problem. Dies wird aber nicht weiter vertieft und erst am Ende des Buches wieder aufgegriffen.
62.3 diskutiert weitere unlosbare Probleme, die das Verhalten partiell-rekursiver Funktionen betreffen,
die eher pathologischer Natur sind. So gibt es partiell-rekursive Funktionen, die sich nicht zu einer total-
rekursiven Funktion fortsetzen lassen.

Satz: Es gibt eine partiell-rekursive Funktion g:N—N so daf; fiir jede total-rekursive Funktion f:N—N
ein i e domain(g) existiert mit g(i)F f (1)

Beweis Wir konstruieren g durch Diagonalisierung.

wi(1)+1  i(i) konvergiert
L sonst

f = ¢;. Da f total ist, konvergiert o;(j) und wir haben ¢(j) = ¢;(j)+1#p;(7) = (7). O
Satz: Es gibt eine Funktion g € R so dap fiir jede total-rekursive Funktion f : N*—N gilt g#uf.

i (i) konvergiert
1L sonst

g = pf. Dann ist f(i,7) = 0, wenn ; (i) konvergiert, und f(7,j)#0 fiir alle j, wenn ;(7) nicht kon-
vergiert, insbesondere also auch f(i,7)%£0. Damit wire xys = fo(pri, pri) berechenbar, was bekanntlich
nicht der Fall ist. O

Sei g : N—N definiert durch g(i) = und f:N—N total-rekursiv, also

Beweis Sei g : N—N definiert durch g(i) = und f : N>=N total-rekursiv mit

In §3 bespricht Rogers die Ziele des Buches. Diese werden wir im Laufe des Seminars der Reihe nach
ansprechen. Es gibt keine technischen Aussagen, Definitionen oder Siitze.

4 Rekursive Invarianz

Ziel dieses Kapitels ist es, bestimmte Eigenschaften von Mengen, Funktionen und partiellen Funktionen
tiber natiirlichen Zahlen, die in den spéteren Kapiteln immer wieder zur Sprache kommen, isoliert zu
besprechen. Dabei geht es speziell um Rdume (Mengen) und Gruppen von Transformatione auf diesen
Ridumen, die wir mit /C und G bezeichnen.

Eine Eigenschaft auf Mengen heillt G-invariant, wenn sie unter Anwendung von Transformationen aus
G erhalten bleibt. Die Theorie der G-invarianten Eigenschaften wird von Rogers als G-Theorie bezeich-
net. Diese Vorgehensweise dient i.w. dazu einen priagnanten Begriffsapparat einzufiihren, der spiter das
Argumentieren erleichtern soll.

Zwei Teilmengen A und B von K heilen G-isomorph (im Zeichen A= g B), wenn B = g(A) fiirein g G
ist. Da G eine Gruppe ist, ist =g eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen von K unter =g
heien G-isomorphe Typen. Damit sind G-invariante Eigenschaften genau die Eigenschaften die unter G-
Isomorphie wohldefiniert sind - sie gelten fiir alle Elemente eines G-isomorphen Typs J oder fiir keine.
Die Menge aller Eigenschaften, die fiir J gelten, sind die vollstindige Menge der Invarianten fiir J .

Mann kann all diese Begriffe auch auf Relationen iiber /C fortsetzen.
Definition: G* = { [ « TR | f bijektiv} ist die Gruppe der rekursiven Permutationen

Zwei Mengen ACN und BcN heiBien rekursiv isomorph (im Zeichen A = B), wenn A = g« B.
G*-isomorphe Typen heilen rekursiv isomorphe Typen. Rekursive Invarianz ist G*-invarianz.

Die Begriffe gelten analog fiir Mengen von Tupeln, Relationen und auch fiir Funktionen (die man ja als
Mengen betrachten kann). Nahezu alle Konzepte, die wir im Laufe des Seminars diskutieren werden, sind
rekursiv invariant. Beispiele auf Seite 52.



Satz: Zwei partielle Funktionen f und g sind rekursiv isomorph, wenn f = h=togoh fiir ein h e G*.
Beweis Ist f =g, dann gilt g=h(f) fir ein heG*, d.h. {(z,g(x)) | veN} = {h(z, f(2)) | zeN} =

{(h(2),h(f(2))) | zeN} = {(a,h(f(h " (x)))) | 2N}, also g(z) = h(f(h™'(x))) fiir alle zeN
bzw. g = hofoh~!, woraus die Behauptung folgt. O

Ein etwas schwiicheres Konzept als Isomorphie ist Ahnlichkeit
Definition: ¢ cihnelt f, wenn f = h~'togoh/ fiir zwei h, ' € G*.
Auch dies ist eine Aquivalenzrelation, die zu Ahnlichkeitsklassen fiihrt.

Rogers will nun das Konzept der universellen Funktion so verallgemeinern, daf} es rekursiv invariant ist.
Was nicht funktioniert ist eine Definition wie ©» e R ist universell, wenn Y, y.1(x,y) = ©.(y), da die
hierzu isomorphe Funktion 1)’ = h~'ot)0/ nicht mehr universell wiire.

Definition: ) e R(Y ist universell, wenn Vx, y.)(f(z,vy)) = ©.(y) fiir ein f e TR ist.
Satz: Wenn 1 universell ist und h, h' € G*, dann ist 1)’ = h=1oyol’ universell.

Beweis Sei Va,y.9(f(z,y)) = v.(y). Wegen des smn-Theorems gibt es g € TR mit ) = hoy, fir
alle z. Definiere [’(z,y) = h'"'(f(g(z),y)). Dann ist f € TR und fiir beliebige z, y:

(f'(w,y)) = h™logohoh ™ (f(g(x), y)) = htou(f(g(x),y)) = A~ (@e() (y))
= h7H (h(pa(¥))) = @a(y) O
Damit ist Universalitit abgeschlossen unter Ahnlichkeit und insbesondere rekursiv invariant.

5 Entscheidbare und Aufzihlbare Mengen

In diesem Kapitel werden einige Begriffe prizisiert, die bisher implizit genutzt werden. Die meisten sind
aus der Vorlesung TI-2 bekannt.

Definition: Eine Menge A ist rekursiv (oder entscheidbar), wenn x , rekursiv ist

Rekursive Mengen sind abgeschlossen unter Komplement, Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, und Ur-
bild total-rekursiver Funktionen.

Definition: Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar wenn A = () oder A = range(f) firein f e TR

Rekursiv aufzihlbare Mengen sind abgeschlossen unter Vereinigung, Durchschnitt sowie und Bild und
Urbild total-rekursiver Funktionen, aber nicht unter Differenz oder Komplement. Die Zusammenhénge
zwischen den beiden Begriffen sind aus der Vorlesung bekannt.

Satz: A rekursiv = A rekursiv aufzdhlbar
Satz: A rekursiv < A und A rekursiv aufzihlbar

Definition: Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar in nichtabsteigender Reihenfolge,
wenn A = range(f) furein fe TR mit Ve, y x < y= f(x)<f(y)

Definition: Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar in aufsteigender Reihenfolge

wenn A = range(f) firein fe TR mitVz,y x < y= f(x)<f(y)

Satz: A#() rekursiv < A rekursiv aufziihlbar in nichtabsteigender Reihenfolge

Satz: (A rekursiv n A unendlich) < A rekursiv aufzdhlbar in aufsteigender Reihenfolge

Satz: Jede unendliche rekursiv aufzihlbare Menge A hat eine unendliche rekursive Teilmenge

o : . f(0) i=0
Beweis Sei A = range(f) und definiere g : N—N durch g(i) = .
gelf) / 90 = Hontst>atiti) st
Dann ist g € TR streng monoton und B = range(g) unendlich, rekursiv und Teilmenge von A. O

Alle o.g. Konzepte sind rekursiv invariant
Satz: A rekursiv aufzihlbar < Jx.A = domain(p,)
Korollar: A rekursiv aufzihlbar < Jx.A = range(p,)
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Der Beweis wurde in der Vorlesung gefiihrt. Diese Charakterisierung fiihrt zu einer Numerierung rekursiv
aufzihlbarer Mengen.

Definition: 11, = domain(p,)
Korollar: Es gibt f, g, € TR mit range(py(z)) = domain(p,) und domain(py()) = range(es)

Beweis Sei Sei /1 : N°>N definiert durch h(i, j) = { J- #ilj) konvergiert
L sonst

Nach dem smn-Theorem gibt es ein f € TR mit ;) (7) = h(7, 7) fiir alle 7, 5. Es folgt

range(@ruy) = 17 | wi(j) konvergiert} = domain(y;)

Die Konstruktion von g benotigt dovetailing. Bei Eingabe von (i, j) zdhlen wir den Bildbereich von ¢;

auf und testen, ob j darin vorkommt. Dies gibt eine rekursive Funktion A’ : N?—N mit der Eigen-
oo J 3 nt).®i(n) =tapi(n) =

schaft h/(i,7) = | sonst

©ga)(J) = ' (1, 7) fiir alle ¢, j und es folgt domain(py)) = range(p;) O

Nach dem smn-Theorem gibt es ein g € 7R mit

Es gibt noch zwei Varianten dieses Satzes auf Seite 62. In der ersten wird zwischen Bild- und Definiti-
onsbereich umgerechnet und man erhilt totale Funktionen, wenn A nicht leer ist. In der zweiten werden
zusitzlich injektive Funktionen erzeugt, deren Definitionsbereiche /nitialsegmente von N sind. Dies ist in
sich nicht so interessant aber fiir manche Beweise hilfreich.

Die Menge S={i | i edomain(yp;)}={i | i ¢ W;} wird im Buch mit /" bezeichnet. Sie ist rekursiv aufzéhl-
bar aber nicht rekursiv. Der Beweis fiir die Unentscheidbarkeit ist aber sehr elegant.

Beweis Wir nehmen an K sei rekursiv. Dann ist K rekursiv aufzihlbar, also K = Wj fiir ein i. Es folgt
ieK & gpicW,sicKsigK O
Der Begiff der Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit ldf3t sich leicht auf Mengen von Tupeln und Relationen
fortsetzen. Rogers fiihrt hierzu die Standardtupelfunktion (,) ein, die wir aus der Vorlesung zu primitiv-
rekursiven Funktionen kennen. In §5.4 fiihrt er dann Projektionen ein.

Definition: Fiir BCN? heift A = {j | 3i (i, j) € B} Projektion von B (in der ersten Komponente).
Hohere Projektionen und Projektionen in anderen Komponenten sind analog definiert. Der folgende Satz
wurde in der Vorlesung fiir den Spezialfall der Projektion von B in der ersten Komponente definiert und
gilt analog fiir andere Projektionen.

Satz: Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar g.d.w. sie Projektion einer rekursiven Menge B ist.

Satz: Jede Projektion einer rekursiv aufzihlbaren Menge ist rekursiv aufzdihlbar.

Die Projektionssitze sind sehr wichtige Hilfsmittel in vielen Beweisen. Ein weiteres wichtiges Mittel sind
Projektionen, bei denen ein Argument festgehalten wird.

Definition: Fiir BENF, i e N heift A = {(2, .., 24) | (i, 23, .., 74) € B} Sektion von B an der Stelle n.
Jede rekursiv ausfzihlbare Menge 148t sich effektiv als Sektion einer entscheidbaren Menge beschreiben.
Satz: Es gibt eine rekursive Menge ACN® mit der Eigenschaft W; = {j | 3k (i,7, k) € A}.

Beweis Sei A = {(i,7,k) | ®;(j)<k}. Dann ist A rekursivund W; = {j | 3k (i, , k) € A}.

Die AbschluBleigenschaften rekursiver und rekursiv aufzdhlbarer Mengen sind effektiv in folgendem Sinne:
es gibt ein g < TR mit W ;) = W;NIV; und analog fiir die anderen Operationen. Bei den rekursiven
Mengen gilt die Effektivitit in Bezug auf die I/-Indizes, allerdings nicht fiir das Komplement, da wir
sonst K rekursiv aufzihlen konnten.

Anstelle der W-Indizes kann man zur Numerierung der rekursiven Mengen auch die (-Indizes ihrer cha-
rakteristischen Funktionen verwenden (der sogenannte charakteristische Index). Beide Numerierungen
sind partiell. Man kann charakteristische Indizes in W -Indizes umrechnen aber nicht umgekehrt.

Auch fiir endliche Mengen gibt es eine kanonische Aufzdhlung, was wir im folgenden ofter bendtigen
werden. Die konkrete Aufzédhlung ist eigentlich unbedeutend. Die einfachste Form ist eine Art Binér-
Aufzihlung der Elemente in kanonischer Reihenfolge.
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Definition: Der kanonische Index einer endlichen Menge A = {zy, ..z} mit z;<z; fiir i<j ist die Zahl
T = Zle 2%, Die endliche Menge mit dem kanonischen Index = wird mit 1), bezeichnet.

Jede endliche Menge hat einen eindeutigen kanonischen Index und daher ist die Numerierung D total und
bijektiv. Die Kardinalitit von D, kann effektiv bestimmt werden, aber nicht die Kardinalitédt der endlichen
Menge mit dem charakteristischen Index x.

Satz: Es gibt ein [ € TR mit f(x) = |D,| fiir alle x.
Satz: Es gibt kein g € R so daf fiir jede endliche Menge A gilt:
ist p, = X, dann ist x € domain(g) und g(x) = |A|.

Beweis Nach dem smn-Theorem gibt es ein i € T'R mit der Eigenschaft @) (j) = (1) ;{)o(:ziszt) =7

Fiir alle 7 ist op,(;) eine charakteristische Funktion einer endlichen Menge A, die genau ein Element enthilt,
wenn ; (i) definiert ist und sonst keines.

Wiirde g existieren, dann wire goh € TR und goh(i) = { (1) ;;ﬁt -

Damit kann man charakteristische Indizes (und damit auch I¥-Indizes) endlicher Mengen nicht in kano-
nische Indizes umrechnen.

Der letzte Abschnitt betrachtet einwertige Mengen, also Mengen, die Graphen partieller Funktionen be-
schreiben. Die W-Indizes dieser Mengen liefern eine Numerierung der partiell-rekursiven Funktionen.
Allerdings ist die Menge dieser Indizes nicht entscheidbar, ja nicht einmal aufzihlbar. Moglich ist es aber,
fiir einwertigen Mengen mindestens einen Index effektiv zu generieren.
Definition: Eine Menge A ist einwertig, wenn fiir alle x hdchstens ein y mit (z, y) € A existiert. Fiir solche
Mengen ist definiert domain(A) ={x | Jy (x,y)c A}
Satz: Es gibt ein [ € TR so dap3 fiir alle i €N

1. Wy ist einwertig

2. Wi eW;

3. domain(W;)) = domain(1V;)

4. Wi einwertig = Wy = W;
Beweis Es gibt ein g € TR, so dal W; = range(py(;)) fiir alle 4, wobei ¢ ;) auf einem Initialsegment von
N definiert und injektiv ist.
Sei A, = {(z,y) W, | Fj oi(J) = (x,y)n (V7' 0" ©e0)(J") = (x,y) = j<j")}. Per Konstruktion ist
A; rekursiv aufzéhlbar, einwertig (a), eine Teilmenge von W; (b) und hat denselben Domain wie W; (c).
(d) folgt unmittelbar aus (b) und (c). Nach dem smn Theorem gibt es ein f e 7R mit Wy, = A;. [
Der soeben bewiesene Satz ist ein gutesHilfsmittel fiir den Beweis wichtiger Eigenschaften. So kann man
z.B. leicht zeigen, daf} rekursiv-aufzdhlbare Mengen effektiv separiert werden konnen.
Satz: Fiir jedes paar A, B rekursiv aufziihlbarer Mengen gibt es rekursiv aufzihlbarer Mengen A'C A und
B'<B mit AUB = A'UB" und ANB' = ().
Beweis Aufgrund der AbschluBeigenschaften rekursiv-aufzihlbarer Mengen gibt es ein %, so daf}
C = Ax{0}UBx{1} = W,;. Sei C" = Wy, wobei feTR aus dem Einwertigkeitssatz, und h die
durch C” beschriebene partiell-rekursive Funktion. Dann gilt h(i) = 0=ic A und h(i) = 1 = i< B. Wir
wihlen A’ = h~1(0) und B’ = h~!(1). Dann folgt A’A und B'cB, A’‘NB’ = () wegen der Einwertigkeit
und AUB = A’'UB’ wegen Teil (c) des Einwertigkeitssatzes. O
Satz: Es gibt ein g €'R, so dap fiir alle 1 € N

1. g(i) konvergiert < 3j € W; W;#0

2. g(i) konvergiert = g(i) e W; AWy #0
Beweis Sei A = {(i,7) | jeW; n\W,;#£0} = {(i, ) | 3z j e W; nxeW;}. Aufgrund des Projektionssatzes
ist A rekursiv aufzihlbar. Mithilfe des Einwertigkeitssatzes konnen wir nun ein einwertiges A’CA und
hieraus die partiell rekursive Funktion g €’ R konstruieren, die per Konstruktion die gewiinschten Eigen-
schaften hat. U



6 Reduzierbarkeit

In diesem kurzen Kapitel gibt Rogers eine Ubersicht iiber das Konzept der Reduzierbarkeit als solches.
Probleme werden, wie in der Vorlesung als Mengen von Zahlen beschrieben und ein Problem gilt als
losbar wenn diese Menge entscheidbar ist. Fiir die Untersuchung der Abstufungen von Unldsbarkeit
miissen die unlésbaren Mengen in Aquivalenzklassen unterteilt werden. Dazu dient das Konzept der Re-
duzierbarkeit.

Wir werden in den folgenden Kapiteln mehrere mogliche konkrete Definitionen kennnenlernen. All diesen
ist gemeinsam, dal} ein Problem auf ein anderes reduzierbar ist, wenn eine Losung des anderen zu einer
Losung des Originalproblems fiihrt. Hierzu gibt Rogers auf Seite zwei informale Beispiele.

Wir kiirzen reduzierbarkeit immer als A<, B ab, wobei der Index r die Art der Reduzierbarkeit kennzeich-
net. Aus der Vorlesung kennen wir Reduzierbarkeit unter einer berechenbaren totalen Funktion — was in
Kapitel 7 als m-reduzierbar bezeichnet wird — und polynomielle Reduzierbarkeit, was wir in diesem Se-
minar nicht weiter betrachten. Alle Reduzierbarkeitsrelationen sind reflexiv und transitiv und rekursiv
invariant, also invariant unter berechenbaren Bijektionen. Sie fiihren zu einer Aquivalenzrelation A=,B,
definiert als A<,B r B<,A. <, liefert damit auch eine partielle Ordnung auf diesen Aquivalenzklassen,
die im Endeffekt ihren “Schwierigkeitsgrad” vergleicht. Die Aquivalenzklassen werden auch als Grade
der Unlésbarkeit bezeichnet. Das liegt daran, daB alle interessanten Aquivalenzklassen Klassifizierungen
rekursiv-aufzdhlbarer Mengen oder noch komplizierter Mengen charakterisieren und die entscheidbaren
Mengen im Endeffekt immer nur eine Aquivalenzklasse bilden. Man kann also die Ordnung auf diesen
Aquivalenzklasse immer als “hat einen hoheren Grad der Unlésbarkeit” ansehen.

Der Fokus des Buches wird auf der Untergliederung der rekursiv-aufzéhlbaren Mengen liegen, die bis jetzt
die erste Stufe der UnlOsbarkeit beschreiben, aber eigentlich sehr verschieden schwere Mengen enthalten.
Dieser Aspekt ist fiir viele Anwendungen, z.B. in der Logik interessant. Auch jenseits rekursiv-aufzihlba-
rer Mengen kann man noch Abstufungen vornehmen, die charakterisieren, wie schwierig Probleme sein
konnen, die nicht einmal aufzihlbar aber immer noch leichter als andere sind.

Dabei wird inspesondere das Konzept der Vollstidndigkeit wichtig, das wir in der Vorlesung nur im Rahmen
der N'P-Vollstindigkeit kennengelernt haben. Die Definition ist im Prinzip dieselbe. Eine Menge A ist
vollstindig beziiglich <., wenn sie selbst rekursiv aufzéhlbar ist und jede andere r.a. Menge B auf A
reduziert werden kann. In dem Sinne haben vollstindige Mengen den grofiten Grad der Unlosbarkeit. Aus
der Definition folgt auch sofort, daB3 zwei vollstindige Mengen dquivalent sind und daf jede r.a. Menge,
auf die eine vollstindige Menge reduzierbar ist, ebenfalls vollstdndig ist. All dies kennen wir in d@hnlicher
Form fiir N"P-vollstindige Mengen.

Das Halteproblem H = {(i,n) | neW;} muB vollstindig sein, denn jede fiir jede r.a. Menge B = W;
gilt x € B genau dann, wenn (i, x) € H und somit haben wir eine Reduktion von B auf H, ohne daB es
nennenswert Formalia bedarf.

7 1- und m-Reduzierbarkeit, Kreative Mengen

Dieses Kapitel widmet sich der Reduzierbarkeit, die wir aus der Vorlesung kennen (die sogenannte m-
Reduzierbarkeit), sowie eine injektive Variante davon.

Definition: A ist 1-reduzierbar auf B (A<, B), wenn es eine injektive total-rekursive Funktion f gibt mit
A= f"YB)(dhVzzeAs f(x)eB).

Definition: A ist m-reduzierbar auf B (A<,,3), wenn es ein f e TR gibt mit A = f~!(B).

Wenn man genau sein will sagt man auch A ist reduzierbar auf B via f. Man beachte, da$3

A = f~Y(B) #quivalent ist zu y , = x,°/, woraus direkt gewisse AbschluBeigenschaften folgen.



1. <y und <,, sind reflexiv und transitiv
2. < impliziert <,
3. A<|B= A<\B und A<,,B= A<,,B
4. A<,,B und B entscheidbar (bzw. r.a) = A entscheidbar (bzw. r.a) und analog fiir <,
Definition: A= B=A<,BrB</A, A=, B=A<,BArB<,A
=, und =,, sind Aqulvalenzrelatlonen, deren Klassen /-Grade bzw. m-Grade genannt werden. Grade,
die eine entscheidbare Menge enthalten, bestehen nur aus entscheidbaren Mengen und das gleiche gilt fiir
r.a. Mengen. Man spricht daher auch von rekursiven Graden bzw rekursiv-aufzihlbarenen Graden.
Fiir den Beweis des nichsten Theorems brauchen wir den Begriff der disjunktion Summe (join).
Definition: A+B = {22 | 1 A}U{22+1 | x € B}
Aus dieser Definition ergibt sich, da A<, A+ B via Az.2x und B<,, A+ B via Ax.2z+1 gilt. Damit ist
A+B in der <,,,-Ordnung eine obere Schranke von A und B. Aullerdem gilt: wenn A<, ,C via f und
B<,,C via g, dann ist A+B<,,C' via h fiir die Funktion h mit h(2z) = f(z) und h(22+1) = g(z), d.h.
A+ B ist die kleinste obere Schranke.
Satz:
1. Es gibt zwei unentscheidbare Mengen, die beziiglich <,,, und <, unvergleichbar sind.
2. A<,,B impliziert nicht A<,,B
3. m-Reduzierbarkeit ist ein Halbverband mit (eindeutigem) Supremum. Das Supremum zweier rekursiv-
aufzdhlbarer Grade ist rekursiv-aufzihlbar.
Beweis - - -
1. Als Beispiel wihle man K und K. Da K nicht r.a. ist, kann K<, K nicht gelten und nach obigem
Satz (3) auch nichtK <, K.
2. Als Gegenbeispiel wihle man A = B = K
3. Fiir eine Menge X sei d(X ) der m-Grad von X. Die Grade sind partiell geordnet und fiir je zwei
Grade d(A) und d(B) ist d(A+B) das Supremum. O

7.1 1-/m-vollstandige Mengen

Definition: Eine Menge ACN ist /-vollstindig, wenn A r.a. ist und B<, A fiir jede r.a. Menge B gilt.
Definition: Eine Menge ACN ist m-vollstindig, wenn A r.a. ist und B<,, A fiir jede r.a. Menge B gilt.
Satz: H = {(i,n) | ne W;} ist I-vollstindig

Beweis H = {(i,n) | 3t.®;(n)<t} ist nach dem Projektionssatz r.a. Ist B r.a., dann gibt es ein i mit
B = W; und z € B genau dann, wenn (i, x) € H. Also B<{ H via \x.(i, =) O
Satz: K = {i | i €W} ist I-vollstindig

Beweis K ist wie H r.a. Wir zeigen H <, K. Dafiir zeigen wir H <,, K und modifizieren dann die Reduk-
1 pi(n) konvergiert

tionsfunktion. Nach dem smn-Theorem gibt es ein f € 7R mit ¢ 703, n) (x) = { 1 sonst

Es folgt (i,n) e H < f(i,n) e K, da Pli,n) nicht von der Eingabe abhingt.

Um f injektiv zu machen, verwenden wir eine Technik namens padding, mit der wir schrittweise groBBere
Godelnummern derselben Funktion konstruieren. Es gibt eine Funktion ¢ € TR mit ¢, (i,j) = i fiir alle
Y

j und t ist injektiv in j. Wir konstruieren eine Funktion t' € TR durch ¢'(0)=t(0) und (fiir 0<(i, j))

t'(i,7) = t(i, p.[t(i, z)#t (k) fiir alle k<(i, j)]). Dann ist ¢’ injektiv und Puli ) = Pi fiir alle 5.
Sei f" = Ax.t'(f(x), x). Dannist f’ injektiv und @/ (,) = Pol(f(x),2), ) = PI@ und somit
(i,nye H< f'(i,n) e K, also H<, K via f’. O

Korollar: K = H



Der obige Beweis wirft einige Fragen auf: Sind [-Vollstindigkeit und m-Vollstindigkeit identisch?, Ist
Jjede nichtentscheidbare, r.a. Menge m-vollstindig? Sind <, und <,,, auf nichtentscheidbaren, r.a. Menge
identisch? Die letzten beiden Fragen werden in Kapitel 8 negativ beschieden. Um zu zeigen, dal} die erste
Frage tratsidchlich eine positive Antwort hat, brauchen wir ein Lemma tiber Mengen mit m-Grad tiber K.
A—-D, 0#D,cA

A—D, 0#D,cA "
Beweis Es sei K<,, A via f. Dann ist f(K) unendlich, da ansonsten K = f~!(f(K)) entscheidbar wiire,
und es gibt ein f' € TR mit f(K) = range(f’).

Lemma: Wenn A ra. und K<,, A gilt, dann gibt es ein g € TR mit g(x) € {

Da Araist, gibtes ein h e TR mit @p, (i) = { L (f()) €Den DoNA=0) v DNAFD

1 sonst
Wir definieren g(x) = { ;’((h/fj?’(z) #D,]) fézg)) Dy Dann ist g€ 7R und g(x) ¢ D, fiir alle x.

Sei 0#D,cA. Dann ist Wj,y=N, also h(z) € Wy, (y), d.h. h(x) € K und damit g(x)=f(h(z))  f(K)cA.
Sei 0#D,cA. Dann ist Wy=/f"'(D,) und h(z) ¢ f~*(D,), denn andernfalls wire f(h(z))eD, und
h(z) Wiy, h(z) e K, f(h(z)) e A, also D,NA#D. Es folgt h(z)e K und wegen h(z) ¢ f~'(D,) auch
g(2)=f (h(x)) < J(K)cA O
Satz: A m-vollstindig < A I-vollstindig

Beweis Die < -Richtung ist trivial. Fiir die Gegenrichtung nehmen wir ann, dal A m-vollstindig ist, also
insbesondere K'<,, A via einem f gilt und zeigen unter Verwendung der obigen Funktion ¢, da K <A
gilt. Aus der 1-Vollstindigkeit von K folgt dann die von A.

Dazu definieren wir eine Funktion f” durch f/(0) = f(0) und f'(n+1) = f(n+1), falls f(n+1) neu ist
(dh. f(n+1)¢{f'(0),..f(n)}). Ansonsten sei xy so daB D,, = {f(n+1)}. Wenn g(z¢) neu ist, setze
J'(n+1) = g(z). Ansonsten sei z1 so daB D,, = {f(n+1), g(xo)}. Wenn g(x;) neuist, setze f'(n+1) =
g(xy). etc. nach spitestens n+1 Schritten haben wir mit diesem Prozess einen neuen Wert fiir f'(n+1)
gefunden und damit ist f’ € 7R injektiv.

Per Konstruktion gilt 0 ¢ K < f/(0) € A (wegen K<,,Avia f)und n+1e K < f'(n+1)ec A (= per Kon-
struktion, = ebenso iiber das Komplement), also insgesamt K <; A via f’. O

7.2 Produktive und Kreative Mengen

Die Tatsache, daB K = {i | i¢W;} nicht r.a. ist, 1dBt sich — dhnlich wie beim zweiten Godelschen
Unvollstiandigkeitssatz — auf eine sehr konstruktive Weise eindrucksvoll demonstrieren. Per Definition
muB fiir jede r.a. Teilmenge W, von K die Zahl x selbst in K — W, liegen. Der Index produziert also
einen konstruktiven Beweis, warum K nicht diese r.a. Menge sein kann. Mengen mit dieser Eigenschaft
nennt man produktiv. Die folgende Definition gibt eine rekursiv invariante Formulierung des Begriffs.
Definition: A ist produktiv, wenn es ein f € R gibt mit Vo W,CA = x e domain(f)r f(z)e A — W,.

f heiBt produktive Funktion fiir A

Definition: A ist kreativ, wenn A r.a. und A produktiv ist.

Die Menge K ist, wie oben demonstriert, kreativ. Ein weiteres Beipiel ist die Menge der Indizes total
rekursiver Funktione, die wir in der Vorlesung per Diagonalisierung als nicht r.a. bewiesen hatten. Dieser
Beweis liefert eine produktive Funktion.

Satz: TR = {ip; € TR} ist produktiv
Beweis Es sei W,CT R und f € TR mit W,=range (¢ () fiir alle z und ¢, total, falls W, 7(. Dann gibt
1 (I)f(x) (0) >n

es nach dem smn Theorem eine Funktion g € 7R mit ¢\ (n) = .
’ ) = o, (4L By (0)=no<n

Falls W, =0 ist, dann ist ¢ (. (0) undefiniert, also @,(,)(n) = 1 fiir alle n und damit g(x) e TR = TR—W,.
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Andernfalls ist ¢, total und gibt es ein ng mit @ ¢, (0)=ny. In diesem Fall nimmt ©g(z) flir alle 7 an der
Stelle i+ng den Wert ¢, (i) (i+no)+1an. Da @y, (i) e W,CT R ist, ist P (i) total und damit ;) an
jeder Stelle definiert, also g(x) €T R.

Wir nehmen an g(z) = z fiir ein 2z € W,.. Wir wissen, daB ¢y (,)(i) = z fiir ein i und daB ¢, i) = ¢-
total ist. Wir betrachten ¢, (i+no). Da g(z) = 2 ist, folgt @y (i+n0) = ©.(i4+n0) = Py, ) (i+1n0).
Per Konstruktion ist aber ¢z (i+n0) = ¢y, (i) (i+70)+1. Da @, total ist, ist dies ein Widerspruch.

Damit ist g(x) ¢ W, also insgesamt g(x) e TR — W,.. O
Satz: A produktiv = A nicht r.a.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

Satz: A produktiv n A<,,B = B produktiv

Beweis Sei f die produktive Funktion fiir A und A<,,B via g. Da die AbschluBeigenschaften von r.a.
Mengen effektiv sind, gibt es ein h € TR mit W,y = g~ (IW,). Es folgt
w,cB = Wh(x) = g_l(Wx)QA
= h(z) e domain(f) r f(h(x)) e A — Wi
= h(z) e domain(gof) ng(f(h(x))) € B = g(Wh(w) = Wo
Damit ist go foh die produktive Funktion von B 0J

Die Tatsache, daf} sich Produktivitit nach oben vererbt, erleichtert Beweise fiir Produktivitiat. Wir hitten
statt des Diagonalbeweises nur K <,,T'R zeigen miissen, um zu beweisen, dal 7'R produktiv ist.

Korollar: A kreativ = A unentscheidbar

Korollar: A kreativ n A<,,B = = B produktiv

Korollar: A m-vollstindig = A kreativ

Warum dies Korollare sind, 16t sich mit kurzem Resiimieren der bisherigen Erkenntnisse herausfinden.
Satz: Jede produktive Menge hat eine unendliche rekursiv-aufzihlbare Teilmenge

Beweis Sei g die produktive Funktion von A. Da die AbschluBleigenschaften von r.a. Mengen effektiv
sind, gibt es ein f € TR mit Wf(i,j) = W;UWj, ein he TR mit W,y = {z}, und ein z¢ mit W,, = 0.
Wir definieren eine Funktion & durch k(0) = zo und k(n+1) = f(h(g(k(n))), k(n)). Dann ist ke TR
und Wi = 0cA und Wigg1) = Wi ) UWiin) = Wiy U{g(k(n)) A, wobei g(k(n)) € A — Wi.
Damit ist die Funktion gok eine injektive Aufzidhlung einer Teilmenge von A, die r.a. und unendlich ist. [J
Korollar: Jede produktive Menge hat eine unendliche rekursive Teilmenge

Hier steht noch einiges auf Seite 91ff wozu ich nicht kommen werde. Die Beweise dauern zu lange.

Satz: Jede produktive Menge hat eine total-rekursive produktive Funktion

Beweis Erweiterung der obigen Methode, siehe Seite 92 0
Definition: A ist vollstindig produktiv, wenn es ein f € TR gibt so daB fiir alle x gilt f(x) W, — A oder
f(z)e A —W,A.

K ist vollstindig produktiv mit A\z.x
Definition: A ist semi-produktiv, wenn es ein f e R gibt mit Vo W,CA = x € domain(f) nWoc Wy, CA.
Definition: A und B sind rekursiv trennbar, wenn es eine entscheidbare Menge C' gibt mit ACC' n BEC'
B sind effektiv untrennbar, wenn es ein f € R gibt mit o
(ASW; A BEW; A\W;NW;=0) = (i, j) € domain(f) /\M/f<z-7j> eW;NW;
Satz:

1. Wenn A und B effektiv untrennbar sind, dann sind sie nicht rekursiv trennbar.

2. Sind A und B effektiv untrennbar, disjunkt und r.a., dann sind beide Mengen kreativ

3. Es gibt A und B, die effektiv untrennbar, disjunkte und r.a. sind.
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Beweis
1. Ubung
2. Ubung
3. Wihle A = {i | ¢;(i) =0} und B = {i | ¢;(i) = 1} ... Rest auf Seite 94 O

7.3 1-Aquivalenz und Rekursive Isomorphie

Es hat sich herausgestellt, daB 1-Aquivalenz und Rekursive Isomorphie (Aquivalenz unter rekursiven Bi-
jektionen) dasselbe sind. Dieser Satz, der 1955 von Myhill gezeigt wurde, hat einen sehr technischen
Beweis, den ich vorerst auslasse.

Satz: A=B < A=,B

7.4 Zylinder

Zylinder dienen dazu, die 1-Unterstruktur von m-Graden aufzufichern.
Definition: A ist ein Zylinder, wenn A= BxN = {(i,j) | ie B, j N}

Man beachte, dall Rekursive Isomorphie anstelle von Gleichheit gewihlt wurde, um rekursive Invarianz
des Begriffs zu erreichen

Satz:

1. A<;AxN

2. AxXN<L,A

3. A Zylinder & (VB B<,,A= B<,A)

4. A<,,B< AxN<;BxN

5. AZylinder & AxN</A & A=AxN
Beweis

1. A<;AxNvia Az.(x,0)
2. AxN<,, A via m;
3. =:Sei A=CxNund B<,,A. Dann B<,,C via f, also B<,,CxN via Az.(f(x), z), dh. B A.
«<:Sei (VB B<,,A= B<;A). Wegen AXN<,, A gilt AXxN<; A also A=;AxN.
Nach dem Satz von Myhill ist A = AxN Zylinder.
4. =:Sei A<,,B, dann AxN<,,A<,,B<;BxNund mit (3) AxN<; BxN
< :Sei AXxN<;BxN, dann A<;AxN<;BxN<,,B
5. Folgt direkt aus (1) — (4) ]

Eine wichtige Konsequenz aus (3) ist, daB /< ein Zylinder ist (steht so nicht in Rogers), da K 1-vollstindig
istund aus B<,,, K folgt, da} B r.a. ist.

A—-D, 0#D,cA
A—D, 0#D,cA "
Beweis Analog zum Beweis des entsprechenden Lemmas fiir X U

Satz: A Zylinder < es gibt ein g TR mit g(x) {

7.5 Logikanwendungen

Dieser Abschnitt diskutiert den Zusammenhang zwischen Godel’s Unvollstindigkeitstheorem und Produk-
tivitdt. Er gibt eine Einfiihrung — die eigentlichen Aussagen kommen spdter im Buch
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