Theoretische Informatik Il

Einheit 6.3

N P-vollstandige Probleme

1. Logische Probleme
2. Graphbasierte Probleme

3. Scheduling Probleme



METHODIK FUR NACHWEIS VON N P-VOLLSTANDIGKEIT I

Direkter Beweis ist zu aufwendig
— Wirde explizite Codierung beliebiger NTMs erfordern
—VerwendeL e N'PC < LeNP A 3L eNPC. L', L
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METHODIK FUR NACHWEIS VON N P-VOLLSTANDIGKEIT I

Direkter Beweis ist zu aufwendig
— Wirde explizite Codierung beliebiger NTMs erfordern
—VerwendeL e N'PC < LeNP A 3L eNPC. L', L

1. Zeige L e N'P:
a) Beschreibeyelchen losungsvorschladie OTM generiert

b) Beschreibewie Losungsvorschlag deterministisgberpiift wird
Cc) Zeige, dal} daBrufverfahren polynomielist

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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METHODIK FUR NACHWEIS VON N P-VOLLSTANDIGKEIT I

Direkter Beweis ist zu aufwendig
— Wirde explizite Codierung beliebiger NTMs erfordern
—VerwendeL e NPC < LeNP A IL e NPC. L' L

1. Zeige L e N'P:
a) Beschreibeyelchen losungsvorschladie OTM generiert
b) Beschreibewie Losungsvorschlag deterministisgberpiift wird

Cc) Zeige, dal} daBrufverfahren polynomielist

2.Zeige AL e N'PC. L'< L:
d) Wahle einahnlichespekannt\/’P-vollstandiges Problen

e) Beschreib&@ransformationsfunktiorf, welche Eingabeiiber dem
Alphabet>” fur L' in Worteruber dem Alphabetiir . umwandelt

f) Zeige furallex e¥*: zvel/ & f(x)elL (d.h. L' = f71(L))
g) Zeige, dal¥ in polynomieller Zeit berechnaterden kann

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 1




ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {kl, Lk, | ki=zi1 v 2o v zis Mit Zij € {xl, X1, I‘n,l‘_n}
A Jay, ..a, €{0,1}. Vj<m. a4, ..a, erfullt &; }
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ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {kl, Lk, | ki=zi1 v 2o v zis Mit Zij € {.I‘l, X1, .I‘n,l'_n}
A Jay, ..a, €{0,1}. Vj<m. a4, ..a, erfullt &; }

1.Zeige3SAT e NP:
— Wie SAT < N'P: Rate Belegungler Variablen undverte Klauseln aus
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ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {]{1, Lk, | ki=zi1 v 2o v zis Mit Zij € {5131, X1, £Cn,.iE_n}
A Jay, ..a, €{0,1}. Vj<m. a4, ..a, erfullt &; }

1.Zeige3SAT e NP:
— Wie SAT < N'P: Rate Belegungler Variablen undverte Klauseln aus

2.ZeigeSAT <, 3SAT: 'Satz 10.15)
e) Normalisierungder Klauselnk,, ..k, uberzy, ..x,,.
Ersetze Klausel; durcheaquivalente Menge von Dreierklauseln
- Ersetze einelementige Klauselh; = 2 durch zvz vz
- Ersetze zweielementige Klauséin= z vz’ durch z vz vz’
. Ubernehme dreielementige Klauseln uraratert
- Ersetze Klausel; = z; vz, v.. vz; durchy-2 neue Klauseln mit neuen

Variableny, ;: (z1vzavyii) A (Wiivesvyia) Ao A (Ui—3V2j—1VZj)
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ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {]{1, Lk, | ki=zi1 v 2o v zis Mit Zij € {5131, X1, £Cn,.iE_n}
A Jay, ..a, €{0,1}. Vj<m. a4, ..a, erfullt &; }

1.Zeige3SAT e NP:
— Wie SAT < N'P: Rate Belegungler Variablen undverte Klauseln aus

2.ZeigeSAT <, 3SAT: 'Satz 10.15)

e) Normalisierungder Klauselnk,, ..k, uberzy, ..x,,.
Ersetze Klausel; durcheaquivalente Menge von Dreierklauseln

- Ersetze einelementige Klauselh; = 2 durch zvz vz
- Ersetze zweielementige Klauséin= z vz’ durch z vz vz’
. Ubernehme dreielementige Klauseln uraratert
- Ersetze Klausel; = z; vz, v.. vz; durchy-2 neue Klauseln mit neuen
Variableny, ;: (z1vzavyii) A (Wiivesvyia) Ao A (Ui—3V2j—1VZj)
f) k; erfullbar genau dann wennormalisierte Klauselmenge éaifbar
Fur die Transformatiorf gilt: VF. F e SAT < f(F)ec3SAT
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ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {]{1, Lk, | ki=zi1 v 2o v zis Mit Zij € {5131, X1, £Cn,.iE_n}
A Jay, ..a, €{0,1}. Vj<m. a4, ..a, erfullt &; }

1.Zeige3SAT e NP:
— Wie SAT < N'P: Rate Belegungler Variablen undverte Klauseln aus

2.ZeigeSAT <, 3SAT: 'Satz 10.15)

e) Normalisierungder Klauselnk,, ..k, uberzy, ..x,,.
Ersetze Klausel; durcheaquivalente Menge von Dreierklauseln

- Ersetze einelementige Klauselh; = 2 durch zvz vz
- Ersetze zweielementige Klauséin= z vz’ durch z vz vz’
. Ubernehme dreielementige Klauseln uraratert
- Ersetze Klausel; = z; vz, v.. vz; durchy-2 neue Klauseln mit neuen
Variableny, ;: (z1vzavyii) A (Wiivesvyia) Ao A (Ui—3V2j—1VZj)
f) k; erfullbar genau dann wennormalisierte Klauselmenge éaifbar
Fur die Transformatiorf gilt: VF. F e SAT < f(F)ec3SAT
g) Normalisierung der Klauselnaglich in polynomieller Zeit
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DAs CLIQUEN PROBLEM 1ST N'P-VOLLSTANDIG I

CLIQUE ={(G,k)| G=(V, E)Graph » AV.cV.|V.|>k A V. Clique inG }
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DAs CLIQUEN PROBLEM 1ST N'P-VOLLSTANDIG I

CLIQUE ={(G,k)| G=(V, E)Graph » AV.cV.|V.|>k A V. Clique inG }

1. ZeigeCLIQUE e N'P:

a) Rate ein&Knotenmengé/.cV
b/c) Prufe |V.|>k maximal|V,| Schritte
Prife: Vo#£u eV, {v,v'} e E maximal|V,|* « |E|<|V|* Schritte
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DAs CLIQUEN PROBLEM 1ST N'P-VOLLSTANDIG I

CLIQUE ={(G,k)| G=(V, E)Graph » AV.cV.|V.|>k A V. Clique inG }

1. ZeigeCLIQUE e N'P:
a) Rate ein&Knotenmengé/.cV
b/c) Prufe |V.|>k maximal|V,| Schritte
Prife: Vo#£u eV, {v,v'} e E maximal|V,|* « |E|<|V|* Schritte
2.2eige3SAT <, CLIQUE:
— Gegebent’ = (ky, ..., ky,) Mitk; = zj; vziovzis und z; e{xy, ..., 7, }
— Konstruiere Graphefy, := (V, E) mit
= {v;; | 1<e<m, 1< <3} und E = { {vij, vpp} | i3 n2ij7# 207 }
e) Setzef( ) = (Gp,m)
fy Dann gilt F € 3SAT < f(F)cCLIQUE (Beweis folgt)
g) f istin polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kﬁQ,kﬁg) mit ki=xivXsvxy kea=T1Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

Vo= {v;; | 1<i<m, 1<5<3}
E = { {Uz'j, Ui’j'} ‘ Z%Z,/\ZU#T’]’}
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kﬁQ,kﬁg) mit ki=xivXsvxy kea=T1Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

Vo= {v;; | 1<i<m, 1<5<3}

k]_ E = { {wij, vip } [ i3 nzig#Ziyr} k2
o TT
Too 2
- 2

o o —
ks T1 T2 L3
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit klzwl VI VI3 ]{32=$_1\/5132 VT4 kgzazl VI VI3

Vo= {v;; | 1<i<m, 1<5<3}

k]_ E = { {wij, vip } [ i3 nzig#Ziyr} k2
T3 1
Too 2
- T4

S o o
ks T1 T2 L3
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit klzwl VI VI3 ]{32=$_1\/5132 VT4 kgzazl VI VI3

Vo= {v;; | 1<i<m, 1<5<3}

k]_ E = { {wij, vip } [ i3 nzig#Ziyr} k2
T3 o1

T2\ ML)

N .

1° T4

S ®
ks 1 L2 L3
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit klzwl Vo VI3 k‘,2=$_1\/332 VT4 kgzml VLo VI3

Vo= {v; | 1<i<m, 1<5<3}
I{Zl E = { {vij, vy } |17 n 27705} ]{:2
T 3N &2

T3 \\\\"/”i

C1319‘
N
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit klzwl VI VI3 k‘,2=$_1\/332 VT4 k‘,3=$1 VI VI3

Vo= {v; | 1<i<m, 1<5<3}
k1 E = { i, vy} |40 0215775} ko
&3

L3
i /
T3 \\\\"/”i

C1316‘
N

ks T1 T2 T3

Gibt es in dem Graphen eine 3-Clique?
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit klzwl VI VI3 ]{32=$_1\/5132 VT4 kgzazl VI VI3

Vo= {v;; | 1<i<m, 1<5<3}

k]_ E = { {wij, vip } [ i3 nzig#Ziyr} k2
TS T2
- 7

¥ ¥
ks 1 L2 L3

Gibt es in dem Graphen eine 3-Clique?
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KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION 3SAT—CLIQUE I

Gegebent' = (ky, ..., ky,) mitk; = z;1 vzio vz und 2 e{xy, ..., 7, }
Setzef(F') .= (Gp,m) mit G := (V, E), wobei
V = {U@j ‘ 1§z§m, 1§]§3} Und E = { {Ui‘j,vi/j/} ‘ z;«éz’Azm#W}

Es seil' <« 35 AT'. Dann gibt es eine diflende Belegung de;;
— Wahle aus jeder Klausél ein Literal mit dem Wert 1
— Dann bilden dieugeldrigen Knoten einen-Cliguein Gg

Alsogilt f(F)eCLIQUFE

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION 3SAT—CLIQUE I

GegeberF = (k‘l, e km) mit k; = zi1 V2V 23 und Zij E{:Cl, ,l’_n}
Setzef(F') .= (Gp,m) mit G := (V, E), wobei
V = {U@j ‘ 1§z§m, 1§]§3} Und E = { {Ui‘j,vi/j/} ‘ z;«éz’Azm#W}

Es seil' <« 35 AT'. Dann gibt es eine diflende Belegung de;;

— Wahle aus jeder Klausél ein Literal mit dem Wert 1

— Dann bilden dieugeldrigen Knoten einen-Cliguein Gg

Alsogilt f(F)eCLIQUFE

Sei umgekehrf(F)eCLIQUFE

— Dann hatGy einem-Clique V,, d.h{v;;, vy} € ' fur allev;j#vy €V,

— Per Konstruktion voriy entralt V. fur jedes: genau einen Knoten;
und fur je zweil Knoterv;;, vy €V, gilt z;;#Z5

—Belegen aller zw;; < V.. gelbrigenz;; mit 1
Ist widerspruchsfrei imglich und ertillt alle Klauselnk;

Also qgilt FF 35S AT

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 5 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION 3SAT—CLIQUE I

Gegebent' = (ky, ..., ky,) mitk; = z;1 vzio vz und 2 e{xy, ..., 7, }
Setzef(F') .= (Gp,m) mit G := (V, E), wobei
V = {U@j ‘ 1§z§m, 1§]§3} Und E = { {Ui‘j,vi/j/} ‘ z;«éz’Azm#W}

Es seil' <« 35 AT'. Dann gibt es eine diflende Belegung de;;
— Wahle aus jeder Klausél ein Literal mit dem Wert 1
— Dann bilden dieugeldrigen Knoten einen-Cliguein Gg
Alsogilt f(F)eCLIQUFE
Sei umgekehrf(F)eCLIQUFE
— Dann hatGy einem-Clique V,, d.h{v;;, vy} € ' fur allev;j#vy €V,
— Per Konstruktion voriy entralt V. fur jedes: genau einen Knoten;
und fur je zweil Knoterv;;, vy €V, gilt z;;#Z5
—Belegen aller zw;; < V.. gelbrigenz;; mit 1
Ist widerspruchsfrei imglich und ertillt alle Klauselnk;
Also qgilt FF 35S AT
J

3SAT<,CLIQUE
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DAS VERTEX COVER PROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

VC ={(G,k)|G Graph » V'V, |[V'|<k » V' Knoteruberdeckung vour }
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DAS VERTEX COVER PROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

VC ={(G,k)|G Graph » V'V, |[V'|<k » V' Knoteruberdeckung vour }

1. ZeigeVC e N'P:
a) Rate einé&Knotenmengéd/’'cV/
b) Piufe |[V'/|<k maximal|V’| Schritte
Prife:V{v,v'} e E. veV/ v eV’ maximal|V’| « | E|<|V|* Schritte
c) Gesamte Anzahl der Schritte istdn |1/ |?)
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DAS VERTEX COVER PROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

VC ={(G,k)|G Graph » V'V, |[V'|<k » V' Knoteruberdeckung vour }

1. ZeigeVC e N'P:

a) Rate einé&Knotenmengéd/’'cV/

b) Piufe |[V'/|<k maximal|V’| Schritte
Prife:V{v,v'} e E. veV/ v eV’ maximal|V’| « | E|<|V|* Schritte
c) Gesamte Anzahl der Schritte istdn |1/ |?)
2. ZeigeCLIQUEngC: (vgl. Einheit 6.2)
e) Es istV, eine Clique inG = (V, F)
& Yo, v’ eV v = {v,v'} e E (Definition)
= V{”U, ”U/} ¢F. ”U#”U’ =veV. v v ¢ V. (Kontraposition)
= V{”U, ”U/} ceFC ve V—VC v v e V—VC (Positive Formulierung)

< V-V, Knoterilberdeckung des Komplementgrapli¢a-(V, £
Setzef (G, k) .= (G, |V|—k)

f)y Esfolgt (G, k) cCLIQUE < f(G,k)eVC

g) f ist in polynomieller ZeitO(|V'|?) berechenbar
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GERICHTETER HAMILTONSCHER KREIS (DHC)
AUSGANGSPUNKT FJR BEWEIS DERNP-VOLLSTANDIGKEIT VON TSP

DHC = { G| G=(V, F) gerichteter Graph
A Je=(vi,, ..vi,,). ¢ Hamiltonscher Kreis ir7 }

Directed Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem

gerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?

— Kreis, der jeden Knoten vo@@ genau einmal béihrt

— Beschrieben als Liste disjunkter Knoten,, .., v; ;. ) mit (v;;, v;,, ) € E
und (Ui|V|’ %) ek
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GERICHTETER HAMILTONSCHER KREIS (DHC)
AUSGANGSPUNKT FJR BEWEIS DERNP-VOLLSTANDIGKEIT VON TSP

DHC = { G| G=(V, F) gerichteter Graph
A Je=(vi,, ..vi,,). ¢ Hamiltonscher Kreis ir7 }

Directed Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem

gerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?

— Kreis, der jeden Knoten vo@@ genau einmal béihrt

— Beschrieben als Liste disjunkter Knoten,, .., v; ;. ) mit (v;;, v;,, ) € E
und (Ui|V|’ 2)2'1) ek

1.Zeige DHC e N'P:
a) Rate Zyklugv;,, .., v; )
b) Piiife ob aIIe(fuZ-j, ”ij+1) und(v;, , v;,) Kanten ausy sind
c) Anzahl der Schritte ist maximal x |E| € O(n’)

7 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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GERICHTETER HAMILTONSCHER KREIS (DHC)
AUSGANGSPUNKT FJR BEWEIS DERNP-VOLLSTANDIGKEIT VON TSP

DHC ={ G| G=(V, F) gerichteter Graph
A Je=(vi, ..viyy, ). ¢ Hamiltonscher Kreis irG'}

Directed Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem
gerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
— Kreis, der jeden Knoten vo@@ genau einmal béihrt
— Beschrieben als Liste disjunkter Knoten,, .., v; ;. ) mit (v;;, v;,, ) € E
und (Ui|VI’ v;,) €E
1. Zeige DHC € N'P:
a) Rate Zyklugv;,, .., v; )
b) Piiife ob aIIe(fuZ-j, ”ij+1) und(v;, , v;,) Kanten ausy sind
c) Anzahl der Schritte ist maximal x |E| € O(n’)

2. ZGIgGBSATSpDHC — Anhang (aufwendig)
— Konstruiere Graphen, der Variablen und Klauseln codiert

7 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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HAMILTONSCHER KREIS (HAMILTONIAN CIRCUIT)

HC ={G|G=(V, E)ungerichteter Graph. G hat Hamiltonschen Kreis

Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem ungerichteten
Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
— Liste disjunkter Knoteffuv;,, .., ”Z’|V|> mit {v; ,v; ., } € £ und {”Z’WP v} eE
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HAMILTONSCHER KREIS (HAMILTONIAN CIRCUIT)

HC ={G|G=(V, E)ungerichteter Graph. G hat Hamiltonschen Kreis

Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem ungerichteten
Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
— Liste disjunkter Knoteffuv;,, .., ”Z’|V|> mit {v; ,v; ., } € £ und {”Z’WP v} eE

1. Zeige HC e N'P: (Beweis wie bei DHC)
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HAMILTONSCHER KREIS (HAMILTONIAN CIRCUIT)

HC ={G|G=(V, E)ungerichteter Graph. G hat Hamiltonschen Kreis

Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem ungerichteten
Graphen einen Hamiltonschen Kreis?

— Liste disjunkter Knoteffuv;,, .., ”Z’|V|> mit {vz-j, vz-jﬂ} e £ und {”Z’WP v} eE
1. Zeige HC e N'P: (Beweis wie bei DHC)

2.ZeigeDHC<,HC
— Gegeben gerichteter Graph = (Vy, Ey)
e) Konstruiere ungerichteten Graphgii-,) = G = (V, E)
mit 0", v, v eV firv eV,
und {v“", v}, {v, 0"} € E flrveVyund {vf"s, v{"} € E fUr (v;,v)) € By
fyDanngiltG,c DHC < f(G,) e HC (Beweis folgt)

g) f istin polynomieller Zeit berechenbar

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 8 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




KORREKTHEIT: Gg€ DHC < f(Gg) € HC |

,Uem7 v, 0" eV firveVy, {,Ueinj ?)}, {?), vaus} e B furveVy, {,Ul_aus’ ?J;m} e F fur (UZ', Uj) elby

EsseiG,c DHC.

— Dann gibt es einen DHG); , .., v;, ) IN Gy

— In diesem Fall istv;"”, v; , v{"*, .., v{"*) ein Hamiltonscher Kreis i/
Also f(G4) e HC
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KORREKTHEIT: Gg€ DHC < f(Gg) € HC |

,Uem7 v, 0" eV firveVy, {Uem7 ?J}, {?), vaus} e B furveVy, {,Ulqusj ?J;m} e F fur (’UZ', ’Uj) elby

EsseiG,c DHC.
— Dann gibt es einen DHG); , .., v;, ) IN Gy
— In diesem Fall IS(vflm, vip, Ui, L, vit®) ein Hamiltonscher Kreis iGr

Also f(G4) e HC

Es seif(G;) < HC'. Dann gibt es einen Hamiltonkre(is;,, .., u;, ) in G

— Da jeder Knoten; nurv™ undv®* als Nachbarn hat und sonst nur
Kanten zwischen{"* und einemv§'"” verlaufen muR der Kreis die Gestalt
(vff”,v“,vflus,. ,vfm v, vit?) oder (v vzl,vff”,. , U v, v fm) haben

— DaG ungerichtet ist, sind beide Krelse iIdentisch, und vanken
einen gerichteten Hamiltonschen Kreis , .., v;,) fur G, extrahieren

Alsoqilt G,e DHC
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DAS TRAVELLING SALESMAN PROBLEM ISTNP-VOLLSTANDIG I

TSP ={(c19,..Cn_12), B|Imperm({1.n}). S} Cr(i)m(i+1) T Cr(n)n(l) < B}
Gegebenmn Stadte, Reisekostentabelle; ;, Kostenlimit B
Gibt es eine Rundreise durch alle Sidte mit GesamtkostenB?
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DAS TRAVELLING SALESMAN PROBLEM ISTNP-VOLLSTANDIG I

TSP ={(c19,..Cn12), B|Imperm({1.n}). 3¢ w(i)r(i+1) T Crn)a) < B}
Gegebenmn Stadte, Reisekostentabelle; ;, Kostenlimit B
Gibt es eine Rundreise durch alle Sidte mit GesamtkostenB?

1. ZeigeTSP e NP
a) Rate eineRundreiser:{l..n}—>{1..n} darstellbar als Listgr(1).7(n))
b/c) Prufe ZZ | Cr(iya(i+1) T Can)n(1) < B maximaln Schritte
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DAS TRAVELLING SALESMAN PROBLEM ISTNP-VOLLSTANDIG I

TSP ={(c19,..Cn_12), B|Imperm({1.n}). S} Cr(i)m(i+1) T Cr(n)n(l) < B}
Gegebenmn Stadte, Reisekostentabelle; ;, Kostenlimit B
Gibt es eine Rundreise durch alle Sidte mit GesamtkostenB?

1. ZeigeTSP e NP

a) Rate eindkundreiser:{1..n}—{1l..n}

darstellbar als Listdn(1)..7(n))
bic) Prisfe S0 criimiiv) + Copmyn() < B

2.2eigeHC <, T'SP:
e) Esist(v;,, .., v;,) ein Hamiltonscher Kreis it/ = (V, ) mitn = |V/|
< (41, ..,%,) Rundreise durch Stadte mit Kostem,
wobeic;; = 1 genau dann, wenfw;, v,} € ' (sonst gof3er)
& (44, ..,1,) LOSUNg des entsprechenden TSP, o, ..c,—1.,),n)
Setzef(G) == (1o, 1), [V]) Mt = { L falls v, vy < B
fyEsfolgtGe HC < f(G)eTSP

g) f ist in polynomieller ZeitO(|V|?) berechenbar

maximaln Schritte

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 10
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DAS FARBBARKEITSPROBLEM (GRAPH COLORING)

GC ={(G,k)|G=(V, FE) Graph
A Elva—>{1k} V{u, U} cl. fv(u)#fv(?})}

Gegeben ein GraphG = (V, E) und eine Zahlk<|n|
Gibt es eine Farbung von V' mit k verschiedenen Farben,
so dal} verbundene Knoten verschiedene Farben haben?
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DAS FARBBARKEITSPROBLEM (GRAPH COLORING)

GC ={(G,k)|G=(V, FE) Graph
A Elva—>{1k} V{u, U} cl. fv<u>§éfv(?}>}

Gegeben ein GraphG = (V, E) und eine Zahlk<|n|
Gibt es eine Farbung von V' mit k verschiedenen Farben,
so dal} verbundene Knoten verschiedene Farben haben?

1. ZeigeGC e N'P:
a) RateFarbungf,:V—{1..k} des Graphen

b) Prife V{u, v} e E. fi (u)#fy(v)
c) Anzahl der Schritte ist maximak| < O(|V|?)
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DAS FARBBARKEITSPROBLEM (GRAPH COLORING)

GC ={(G,k)|G=(V, FE) Graph
A Elva—>{1k} V{u, U} cl. fv(u>§éfv(?}>}

Gegeben ein GraphG = (V, E) und eine Zahlk<|n|
Gibt es eine Farbung von V' mit k verschiedenen Farben,
so dal} verbundene Knoten verschiedene Farben haben?

1. ZeigeGC e N'P:
a) RateFarbungf,:V—{1..k} des Graphen

b) Prife V{u, v} e E. fi (u)#fy(v)
c) Anzahl der Schritte ist maximak| < O(|V|?)

2.2eige3S AT <,GC:

— Konstruiere Rrbungsproblem aus einer Klauselmenge  (Details folgen)

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3S AT <,GC:
— GegeberF = (kl, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{ZE‘l, ,ZC‘_n}
e) Konstruiere Brbungsproblent(F) = (G, 3) wie folgt
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3S AT <,GC:
— Gegebent’ = (ky, ..., ky,) Mitk; = zj; vziovzis und z; e{xy, ..., 7, }
e) Konstruiere Brbungsproblent(F) = (G, 3) wie folgt
- Teilgraph fir Codierung der Variablenbelegung
WahleV,, ={u, z1,....,7,}

undEvaT - {{U, xl}a {U, 'r_l}a {’rlaaz_l}a ..{U, an}, {U, CC_n}, {an, aj—n}}
Bei 3-Farbbarkeit erhaltem; undz; verschiedene Farben aus 0 oder 1
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3S AT <,GC:
— Gegebent’ = (ky, ..., ky,) Mitk; = zj; vziovzis und z; e{xy, ..., 7, }
e) Konstruiere Brbungsproblent(F) = (G, 3) wie folgt
- Teilgraph fir Codierung der Variablenbelegung
WahleV,, ={u, z1,....,7,}
und £, = {{uv 331}, {’LL, 33_1}, {331,33_1}, ..{’LL, Qﬁn}, {u7 ZC_n}, {xnv x_n}}
Bei 3-Farbbarkeit erhaltem; undz; verschiedene Farben aus 0 oder 1
- Teilgraph fir Codierung der Klauseln
WahleV,. = {v, a1, b1, c1,y1, 21, -, Qs by Cons Yy Zim }
und By, = {{v, y1 },{v, 21}, {ar, y1},{a1, 21}, {01, y1}, {e1, 21}, {01, en ),
~Av,ymt, - Abm, emt, {u,v}}

Knotenv erhalt Farbe O oder 1
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3S AT <,GC:
— Gegebent’ = (ky, ..., ky,) Mitk; = zj; vziovzis und z; e{xy, ..., 7, }
e) Konstruiere Brbungsproblent(F) = (G, 3) wie folgt
- Teilgraph fir Codierung der Variablenbelegung
WahleV,, ={u, z1,....,7,}
und £, = {{uv 331}, {u7 33_1}, {331,33_1}, ..{’LL, Qﬁn}, {u7 ZC_n}, {an, x_n}}
Bei 3-Farbbarkeit erhaltem; undz; verschiedene Farben aus 0 oder 1
- Teilgraph fir Codierung der Klauseln
WahleV,. = {v, a1, b1, c1,y1, 21, -, Qs by Cons Yy Zim }
und By, = {{v, y1 },{v, 21}, {ar, y1},{a1, 21}, {01, y1}, {e1, 21}, {01, en ),
~Av,ymt, - Abm, emt, {u,v}}

Knotenv erhalt Farbe O oder 1
- Verbindungskanten zutodierung der Klauselliterale

By = {{ah Z11}, {bh 212}, {01, 213}, --{am, Zml}a {bm, Zm2}, {Cm, Zm3}}
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3S AT <,GC:
— Gegebent’ = (ky, ..., ky,) Mitk; = zj; vziovzis und z; e{xy, ..., 7, }
e) Konstruiere Brbungsproblent(F) = (G, 3) wie folgt
- Teilgraph fir Codierung der Variablenbelegung
WahleV,, ={u, z1,....,7,}
und £, = {{uv 331}, {’LL, 33_1}, {331,33_1}, ..{’LL, Qﬁn}, {u7 ZC_n}, {xnv x_n}}
Bei 3-Farbbarkeit erhaltem; undz; verschiedene Farben aus 0 oder 1
- Teilgraph fir Codierung der Klauseln
WahleV,. = {v, a1, b1, c1,y1, 21, -, Qs by Cons Yy Zim }
und By, = {{v, y1 },{v, 21}, {ar, y1},{a1, 21}, {01, y1}, {e1, 21}, {01, en ),
~Av,ymt, - Abm, emt, {u,v}}

Knotenv erhalt Farbe O oder 1
- Verbindungskanten zutodierung der Klauselliterale

By = {{a1, 211}, {01, 212}, {e1, 213}, - A@ms 2mi by {bm, 2m2}, {6ms 23t}
9) G:=(V,or UVi, Euor UELUE)) istin polynomieller Zeit berechenbar
fy Dann gilt [ e3SAT < f(F)GC (Beweis folgt)
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl,]{tz,kﬁg) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 :13_3 T4 T4
u
(¥
fa fa fa
% O N % O N % O N
Yy a =z Yy a =z Yy a =z
C D C D G D
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fa fa
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl,]{tz,kﬁg) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 :13_3 T4 T4
u
(¥
fa
% O N % O N % O N
Yy a =z Yy a =z Yy a =z
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 m_g T4 T4
u
(¥
% O N % O N % O N
Yy a =z Yy a =z Yy a \z
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 m_g T4 T4
u
(¥
J / \J U U/ \J LV U/ \
Yy a =z Yy a =z Yy a \z
@ d D d D D
b C b C b C

Gibt es fur den Graphen eine 3-Farbung?
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs
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U
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 m_g T4 T4
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Gibt es fur den Graphen eine 3-Farbung?

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 13 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 m_g T4 T4
U
(¥
U U/ \J LV U/ \
Yy a =z Yy a =z Yy a \z
D d D D
b C b C b C

Gibt es fur den Graphen eine 3-Farbung?
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

r1 I Lo I I3 m_g T4 T4
U
(¥
LV U/ \
Yy a =z Yy a =z Yy a \z
D 4))
b C b C b C

Gibt es fur den Graphen eine 3-Farbung?
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs

@ ® ® ® ® ®
b c b c b c
Gibt es fur den Graphen eine 3-Farbung?
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)eGC |
\

e Sel['c35AT
Dann gibt es eine diiflende Belegung det;
—Wahlef,(x;), f,(7;) €{0,1} entsprechend,
f.(w)=2 und f,(v)=0.
— Da jedeg;; erfullbar ist,
kanneines der;, b;, ¢; die Farbed erhalten
— Dieanderen 4 Knotehilden eine Kette und werdeabwechselnd gafbt

— Also gibt es eine 3-&bung des Graphen und soniitF') e GC

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)eGC |

e Sel['c35AT
Dann gibt es eine diiflende Belegung det;
—Wahlef,(x;), f,(7;) €{0,1} entsprechend,
f.(w)=2 und f,(v)=0.
— Da jedeg;; erfullbar ist,
kanneines der;, b;, ¢; die Farbed erhalten
— Dieanderen 4 Knotehilden eine Kette und werdeabwechselnd gafbt
— Also gibt es eine 3-&bung des Graphen und soniitF') e GC

o Ist f([')eGC dannisto.B.d.Af,(u)=2und f,(v)=0
— WahleBelegung der; entsprechend derdfungvon z;
— Ware Klausek; nicht erfillt, so ware dieFarbe der;, b;, ¢; 1 oder2
- Wegenfv(bi)#fv(ci) Undfv(?}>20 ware dannfv(%)?'éfv<zi> < {1’2}
— Dieswiderspricht der Brbbarkeit daa; ebenfalls mitl oder2 gefarbt ist.
— Also FFe35AT
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)eGC |

e Sel['c35AT
Dann gibt es eine diiflende Belegung det;
—Wahlef,(x;), f,(7;) €{0,1} entsprechend,
f.(w)=2 und f,(v)=0.
— Da jedeg;; erfullbar ist,
kanneines der;, b;, ¢; die Farbed erhalten
— Dieanderen 4 Knotehilden eine Kette und werdeabwechselnd gafbt
— Also gibt es eine 3-&bung des Graphen und soniitF') e GC

o Ist f([')eGC dannisto.B.d.Af,(u)=2und f,(v)=0
— WahleBelegung der; entsprechend derdfungvon z;
— Ware Klausek; nicht erfillt, so ware dieFarbe der;, b;, ¢; 1 oder2

o Wegenfv(bi)#fv(ci) Undfv(?}>:() ware dannfv(%)?'éfv<zi> < {1’2}
— Dieswiderspricht der Brbbarkeit daa; ebenfalls mitl oder2 gefarbt ist.
— Also F' €35 AT

4

3SAT<,GC
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DAS RUCKSACKPROBLEM (KNAPSACK) |

KP — {(glgna ai..Ay, G,A) ‘ HJQ{ln} Ziejgi SG A Ziejai ZA}

Gegebemn Objekte mit Gewichten g; und Nutzenwertena;
ein Rucksack mit Gewichtslimit G, Minimalnutzwert A

Gibt es eine Bepackung des Rucksacks mit Gege@asiden,
die mindestens NutzenA und maximal Gewicht G haben?
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DAS RUCKSACKPROBLEM (KNAPSACK) |

KP — {(glgna ai..Ay, G, A) ‘ HJQ{ln} Ziejgi SG A Ziejai ZA}

Gegebemn Objekte mit Gewichten g; und Nutzenwertena;
ein Rucksack mit Gewichtslimit G, Minimalnutzwert A

Gibt es eine Bepackung des Rucksacks mit Gege@asiden,
die mindestens NutzenA und maximal Gewicht G haben?

1. Zeige K P e N'P:
a) RateMenge von GegendhdenJc{1..n}

b) Piufe ZiEJ g; <G und ZieJ a; >A
c) Anzahl der Schritte ist maximal|J| € O(n)
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DAS RUCKSACKPROBLEM (KNAPSACK) |

KP — {(glgna ai..Ay, G, A) ‘ HJQ{ln} Zingi SG A Zie]ai ZA}

Gegebemn Objekte mit Gewichten g; und Nutzenwertena;
ein Rucksack mit Gewichtslimit G, Minimalnutzwert A

Gibt es eine Bepackung des Rucksacks mit Gege@asiden,
die mindestens NutzenA und maximal Gewicht G haben?

1. Zeige K P e N'P:
a) RateMenge von GegenghdenJc{1..n}
b) Piife ) .., 9: <G und) ,_;a; >A
c) Anzahl der Schritte ist maximal|J| € O(n)

2. ZeIQGSSATngP (Details folgen)

— Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
In Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte
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DAS RUCKSACKPROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3SAT<,KP:
— Gegebert’ = (ky,....k,) mitk; = z;1 vzio vz und 2z e{xy, ..., T, }
— Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
In Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte
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DAS RUCKSACKPROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3SAT<,KP:

— Gegebert’ = (ky,....k,) mitk; = z;1 vzio vz und 2z e{xy, ..., T, }

— Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
In Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte

e) Konstruiere Rucksackproblefr') = (g1, .-Gomron, 1, --G2m12n, G, A)
wobei allea; undg; m + n-stellige Zahlen sind mig; = a; und
- a;: Anzahl derz; in k; an Stellez<m, 1 an Stellen+7, sonst 0 (j<n)
- ay4;=0b;: Zahl derz; in k; an Stelles<m, 1 an Stellen+j;, sonst0

(j<n)
- a9,+i = ¢;- 1 an Stelle;, sonst O (i<m)
- Aopemei = d;s 2 an Stelle, sonst 0 (i<m)

SetzeA=G=4...41...1

m—mal n—mal
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DAS RUCKSACKPROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

2.2eige3SAT<,KP:
— Gegebert’ = (ky,....k,) mitk; = z;1 vzio vz und 2z e{xy, ..., T, }
— Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
In Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte

e) Konstruiere Rucksackproblefr') = (g1, .-Gomron, 1, --G2m12n, G, A)
wobei allea; undg; m + n-stellige Zahlen sind mig; = a; und

- a;: Anzahl derz; in k; an Stellez<m, 1 an Stellen+7, sonst 0 (j<n)
- ay4;=0b;: Zahl derz; in k; an Stelles<m, 1 an Stellen+j;, sonst0

(j<n)
- a9,+i = ¢;- 1 an Stelle;, sonst O (i<m)
- Aopemei = d;s 2 an Stelle, sonst 0 (i<m)

SetzeA=G=4...41...1

m—mal n—mal

fyDann gilt [ e3SAT < f(F)e KP (Beweis folgt)
g) f istin polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2:$_1VCI}2 V Ty kgza:l VI VI3
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2:$_1\/332 V Ty kgza:l VI VI3

A =4441111
a; = 1001000
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2:$_1\/332 V Ty k3=$1 VI VI3

A =4441111
a; = 1001000
a; = 0100100
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2:$_1\/332 V Ty k3=$1 VI VI3

A =4441111
a; = 1001000
a; = 0100100

as = 1000010

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 17 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2:$_1\/332 V Ty k3=$1 VI VI3

A =4441111
a; = 1001000
a; = 0100100
as = 1000010

ay = 0000001
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, ]{33) mit klzwl Vo VI3 k2=:13_1va32 V Ty k‘,3=$1 VI VI3

A =4441111

a; = 1001000 b; = 0111000
az; = 0100100 b, = 1010100
a3 = 1000010 bs = 0010010
ay, = 0000001 by = 0100001
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, kg) mit klzwl Vo VI3 k2=:13_1va32 V Ty k‘,3=$1 VI VI3

A =4441111

a; = 1001000 b; =0111000 c¢; = 1000000
as; = 0100100 by, = 1010100 ¢ = 0100000
a3 = 1000010 b3 = 0010010 c3 = 0010000
ay = 0000001 by = 0100001
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, kg) mit klzwl Vo VI3 k2=:13_1v:132 V Ty k‘,3=$1 VI VI3

A =4441111

a; = 1001000 b; =0111000 ¢y =1000000 d; = 2000000
as; = 0100100 b; = 1010100 c2 =0100000 d2 = 0200000
a3 = 1000010 b3 = 0010010 3 =0010000 ds = 0020000
ay = 0000001 by = 0100001
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl,kg, k‘,g) mit klzwl Vo VI3 k‘,gzm_l\/wg V Ty k‘,3=$1 VI VI3

A =4441111

a; = 1001000 b; =0111000 ¢y =1000000 d; = 2000000
as; = 0100100 b; = 1010100 c2 =0100000 d2 = 0200000
a3 = 1000010 b3 = 0010010 3 =0010000 ds = 0020000
ay = 0000001 by = 0100001

(1,1, 0,0) ist erfillende Belegung
a; +ag+b3+bs+ci+ecz3+di+da+d3s=A
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)e KP |

- a;: Anzahl derz; in k; an Stellei<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- b;: Anzahl derz; in k; an Stellez<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- ¢;. 1 an Stelle, sonst0  d;: 2 an Stelle, sonst 0 (i<m)
-g;=a; furalle; A=G=4...41...1

m—mal n—mal

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 18 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)e KP |

- a;: Anzahl derz; in k; an Stellei<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- b;: Anzahl derz; in k; an Stellez<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- ¢;. 1 an Stelle, sonst0  d;: 2 an Stelle, sonst 0 (i<m)
-g;=a; furalle; A=G=4...41...1

m—mal n—mal

Ist F'«35 AT, so gibt es eine eiiflende Belegung det;
— Hir j<n wahleq; falls 2 ;=1 undb; sonst

Dann haben in der Sumnadle Stellenm+; den Wert 1

und dieStelleni<n einen Wert aug1..3}, da jedes; erfullt wird
— Erganzung der Stelleir<n mit ¢; undd; zu 4liefert A undG
Also f(F)e KP
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)e KP |

- a;: Anzahl derz; in k; an Stellei<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- b;: Anzahl derz; in k; an Stellez<m, 1 an Stellen+j, sonst 0 (j<n)
- ¢;. 1 an Stelle, sonst0  d;: 2 an Stelle, sonst 0 (i<m)
-g;=a; furalle; A=G=4...41...1

m—mal n—mal

Ist F'«35 AT, so gibt es eine eiiflende Belegung det;
— Hir j<n wahleq; falls 2 ;=1 undb; sonst

Dann haben in der Sumnade Stellenn+45 den Wert 1

und dieStelleni<n einen Wert aug1..3}, da jedes; erfullt wird
— Erganzung der Stelleir<n mit ¢; undd; zu 4liefert A undG
Also f(F)e KP

Gilt f(F') < K P, so gibt es eine Bepackung dienau den Wer# ergibt
— Diese enthlt fur Stellem+; entwedel; (setzer;:=1) oderb; (x;:=0)
— Wegern;+d;=3 mul’ die Summe det; undb; in der Bepackung

an jeder Stellée<m mindestens den Wert 1 haben
— Also kommtin Klauselk; mindestens ein Literal mit dem Wertvbr
Damit erfllt die gewahlte Belegung die Formél, d.n./" 35S AT
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ANMERKUNGEN zZUM BEWEIS 3SAT<,KP |

e Reduktion nutzt Spezialfall des Rucksackproblems
— Gewichtey; und Nutzenu; sind jeweils gleich
— Gesamtnutzetr und Gesamtgewichi sind gleich
—Wegen > . ;<G >, ;a;>A giltalso > ._;a;,= A

KP*={(a;..an, A) |3J{l.n}. > ,.;a;,= A}

— K P* Ist Ausgangsproblemif viele Reduktionen

Manche Lehrbicher bezeichnen dies als “das Rucksackproblem”
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ANMERKUNGEN zZUM BEWEIS 3SAT<,KP |

e Reduktion nutzt Spezialfall des Rucksackproblems
— Gewichtey; und Nutzenu; sind jeweils gleich
— Gesamtnutzetr und Gesamtgewichi sind gleich
—Wegen > . ;<G >, ;a;>A giltalso > ._;a;,= A

KP*={(a..an, A) |3IJ{1..n}. > ..;a;, = A}

icJ
— K P* Ist Ausgangsproblemif viele Reduktionen

Manche Lehrbicher bezeichnen dies als “das Rucksackproblem”

e Beweis zeigt eigentlich3SAT <, K P*<,K P
— Reduktion3S AT <,K P* konstruiert diez; und A wie gezeigt
— Reduktion/ P*<, K P konstruierty; = a; undG = A

— Damit sindbeide Versionen des Rucksackproblem®-vollstandig
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NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME — REDUKTIONSSTRUKTUR I

KP
-

K P* PART—BPP ..........

DHC —HC——TSP ..........

: IS ...
/ —— >

SAT —3SAT— CLIQUE-VC .........

\ . —SGI ——LCS .......
GC
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ANHANG
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (kl, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,I'_n}
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

Gegebenl? = (kl, e /fm> mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,ZC‘_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e ]fm> mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{.ﬁEl, ,ZC‘_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F
m; = maximales Vorkommen von x;/z;
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,.Cl?_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F
m; = maximales Vorkommen von x;/z;

Zwei Rundwege mg“Ch aj — Tjo— Tj0 ..~ Tj; — m — .. bj oder
aj — Tjo = Tjo = . = Tj; — Tj; — .. by
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e ]fm> mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{.ﬁEl, ,ZC‘_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F
m; = maximales Vorkommen von x;/z;

- Teilgraph fir Codierung der Klauseln
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,.Cl?_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F
m; = maximales Vorkommen von x;/z;

- Teilgraph fir Codierung der Klauseln
Rundweg nur riaglich, wenn man bei eineny;, einsteigtund beiz;;. herausgeht
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,.Cl?_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F

, , m; = maximales Vorkommen von x;/z;
I I

1 1

I I

| 1

I I

1

I I

1 1

1 1

I I

I I

1 1 .
1 1 H
1 1

I I

I 1

I I

1 1

I I

1 1

s

- Teilgraph fir Codierung der Klauseln

- Verbindungskantemwischen Variablen und Klauselliteralen
FUr z;,=x; verbinde erstes ungenutzte Vorkommen mit z;;; und z; ;. mit =,
Fur z;,=z; verbinde erstes ungenutzte Vorkommgp mit z;;; und z;;, mit z; 1

_____________
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e km) mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{I’l, ,.Cl?_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teillgraphentd; fur Codierung der Variablenvorkommen voR'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F

, , m; = maximales Vorkommen von x;/z;
I I

1 1

I I

| 1

I I

1

I I

1 1

I I

1 1

I I

1 1

I I

1 . 1

1 " 1 .
1 I .
1 1
o) O=e=en
I I

. | L
I I

1 1

______________

- Teilgraph fir Codierung der Klauseln

- Verbindungskantemwischen Variablen und Klauselliteralen
FUr z;,=x; verbinde erstes ungenutzte Vorkommen mit z;;; und z; ;. mit =,
Fur z;,=z; verbinde erstes ungenutzte Vorkommgp mit z;;; und z;;, mit z; 1

Rundweg durchi?; moglich, wenn mamur Verbindungskanten dural) , (z;=1)
odernur Verbindungskanten duraij,, (2527&0) durchbuft

THEORETISCHEINFORMATIK IT'§6.3: NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

GegeberF = (]{1, e ]fm> mit k; = z;1VZio V23 und Zij E{.ﬁEl, ,ZC‘_n}

e)Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teilgraphen/?; fur Codierung der Variablenvorkommen vop'z;
x;; = t-tes Vorkommen von z; in F
“““““““ m; = maximales Vorkommen von x;/z;

_______ 7/ ) \

- Teilgraph fir Codierung der Klauseln

- Verbindungskantemwischen Variablen und Klauselliteralen
FUr z;,=x; verbinde erstes ungenutzte Vorkommen mit z;;; und z; ;. mit =,
Fur z;,=z; verbinde erstes ungenutzte Vorkommgp mit z;;; und z;;, mit z; 1

g) f istin polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kﬁQ,kﬁg) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovaxs ks=x1VvTsVvIs
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

b1:a2
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

b1:a2
by = a3
b3—a4
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

b1:a2
b2:a3
b3_a4
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

b1:a2
b2:a3
b3_a4
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl, kﬁz, kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3
(a)
(==
(=
« Tw

b1 = Qs @ @ ?
(=)
N
(2=
 Tw
. w— )
O ==y




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,k2,k3) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

(o),
(==

(=
b1 = a- @ @@’

(o2 ===y
L — o~
(o=
bz = as @ @ ?
(s ===y




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM I

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM

F:(kl,kQ,kﬁg) mit ki=xivaxasvaxy ko=x1Vvxovae, ks=T{VvTsVvT3

b1:a2 ‘

ea| TN\ K




CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM

L1 VILyV I3

T1VIaVIy k‘,3=

(kl, kﬁz, ]{33) mit ki=xivaxavaxs ko
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS DHC PROBLEM

L1 VILyV I3

T1VIaVIy k3=

(kl, kﬁz, ]{33) mit ki=xivaxavaxs ko
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,k2, kg) mit klzwl VI VI3 k2=w_1v:1:2 VT4 k3:CB1 VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,k2, kg) mit klzwl VI VI3 k2=w_1v:1:2 VT4 k3:CB1 VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,k2, ’{33) mit klzwl VI VI3 k2=w_1v:1:2 VT4 ngZBl VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kﬁl,kﬁg, ’{33) mit kﬁ1:$1 VI VI3 kgzw_lva:2 VT4 ngZBl VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1
Laufe von =17 durch H; bis ay
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kﬁl,kﬁg, ktg) mit klzwl VI VI3 kQZZU—lVCBQ VT4 ,{73:231 VLo VI3

&‘ ‘(‘ < Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
D L3

7
@“‘\ q. Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
~ (@ @ @ Verbinde z; o mit Klausel 1
N

Q
AM’ Laufe von =17 durch H; bis ay

LN A ‘I%‘ 3 Weiter mit Teilpfad ay — 725 —
N ' ) eiter eilpfa
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,kQ, ktg) mit klzwl VI VI3 kQZZB—lVCBQ VT4 kﬁgzil?l VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,kQ, 1{33) mit klzwl VI VI3 kQZZB—lVCBQ VT4 kﬁgzil?l VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2
Laufe von @3 durch H bis as
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl,kQ, 1{33) mit klzwl VI VI3 kQZZB—lVCBQ VT4 kﬁgzil?l VLo VI3

Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2

Laufe von @3 durch H bis as

Weiter mit Teilpfad a3 — z30 — 739
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl, k2, kg) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovars ks=x1VvTsVvIs
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Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay
Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2

Laufe von @3 durch H bis as

Weiter mit Teilpfad a3 — z30 — 739
Verbinde 73, mit Klausel 3
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl, k2, kg) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovars ks=x1VvTsVvIs
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Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2
Laufe von @3 durch H bis as

Weiter mit Teilpfad a3 — z30 — 739

Verbinde 73, mit Klausel 3
Laufe von x5 durch H; bis ay
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kl, ]{32, ]{33) mit ki=xivXsvxy kea=T1{Vvxovars ks=x1VvTsVvIs
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Erf Gllende Belegung:(1, 1, 0, 0)
Beginne mit Teilpfad a; — 717 — x1
Verbinde z; o mit Klausel 1

Laufe von =17 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ay — 729 — 22,
Verbinde z,, mit Klausel 2
Laufe von @3 durch H bis as

Weiter mit Teilpfad a3 — z30 — 739
Verbinde 73, mit Klausel 3
Laufe von x5 durch H; bis ay

Beliebig weiter durch Hj bis b, und a,
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KORREKTHEIT (SKI1zZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

e EsgelteF €3S AT
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KORREKTHEIT (SKIZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

e EsgelteF e3S AT
Seicy, ..c, eine ertillende Belegungon F..
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
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Seicy, ..c, eine ertillende Belegungon F..
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
—In H; beginne mitz; undz; falls ¢; = 1, sonst mitz; undz; g
— Verbindez; , mit z; , und dann mit; ;.
Wenn nibglich, gehe dabdiber die Knoten einer verbundenen Klausel
— Analog verbinder; , mit z;, und dann mit; ,.;, evtl. mit Umweg
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KORREKTHEIT (SKIZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

e EsgelteF e3S AT
Seicy, ..c, eine ertillende Belegungon F..
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
—In H; beginne mitz; undz; falls ¢; = 1, sonst mitz; undz; g
— Verbindez; , mit z; , und dann mit; ;.
Wenn nibglich, gehe dabdiber die Knoten einer verbundenen Klausel
— Analog verbinder; , mit z;, und dann mit; ,.;, evtl. mit Umweg
— Verlassefd; in b; und verbinde mitd; 4,
Dac, ..c, die FormelF erfullt, wird jedes H; und z; durchlaufen.
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KORREKTHEIT (SKIZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

e EsgelteF e3S AT
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— Verlassefd; in b; und verbinde mitd; 4,
Dac, ..c, die FormelF erfullt, wird jedes H; und z; durchlaufen.

eEsgelteGre DHC
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— Analog verbinder; , mit z;, und dann mit; ,.;, evtl. mit Umweg
— Verlassefd; in b; und verbinde mitd; 4,
Dac, ..c, die FormelF erfullt, wird jedes H; und z; durchlaufen.

e EsqgelteGpe DHC
Verbindet der Kreis:;; mit ;o wahlec; = 0, sonstc; = 1
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e EsgelteF e3S AT
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— Verlassefd; in b; und verbinde mitd; 4,
Dac, ..c, die FormelF erfullt, wird jedes H; und z; durchlaufen.

e EsqgelteGpe DHC
Verbindet der Kreis:;; mit ;o wahlec; = 0, sonstc; = 1
— Betritt der Kreis Klauset; beiz;;, so mul3 er sie bey, ;, verlassen
— Damit verbindet der Kreis immer eify, mit z;, mit z; 7y (¢; = 1)
oderz;, mitz;, mitz;,.; (c; = 0), bis erH; verlaft.
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KORREKTHEIT (SKIZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

e EsgelteF e3S AT
Seicy, ..c, eine ertillende Belegungon F..
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
—In H; beginne mitz; undz; falls ¢; = 1, sonst mitz; undz; g
— Verbindez; , mit z; , und dann mit; ;.
Wenn nibglich, gehe dabdiber die Knoten einer verbundenen Klausel
— Analog verbinder; , mit z;, und dann mit; ,.;, evtl. mit Umweg
— Verlassefd; in b; und verbinde mitd; 4,
Dac, ..c, die FormelF erfullt, wird jedes H; und z; durchlaufen.

e EsqgelteGpe DHC
Verbindet der Kreis:;; mit ;o wahlec; = 0, sonstc; = 1
— Betritt der Kreis Klauset; beiz;;, so mul3 er sie bey, ;, verlassen
— Damit verbindet der Kreis immer eify, mit z;, mit z; 7y (¢; = 1)
oderz;, mitz;, mitz;,.; (c; = 0), bis erH; verlaft.
— Bei Umwegliberz; mu3 das verbundene Literg), < {z;,z;} erfullt sein
— Da alle Klauseln durchlaufen werdesmd alle Klauseln erfullt .
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WEITERE N P-VOLLSTANDIGE GRAPHENPROBLEME I

e Independent Set (HMU §10.4.2) 3BSAT< IS
— Gegeben ein Grapfi = (V, E) der GbRRen und eine Zahk<|V/|.
— Gibt es InG eine unabhAngige Knotenmenge der ek ?

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 26 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




WEITERE N P-VOLLSTANDIGE GRAPHENPROBLEME I

e Independent Set (HMU §10.4.2) 3BSAT< IS
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IS ={(G,k)|G=(V, FE)Grapha AV,cV.|V;|>k r YVu,veV;.{u,v}¢FE }

e Subgraph Isomorphism CLIQUE<,SGI
— Gegeben zwei Graphér, = (V4, Eq) undGs = (Vs, Es).
— Gibt es einen Subgraphét von G4, der isomorph z~, ist?

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.3: 26 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




WEITERE N P-VOLLSTANDIGE GRAPHENPROBLEME I

e Independent Set (HMU §10.4.2) 3BSAT< IS
— Gegeben ein Grapfi = (V, E) der GbRRen und eine Zahk<|V/|.
— Gibt es InG eine unabhAngige Knotenmenge der ek ?

IS ={(G,k)|G=(V, FE)Grapha AV,cV.|V;|>k r YVu,veV;.{u,v}¢FE }

e Subgraph Isomorphism CLIQUE<,SGI
— Gegeben zwei Graphér, = (V4, Eq) undGs = (Vs, Es).
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— Gibt es einen Subgraphét von G4, der isomorph z~, ist?
SGI ={ (G1,Gy) | G1,Gy Graphena 9H Graph. HEG, » H = Gy }

e Largest Common Subgraph SGI<,LCS
— Gegeben Grapher;=(V1, E1) und Go=(V3, Es) und eine Zahk<|G, |
— Gibt es isomorphe Subgraphéh von G, und H; von G, der GiBl3ek?
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— Gegeben zwei Graphér, = (V4, Eq) undGs = (Vs, Es).
— Gibt es einen Subgraphét von G4, der isomorph z~, ist?
SGI ={ (G1,Gy) | G1,Gy Graphena 9H Graph. HEG, » H = Gy }

e Largest Common Subgraph SGI<,LCS
— Gegeben Grapher;=(V1, E1) und Go=(V3, Es) und eine Zahk<|G, |
— Gibt es isomorphe Subgraphéh von G, und H; von G, der GiBl3ek?
LCS ={ (G1,Gy, k) | G1,Gs Graphena k<|G,| » 3H;, H, Graphen.
H\cGy A HoeGy A Hy = Hy A |H{|>k }
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WEITERE N P-VOLLSTANDIGE PROBLEME I

e Partitionsproblem KP<,PART
— Gegebem Objekte mit Werby, ..., b,,.
— Gibt es eine Aufteilung der Objekte in zwei gleichwertigasil?
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— Gibt es eine Aufteilung der Objekte in zwei gleichwertigasil?
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e Binpacking PART<,BPP
— Gegebem Objekte der Goldeay, ...a,, undk Behalter der Goldeb
— Kann man alle Objekte in den Baltern unterbringen?
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— Kann man alle Objekte in den Baltern unterbringen?
BPP ={(a1,..an, b, k) | 3f{L.n}={1.k}. Vi<k. > cripi=y @i < b}

e Multiprozessor-Scheduling MPS = BPP
— Gegebem Prozessg; mit Laufzeitt(j;), m Prozessoren, Deadlirtg.

— Gibt es eine Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren,
so dald bei Startzeit alle Prozesse vor der Zéit beendet sind?
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BPP ={(a1,..an, b, k) | 3f{L.n}={1.k}. Vi<k. > cripi=y @i < b}

e Multiprozessor-Scheduling MPS = BPP
— Gegebem Prozessg; mit Laufzeitt(j;), m Prozessoren, Deadlirtg.

— Gibt es eine Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren,
so dald bei Startzeit alle Prozesse vor der Zéit beendet sind?

e Integer Linear Programming 3SAT<,ILP
— Gegeben einéx k Matrix A und einen Vektob e Z*
— Gibt es eint < Z*, welches das lineare Ungleichungssyswmfzg |ost?
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