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THEORETISCHEINFORMATIK II §6.3: 1 NP -VOLLSTÄNDIGE PROBLEME

Methodik für Nachweis von NP-Vollständigkeit

Direkter Beweis ist zu aufwendig
– Würde explizite Codierung beliebiger NTMs erfordern

– VerwendeL ∈NPC ⇔ L ∈NP ∧ ∃L′ ∈NPC. L′≤pL

1. Zeige L ∈ NP:
a) Beschreibe,welchen L̈osungsvorschlagdie OTM generiert

b) Beschreibe,wie Lösungsvorschlag deterministischüberpr̈uft wird

c) Zeige, daß dasPrüfverfahren polynomiellist

2. Zeige ∃L′ ∈ NPC. L′≤pL:
d) Wähle einähnliches,bekanntNP-vollständiges ProblemL′

e) BeschreibeTransformationsfunktionf , welche Eingaben̈uber dem
AlphabetΣ’ f ür L′ in Wörterüber dem Alphabet für L umwandelt

f) Zeige für allex ∈Σ′∗: x ∈L′ ⇔ f(x) ∈L (d.h. L′ = f−1(L))

g) Zeige, daßf in polynomieller Zeit berechnetwerden kann
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Erfüllbarkeit mit 3 Literalen pro Klausel

3SAT = {k1, ..km | ki=zi1 ∨zi2 ∨zi3 mit zij ∈{x1, x1, ..xn, xn}

∧ ∃a1, ..an ∈{0,1}. ∀j≤m. a1, ..an erfüllt kj }

1. Zeige3SAT ∈ NP:
– WieSAT ∈NP: Rate Belegungder Variablen undwerte Klauseln aus

2. ZeigeSAT ≤p 3SAT : Satz 10.15

e) Normalisierungder Klauselnk1, ..km überx1, ..xn.
Ersetze Klauselki durcheäquivalente Menge von Dreierklauseln
· Ersetze einelementige Klauselnki = z durch z ∨z ∨z

· Ersetze zweielementige Klauselnki = z ∨z′ durch z ∨z ∨z′

· Übernehme dreielementige Klauseln unverändert
· Ersetze Klauselnki = z1 ∨z2 ∨ .. ∨zj durchj-2 neue Klauseln mit neuen

Variablenyi,l: (z1 ∨z2 ∨yi,1) ∧ (yi,1 ∨z3 ∨yi,2) ∧ .. ∧ (yi,j−3 ∨zj−1 ∨zj)

f) ki erfüllbar genau dann wennnormalisierte Klauselmenge erfüllbar
Für die Transformationf gilt: ∀F . F ∈SAT ⇔ f(F ) ∈3SAT

g) Normalisierung der Klauseln m̈oglich inpolynomieller Zeit
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Das Cliquen Problem ist NP-vollständig

CLIQUE = { (G, k) | G=(V, E) Graph ∧ ∃Vc⊆V. |Vc|≥k ∧ Vc Clique inG }

1. ZeigeCLIQUE ∈ NP:
a) Rate eineKnotenmengeVc⊆V

b/c) Prüfe |Vc|≥k maximal|Vc| Schritte

Prüfe:∀v 6=v′ ∈Vc. {v, v′} ∈E maximal|Vc|2 ∗ |E|≤|V |4 Schritte

2. Zeige3SAT ≤p CLIQUE:
– GegebenF = (k1, ..., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, ..., xn}

– Konstruiere GraphenGF := (V, E) mit

V := {vij | 1≤i≤m, 1≤j≤3} und E := { {vij, vi′j′} | i 6=i′ ∧zij 6=zi′j′}

e) Setzef(F ) := (GF , m)

f) Dann giltF ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈CLIQUE (Beweis folgt)

g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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Codierung einer Formel als Cliquenproblem

F=(k1, k2, k3) mit k1=x1 ∨x2 ∨x3 k2=x1 ∨x2 ∨x4 k3=x1 ∨x2 ∨x3

V := {vij | 1≤i≤m, 1≤j≤3}

E := { {vij, vi′j′} | i 6=i′ ∧zij 6=zi′j′}k1

x1

x2

x3

k2

x4

x2

x1

k3 x1 x2 x3

Gibt es in dem Graphen eine 3-Clique?
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Korrektheit der Transformation 3SAT 7→CLIQUE

GegebenF = (k1, ..., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, ..., xn}

Setzef(F ) := (GF , m) mit GF := (V, E), wobei

V := {vij | 1≤i≤m, 1≤j≤3} und E := { {vij, vi′j′} | i 6=i′ ∧zij 6=zi′j′}

Es seiF ∈3SAT . Dann gibt es eine erfüllende Belegung derzij

– Wähle aus jeder Klauselki einLiteral mit dem Wert 1
– Dann bilden diezugeḧorigen Knoten einem-Cliquein GF

Also gilt f(F ) ∈CLIQUE

Sei umgekehrtf(F ) ∈CLIQUE

– Dann hatGF einem-CliqueVc, d.h.{vij, vi′j′} ∈E für allevij 6=vi′j′ ∈Vc

– Per Konstruktion vonE entḧalt Vc für jedesi genau einen Knotenvij

und für je zwei Knotenvij, vi′j′ ∈Vc gilt zij 6=zi′j′

– Belegen aller zuvij ∈Vc geḧorigenzij mit 1
ist widerspruchsfrei m̈oglich und erf̈ullt alle Klauselnki

Also gilt F ∈3SAT

⇓

3SAT≤pCLIQUE
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Das Vertex Cover Problem ist NP-vollständig

V C = {(G, k) |G Graph ∧ ∃V ′⊆V. |V ′|≤k ∧ V ′ Knoten̈uberdeckung vonG }

1. ZeigeV C ∈ NP:
a) Rate eineKnotenmengeV ′⊆V

b) Pr̈ufe |V ′|≤k maximal|V ′| Schritte

Prüfe:∀{v, v′} ∈E. v ∈V ′
∨v′ ∈V ′ maximal|V ′| ∗ |E|≤|V |3 Schritte

c) Gesamte Anzahl der Schritte ist inO(|V |3)

2. ZeigeCLIQUE≤pV C: (vgl. Einheit 6.2)

e) Es istVc eine Clique inG = (V, E)

⇔ ∀v, v′ ∈Vc. v 6=v′⇒{v, v′} ∈E (Definition)

⇔ ∀{v, v′} 6∈E. v 6=v′⇒ v 6∈Vc ∨ v′ 6∈Vc (Kontraposition)

⇔ ∀{v, v′} ∈Ec. v ∈V −Vc ∨ v′ ∈V −Vc (Positive Formulierung)

⇔ V −Vc Knoten̈uberdeckung des KomplementgraphenGc=(V, Ec)

Setzef(G, k) := (Gc, |V |−k)

f) Es folgt (G, k) ∈CLIQUE ⇔ f(G, k) ∈V C

g) f ist in polynomieller ZeitO(|V |2) berechenbar
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Gerichteter Hamiltonscher Kreis (DHC)
AUSGANGSPUNKT F̈UR BEWEIS DERNP -VOLLSTÄNDIGKEIT VON TSP

DHC = { G | G=(V, E) gerichteter Graph
∧ ∃c=(vi1, ..vi|V |

). c Hamiltonscher Kreis inG}

Directed Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem
gerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
– Kreis, der jeden Knoten vonG genau einmal berührt
– Beschrieben als Liste disjunkter Knoten(vi1, .., vi|V |

) mit (vij, vij+1
) ∈E

und(vi|V |
, vi1) ∈E

1. Zeige DHC ∈ NP:
a) Rate Zyklus(vi1, .., vin)
b) Pr̈ufe ob alle(vij, vij+1

) und(vin, vi1) Kanten ausE sind
c) Anzahl der Schritte ist maximaln ∗ |E| ∈ O(n3)

2. Zeige3SAT≤pDHC 7→ Anhang (aufwendig)

– Konstruiere Graphen, der Variablen und Klauseln codiert
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Hamiltonscher Kreis (Hamiltonian Circuit)

HC = { G | G = (V, E) ungerichteter Graph∧ G hat Hamiltonschen Kreis}

Hamiltonian Circuit : Gibt es in einem ungerichteten
Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
– Liste disjunkter Knoten(vi1, .., vi|V |

) mit {vij, vij+1
} ∈E und{vi|V |

, vi1} ∈E

1. Zeige HC ∈ NP: (Beweis wie bei DHC)

2. ZeigeDHC≤pHC

– Gegeben gerichteter GraphGd = (Vd, Ed)

e) Konstruiere ungerichteten Graphenf(Gd) ≡ G = (V, E)

mit vein, v, vaus ∈V für v ∈Vd

und{vein, v}, {v, vaus} ∈E für v ∈Vd und{vaus
i , vein

j } ∈E für (vi, vj) ∈Ed

f) Dann giltGd ∈DHC ⇔ f(Gd) ∈HC (Beweis folgt)

g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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Korrektheit: Gd ∈ DHC ⇔ f(Gd) ∈ HC

vein, v, vaus ∈V für v ∈Vd, {vein, v}, {v, vaus} ∈E für v ∈Vd, {vaus
i , vein

j } ∈E für (vi, vj) ∈Ed

Es seiGd ∈DHC.

– Dann gibt es einen DHC(vi1, .., vin) in Gd

– In diesem Fall ist(vein
i1

, vi1, v
aus
i1

, .., vaus
in

) ein Hamiltonscher Kreis inG

Also f(Gd) ∈HC

Es seif(Gd) ∈HC. Dann gibt es einen Hamiltonkreis(uj1, .., uj3n) in G

– Da jeder Knotenvi nurvein
i undvaus

i als Nachbarn hat und sonst nur
Kanten zwischenvaus

i und einemvein
j verlaufen muß der Kreis die Gestalt

(vein
i1

, vi1, v
aus
i1

, .., vein
in

, vin, v
aus
in

) oder (vaus
i1

, vi1, v
ein
i1

, .., vaus
in

, vin, v
ein
in

) haben

– DaG ungerichtet ist, sind beide Kreise identisch, und wir können
einen gerichteten Hamiltonschen Kreis(vi1, .., vin) für Gd extrahieren

Also gilt Gd ∈DHC
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DAS TRAVELLING SALESMAN PROBLEM IST NP -VOLLSTÄNDIG

TSP = { (c1,2, ..cn−1,n), B | ∃π:perm({1..n}).
∑n−1

i=1 cπ(i),π(i+1) + cπ(n),π(1) ≤B}

Gegebenn Städte, Reisekostentabelleci,j, Kostenlimit B

Gibt es eine Rundreise durch alle Sẗadte mit GesamtkostenB?

1. ZeigeTSP ∈ NP:
a) Rate eineRundreiseπ:{1..n}→{1..n} darstellbar als Liste(π(1)..π(n))

b/c) Prüfe
∑n−1

i=1 cπ(i)π(i+1) + cπ(n)π(1) ≤B maximaln Schritte

2. ZeigeHC≤pTSP :
e) Es ist(vi1, .., vin) ein Hamiltonscher Kreis inG = (V, E) mit n = |V |

⇔ (i1, .., in) Rundreise durchn Sẗadte mit Kostenn,
wobeicij = 1 genau dann, wenn{vi, vj} ∈E (sonst gr̈oßer)

⇔ (i1, .., in) Lösung des entsprechenden TSP( (c1,2, ..cn−1,n), n)

Setzef(G) := ((c1,2, ..cn−1,n), |V |) mit ci,j =

{

1 falls {vi, vj} ∈E
2 sonst

f) Es folgtG ∈HC ⇔ f(G) ∈TSP

g) f ist in polynomieller ZeitO(|V |2) berechenbar
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Das Färbbarkeitsproblem (Graph Coloring)

GC = { (G, k) |G=(V,E) Graph

∧ ∃fV :V →{1..k}.∀{u, v}∈E. fV (u)6=fV (v)}

Gegeben ein GraphG = (V, E) und eine Zahlk≤|n|

Gibt es eine F̈arbung von V mit k verschiedenen Farben,
so daß verbundene Knoten verschiedene Farben haben?

1. ZeigeGC ∈ NP:
a) RateFärbungfV :V →{1..k} des Graphen

b) Pr̈ufe∀{u, v} ∈E.fV (u) 6=fV (v)

c) Anzahl der Schritte ist maximal|E| ∈ O(|V |2)

2. Zeige3SAT≤pGC:
– Konstruiere F̈arbungsproblem aus einer Klauselmenge (Details folgen)
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Das Färbbarkeitsproblems ist NP-vollständig

2. Zeige3SAT≤pGC:
– GegebenF = (k1, ..., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, ..., xn}

e) Konstruiere F̈arbungsproblemf(F ) ≡ (G, 3) wie folgt
· Teilgraph f̈ur Codierung der Variablenbelegung

WähleVvar = {u, x1, ..., xn}

undEvar = {{u, x1}, {u, x1}, {x1, x1}, ..{u, xn}, {u, xn}, {xn, xn}}

Bei 3-F̈arbbarkeit erhaltenxi undxi verschiedene Farben aus 0 oder 1
· Teilgraph f̈ur Codierung der Klauseln

WähleVk = {v, a1, b1, c1, y1, z1, .., am, bm, cm, ym, zm}

undEk = {{v, y1}, {v, z1}, {a1, y1}, {a1, z1}, {b1, y1}, {c1, z1}, {b1, c1},

...{v, ym}, ..{bm, cm}, {u, v}}

Knotenv erḧalt Farbe 0 oder 1
· Verbindungskanten zurCodierung der Klauselliterale
Elit = {{a1, z11}, {b1, z12}, {c1, z13}, ..{am, zm1}, {bm, zm2}, {cm, zm3}}

g) G:=(Vvar∪Vk, Evar∪Ek∪Elit) ist in polynomieller Zeit berechenbar

f) Dann giltF ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈GC (Beweis folgt)
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Codierung einer Formel als Färbungsproblem

F=(k1, k2, k3) mit k1=x1 ∨x2 ∨x3 k2=x1 ∨x2 ∨x4 k3=x1 ∨x2 ∨x3

u

x1 x1 x2 x2 x3 x3 x4 x4

a

b c

y z a

b c

y z a

b c

y z

v

Gibt es für den Graphen eine 3-F̈arbung?

•

•

• • • • • • • •

• •

• ••

• •

• • •

• •

• • •
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Korrektheit: F ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈ GC

u

x1 x1 x2 x2 x3 x3 x4 x4

a

b c

y z a

b c

y z a

b c

y z

v
•
•

• • • • • • • •

• •

• ••

• •

• • •

• •

• • •

• SeiF ∈3SAT

Dann gibt es eine erfüllende Belegung derxj

– Wählefv(xi), fv(xi) ∈{0,1} entsprechend,
fv(u)=2 undfv(v)=0.

– Da jedeski erfüllbar ist,
kanneines derai, bi, ci die Farbe0 erhalten

– Dieanderen 4 Knotenbilden eine Kette und werdenabwechselnd gefärbt
– Also gibt es eine 3-F̈arbung des Graphen und somitf(F ) ∈GC

• Ist f(F ) ∈GC dann ist o.B.d.A.fv(u)=2 undfv(v)=0
– WähleBelegung derxi entsprechend der Färbungvonxi

– Wäre Klauselki nicht erf̈ullt, so ẅare dieFarbe derai, bi, ci 1 oder2
– Wegenfv(bi) 6=fv(ci) undfv(v)=0 wäre dannfv(yi) 6=fv(zi) ∈{1,2}
– Dieswiderspricht der F̈arbbarkeit, daai ebenfalls mit1 oder2 gef̈arbt ist.
– AlsoF ∈3SAT

⇓

3SAT≤pGC
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Das Rucksackproblem (Knapsack)

KP = {(g1..gn, a1..an, G, A) | ∃J⊆{1..n}.
∑

i∈J gi ≤G ∧
∑

i∈J ai ≥A }

Gegebenn Objekte mit Gewichten gi und Nutzenwertenai

ein Rucksack mit Gewichtslimit G, Minimalnutzwert A

Gibt es eine Bepackung des Rucksacks mit Gegenständen,
die mindestens NutzenA und maximal Gewicht G haben?

1. ZeigeKP ∈ NP:
a) RateMenge von GegenständenJ⊆{1..n}

b) Pr̈ufe
∑

i∈J gi ≤G und
∑

i∈J ai ≥A

c) Anzahl der Schritte ist maximal2|J | ∈ O(n)

2. Zeige3SAT≤pKP : (Details folgen)

– Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
in Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte
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Das Rucksackproblem ist NP-vollständig

2. Zeige3SAT≤pKP :
– GegebenF = (k1, ..., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, ..., xn}

– Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln
in Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte

e) Konstruiere Rucksackproblemf(F ) ≡ (g1, ..g2m+2n, a1, ..a2m+2n, G,A)

wobei alleaj undgj m + n-stellige Zahlen sind mitgj = aj und

· aj: Anzahl derxj in ki an Stellei≤m, 1 an Stellem+j, sonst 0 (j≤n)

· an+j ≡ bj: Zahl derx̄j in ki an Stellei≤m, 1 an Stellem+j, sonst 0
(j≤n)

· a2n+i ≡ ci: 1 an Stellei, sonst 0 (i≤m)

· a2n+m+i ≡ di: 2 an Stellei, sonst 0 (i≤m)

SetzeA≡G = 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
m−mal

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−mal

f) Dann giltF ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈KP (Beweis folgt)

g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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Codierung einer Formel als Rucksackproblem

F=(k1, k2, k3) mit k1=x1 ∨x2 ∨x3 k2=x1 ∨x2 ∨x4 k3=x1 ∨x2 ∨x3

A = 444 1111

a1 = 100 1000 b1 = 011 1000 c1 = 100 0000 d1 = 200 0000

a2 = 010 0100 b2 = 101 0100 c2 = 010 0000 d2 = 020 0000

a3 = 100 0010 b3 = 001 0010 c3 = 001 0000 d3 = 002 0000

a4 = 000 0001 b4 = 010 0001

(1, 1, 0, 0) ist erfüllende Belegung

a1 + a2 + b3 + b4 + c1 + c3 + d1 + d2 + d3 = A
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Korrektheit: F ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈ KP

· aj: Anzahl derxj in ki an Stellei≤m, 1 an Stellem+j, sonst 0 (j≤n)

· bj: Anzahl derx̄j in ki an Stellei≤m, 1 an Stellem+j, sonst 0 (j≤n)

· ci: 1 an Stellei, sonst 0 di: 2 an Stellei, sonst 0 (i≤m)

· gj=aj für allej A≡G = 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
m−mal

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−mal

Ist F ∈3SAT , so gibt es eine erfüllende Belegung derxj

– Für j≤n wähleaj falls xj=1 undbj sonst
Dann haben in der Summealle Stellenm+j den Wert 1
und dieStelleni≤n einen Wert aus{1..3}, da jedeski erfüllt wird

– Erg̈anzung der Stelleni≤n mit ci unddi zu 4liefert A undG

Also f(F ) ∈KP

Gilt f(F ) ∈KP , so gibt es eine Bepackung diegenau den WertA ergibt
– Diese entḧalt für Stellem+j entwederaj (setzexj:=1) oderbj (xj:=0)
– Wegenci+di=3 muß die Summe deraj undbj in der Bepackung

an jeder Stellei≤m mindestens den Wert 1 haben
– Also kommtin Klauselki mindestens ein Literal mit dem Wert 1vor
Damit erf̈ullt die geẅahlte Belegung die FormelF , d.h.F ∈3SAT
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Anmerkungen zum Beweis 3SAT≤pKP

• Reduktion nutzt Spezialfall des Rucksackproblems
– Gewichtegi und Nutzenai sind jeweils gleich

– GesamtnutzenG und GesamtgewichtA sind gleich

– Wegen
∑

i∈J gi ≤G ∧
∑

i∈J ai ≥A gilt also
∑

i∈J ai = A

KP ∗ = {(a1..an, A) | ∃J⊆{1..n}.
∑

i∈J ai = A }

– KP ∗ ist Ausgangsproblem für viele Reduktionen

Manche Lehrbücher bezeichnen dies als “das Rucksackproblem”

• Beweis zeigt eigentlich3SAT≤pKP ∗≤pKP

– Reduktion3SAT≤pKP ∗ konstruiert dieai undA wie gezeigt

– ReduktionKP ∗≤pKP konstruiertgi = ai undG = A

– Damit sindbeide Versionen des RucksackproblemsNP-vollständig
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NP-vollständige Probleme – Reduktionsstruktur

SAT 3SAT

...

...

......

CLIQUE V C ..........

IS ..........

SGI LCS ..........

DHC HC TSP ..........

KP ∗

KP

PART BPP ..........

GC ..........

ILP ..........
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ANHANG
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DHC ist NP-vollständig: 3SAT≤pDHC

GegebenF = (k1, .., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, .., xn}

e)Konstruiere Graphen GF ≡ f(F ) aus drei Komponenten
· TeilgraphenHj für Codierung der Variablenvorkommen vonxj/x̄j

xj,i =̂ i-tes Vorkommen von xj in F

mj =̂ maximales Vorkommen von xj/x̄j

aj
q)

xj,0 xj,0
-�

q)

xj,1 xj,1
-

�

q)
...

q)

xjmj xjmj
-

�
q )

bj Hn

?

?
...

H2

?

H1

?

zi1

?

- zi2

?

- zi3

?

�

zi1 � zi2 � zi3
*

? ? ?

? ? ?

?

· Teilgraph f̈ur Codierung der Klauseln
· Verbindungskantenzwischen Variablen und Klauselliteralen

Für zik=xj verbinde erstes ungenutzte Vorkommenxj,p mit zik undzi,k mit xj,p+1

Für zik=xj verbinde erstes ungenutzte Vorkommenxj,p mit zik undzik mit xj,p+1

g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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Codierung einer Formel als DHC Problem

F=(k1, k2, k3) mit k1=x1 ∨x2 ∨x3 k2=x1 ∨x2 ∨x4 k3=x1 ∨x2 ∨x3

a1
q)

x1,0 x1,0
-�

q)

x1,1 x1,1
-�

q)

x1,2 x1,2
-�

q )

b1 = a2 a2
q)

x2,0 x2,0
-�

q)

x2,1 x2,1
-�

q)

x2,2 x2,2
-�

q )

b2 = a3 a3
q)

x3,0 x3,0
-�

q)

x3,1 x3,1
-�

q )

b3 = a4 a4
q)

x4,0 x4,0
-�

q)

x4,1 x4,1
-�

q )

b4

-

z1,1

?

-z1,2

?

-z1,3

?

�

z1,1� z1,2 � z1,3
*

? ? ?

? ? ?

z2,1

?

-z2,2

?

-z2,3

?

�

z2,1� z2,2 � z2,3
*

? ? ?

? ? ?

z3,1

?

-z3,2

?

-z3,3

?

�

z3,1� z3,2 � z3,3
*

? ? ?

? ? ?

�

?

�

?

�

?

?

?

?
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Erfüllende Belegung als DHC

F=(k1, k2, k3) mit k1=x1 ∨x2 ∨x3 k2=x1 ∨x2 ∨x4 k3=x1 ∨x2 ∨x3

a1
q)

x1,0 x1,0
-�

q)

x1,1 x1,1
-�

q)

x1,2 x1,2
-�

q )

Erf üllende Belegung:(1, 1, 0, 0)

Beginne mit Teilpfad a1 → x1,0 → x1,0

q

�

Verbinde x1,0 mit Klausel 1

Laufe von x1,1 durch H1 bis a2

�

q

�
q

a2
q)

x2,0 x2,0
-�

q)

x2,1 x2,1
-�

q)

x2,2 x2,2
-�

q )

Weiter mit Teilpfad a2 → x2,0 → x2,0

q

�

Verbinde x2,0 mit Klausel 2

Laufe von x2,1 durch H2 bis a3

�

q

�
q

a3
q)

x3,0 x3,0
-�

q)

x3,1 x3,1
-�

q )

Weiter mit Teilpfad a3 → x3,0 → x3,0

)
-

Verbinde x3,0 mit Klausel 3

Laufe von x3,1 durch H3 bis a4

-

)

a4
q)

x4,0 x4,0
-�

q)

x4,1 x4,1
-�

q )

b4

Beliebig weiter durch H3 bis b4 und a1

)
-

)
-

)

-

z1,1

?

-z1,2

?

-z1,3

?

�

z1,1� z1,2 � z1,3
*

? ? ?

? ? ?

?

- -

?

� �

?

z2,1

?

-z2,2

?

-z2,3

?

�

z2,1� z2,2 � z2,3
*

? ? ?

? ? ?

?

-
�

?

*

�

?

z3,1

?

-z3,2

?

-z3,3

?

�

z3,1� z3,2 � z3,3
*

? ? ?

? ? ?

?
�

-

?

�

*
?

?

�

?

?

?

?

?

�

�

?
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Korrektheit (Skizze): F ∈3SAT ⇔ f(F ) ∈ DHC

• Es gelteF ∈3SAT

Seic1, ..cn eine erf̈ullende BelegungvonF .
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
– In Hj beginne mitaj undxj,0 falls cj = 1, sonst mitaj undxj,0

– Verbindexj,p mit xj,p und dann mitxj,p+1.
Wenn m̈oglich, gehe dabeïuber die Knoten einer verbundenen Klauselzi

– Analog verbindexj,p mit xj,p und dann mitxj,p+1, evtl. mit Umweg
– VerlasseHj in bj und verbinde mitHj+1

Da c1, ..cn die FormelF erfüllt, wird jedes Hj und zi durchlaufen.

• Es gelteGF ∈DHC

Verbindet der Kreisaj mit xj,0 wählecj = 0, sonstcj = 1

– Betritt der Kreis Klauselzi bei zi,k, so muß er sie beizi,k verlassen
– Damit verbindet der Kreis immer einxj,p mit xj,p mit xj,p+1 (cj = 1)

oderxj,p mit xj,p mit xj,p+1 (cj = 0), bis erHj verläßt.
– Bei Umwegüberzi muß das verbundene Literalzik ∈{xj,xj} erfüllt sein
– Da alle Klauseln durchlaufen werden,sind alle Klauseln erfüllt .
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Weitere NP-vollständige Graphenprobleme

• Independent Set (HMU §10.4.2) 3SAT≤pIS

– Gegeben ein GraphG = (V, E) der Gr̈oßen und eine Zahlk≤|V |.

– Gibt es inG eine unabḧangige Knotenmenge der Größek?

IS ={ (G, k) |G=(V, E) Graph ∧ ∃Vi⊆V. |Vi|≥k ∧ ∀u, v ∈Vi. {u, v} 6∈E }

• Subgraph Isomorphism CLIQUE≤pSGI

– Gegeben zwei GraphenG1 = (V1, E1) undG2 = (V2, E2).

– Gibt es einen SubgraphenH vonG1, der isomorph zuG2 ist?

SGI = { (G1, G2) | G1, G2 Graphen∧ ∃H Graph.H⊑G1 ∧ H ∼= G2 }

• Largest Common Subgraph SGI≤pLCS

– Gegeben GraphenG1=(V1, E1) undG2=(V2, E2) und eine Zahlk≤|G1|

– Gibt es isomorphe SubgraphenH1 vonG1 undH2 vonG2 der Gr̈oßek?

LCS = { (G1, G2, k) | G1, G2 Graphen∧ k≤|G1| ∧ ∃H1, H2 Graphen.
H1⊑G1 ∧ H2⊑G2 ∧ H1

∼= H2 ∧ |H1|≥k }
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Weitere NP-vollständige Probleme

• Partitionsproblem KP≤pPART

– Gegebenn Objekte mit Wertb1, ..., bn.
– Gibt es eine Aufteilung der Objekte in zwei gleichwertige Stapel?
PART = { b1, ..bn | bi ∈N ∧ ∃I⊆{1..n}.

∑

i∈I bi =
∑

i∈I bi}

• Binpacking PART≤pBPP

– Gegebenn Objekte der Gr̈oßea1, ...an undk Beḧalter der Gr̈oßeb

– Kann man alle Objekte in den Behältern unterbringen?
BPP ={(a1, ..an, b, k) | ∃f :{1..n}→{1..k}. ∀j≤k.

∑

i ∈{i|f(i)=j} ai ≤ b}

• Multiprozessor-Scheduling MPS =̂ BPP

– Gegebenn Prozesseji mit Laufzeitt(ji), m Prozessoren, DeadlinetD.
– Gibt es eine Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren,

so daß bei Startzeitt0 alle Prozesse vor der ZeittD beendet sind?

• Integer Linear Programming 3SAT≤pILP

– Gegeben einek×k Matrix A und einen Vektor~b ∈Z
k

– Gibt es ein~x ∈Z
k, welches das lineare UngleichungssystemA ∗ ~x≥~b löst?


