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Dieser Artikel ist noch nicht ganz fertig und enthalt vor allem noch Tippfehler und kleine-
re Unsauberkeiten. Er wird im Laufe der nichsten Wochen durch eine leicht {iberarbeitete
Version ersetzt.

ZusammenfassungDieser Artikel gibt einerberblick tiber die primitiv- und
u-rekursiven Funktionen. Er ist gedacht als Hintergrundemil zur Erganzung
der relativ knappen Abhandlung in der Vorlesung “Einfiihguin die Theoreti-
sche Informatik 11”.

1 Rekursive Funktionen

Rekursive Funktionen sind moglicherweise der altestekkete Ansatz zur Erklarung
von Berechenbarkeit (Dedekind 1888 [3]). Das Konzept antstange, bevor man tiber
Maschinenmodelle nachdachte, und benutzt einenmgithematisch®orgehensweise
um zu beschreiben, welche Funktionen berechenbar sind.

Das Konzept der rekursiven Funktionen geht dabei davondalsder Begriff der
Berechenbarkeit etwas intuitiv Einsichtiges sein ist. Biiigen elementaren Funk-
tionen wiirde niemand ernsthaft bezweifeln, da3 sie berdzdr sein miissen. Hier-
zu zahlt zum Beispiel diélachfolgerfunktior(oft mit s bezeichnet), die bei Eingabe
einer natrlichen Zaht die nachstgroRere Zahl bestimmt, denn Zahlen ist eieer d
intuitivsten Berechnungsmechanismen. Auch die sogeprariitbjektionsfunktiongn
die aus einer Gruppe von Werten, .., z,, einen spezifischen Weit, herausgreifen
— wir bezeichen sie mitr} — sind offensichtlich berechenbar und das gleiche gilt fur
alle Konstantenfunktionglso Funktionen, die unabhangig von der Eingahe., z,,
immer denselben Wetkt zuriickgeben. Wir verwenden hierfir die Bezeichnupg

Intuitiv einsichtig ist auch, dal3 man berechenbare Funkticauf verschiedene Ar-
ten zusammensetzen kann und dabei wieder eine bereché&nivdtéon erhalten muf3.
Dies gilt sicherlich fur die einfachiéompositiorvon Funktionen, also die Hintereinan-
derausfiihren mehrerer Berechnungen, bei der das ErgeineisReihe von Funktio-
neng, .., g, als Eingabe fur eine andere Funktifmient, was man ublicherweise mit
folgr, .., gn) bezeichnet.

Auch dielteration einer Funktionf, also ihre wiederholte Anwendung auf ihr ei-
genes Ergebnis, ist ist offensichtlich leicht zu berechrnenPrinzip entspricht dies
einer vielfachen Kompositiofio fo...of. Im Gegensatz dazu ist die Anzahl der Kom-
positionssschritte jedoch nicht fest vorgegeben, sondbhiéngig von der Eingabe.
In der Mathematik verwendet man daher zur Beschreibung aimfacheRekursion
da dies praziser ist und (induktive) Beweise iiber Eigbaten berechenbarer Funk-
tionen vereinfacht.Die rekursive Betrachtung erlaubtwshadie Iteration mehrstelli-
ger Funktionen zu beschreiben, was mit der einfachen Snheise fo fo...of nicht
maoglich ist. Bei der sogenanntenimitiven Rekursioribernimmt eine Initialfunktion



g die Berechnung des Startwertes fur Null Iterationen,neatl eine Schrittfunktion
die Rolle einer erweiterten Komposition tbernimmt: sistbamt, wie das bisherige
Funktionsergebnis, die Anzahl der bisher durchgefuHtezationen und die restlichen
Eingabewerte im nachsten lterationsschritt weiternteriet werden. Wir verwenden
im folgenden die Bezeichnungr|g, /| fur die so entstehende Funktion.

Primitive Rekursion und Komposition sind derart machtidechanismen, daf} es
schwer ist, berechenbare Funktionen zu konstruieren icli¢ mit diesen Operationen
ausgedrickt werden kdnnen. Erst einige Jahrzehnterspiite sich heraus, dal ei-
ne weitere Operation, die sogenanhtaimierungnotig war, um alle berechenbaren
Funktionen zu beschreiben. Minimierung, Ublicherweise i bezeichnet, sucht die
erste Nullstelle der Funktiofi. Im Prinzip ist auch dies wieder ein iterativer Prozess.
Im Gegensatz zur primitiven Rekursion wird allerdings diezAhl der Iterationsschrit-
te zu Beginn nicht vorgegeben. Die Suche wird erst beendstnwsie erfolgreich war
und kann daher moglicherweise nicht enden.

Es ist leicht einzusehen, dal? die oben beschriebenen Baektund Operationen
auf dem Papier schematisch, also durch einfaches BefoigenRechenvorschrift, aus-
gerechnet werden kdnnen. Wichtig ist aber auch, wie diessth&wvorschrift formali-
siert werden kann, so daf keine Zweifel Giber die durchmefiide Berechnung ent-
stehen kdnnen. Heutzutage wiirde man dafiir eine Progienspnache entwickeln, die
dann auf einem abstrakten Maschinenmodell, meist einerdkriNeumann Maschine,
ausgefiuhrt wird. Diese Maschinenmodelle wurden abes@rdahre nach den rekursi-
ven Funktionen entwickelt und sind — aus mathematischét Siauch wenig elegant,
da die Beschreibung der Bedeutung eines Programms aufgvishdind Beweise meist
sehr kompliziert macht.

Der Kalkul der rekursiven Funktionen wurde daherRimktionenkalkl gestaltet,
der zur Beschreibung von Berechenbarkeit nur die FunktiGetbst verwendet. Man
legt fest, welchesrundfunktionerals berechenbar gelten und welcbperationerauf
berechenbare Funktionen angewandt werden kdnnen, umbeeeehenbare Funktio-
nen zu erzeugen. Die Funktionsargumente tauchen iBekghreibungler berechenba-
ren Funktionen Uberhaupt nicht auf, sondern erst, wersedi@inktionen fir konkrete
Eingabewerte ausgerechnet werden sdlldn.diesem Sinne ist der Kalkiil der rekur-
siven Funktionen eingehr abstrakte mathematische Programmierspradieeman als
Vorlaufer des informatiktypischeBaukastensystenasisehen konnte.

Die wesentliche Schwierigkeit fur Informatiker liegt heutage in deAbstraktion
also der Beschreibung des Funktionsverhaltens, ohne egbliit auf die Funktionsar-
gumente einzugehen. Wir wollen diese Vorgehensweise &gegiBeispielen erlautern.

Beispiel 1 (Abstrakte Funktionsbeschreibungen)

— Wir wollen eine Beschreibung der Funktien finden, welche bei Eingabe einer
Zahlz den Wertz+2 berechnet, also 2 addiert. Dabei darf in der Beschreibung de
Funktion das Argument nicht genannt werden.

Wir wissen, dal¥:+2 dasselbe ist wie die zweifache Addition von 1, alspl +1.

! Diese Vorgehensweise ist aus der Analysis bekannt, in deklleitungsoperatod /dz eben-
falls nur auf Funktionssymbole ohne Argumente angewant,wim die erste Ableitung einer
Funktionals Funktionzu generieren.



Abstrahiertist dies die doppelte Anwendung der Nachfdlgedtions, alsos(s(x)).
Damit ist die Funktiont, also dieKomposition vons und s und die gesuchte Be-
schreibung ist+, = sos.

— Gesucht ist eine abstrakte Beschreibung/lédition zweier Zahlen: undy.
Das Ergebnis laf3t sich darstellen a#éache Addition von 1z+y = z+ 1+...+1.

Diese Iteration muf3 nurekursivbeschrieben werden. y—mal
Der Initialwert fur y = 0 ist eine null-fache Addition von 1 z+0 ==z
Im Schrittfall verwenden wir das Ergebnis der Addition voaondy,

um die Addition vonz undy+1 zu bestimmen z+(y+1) = (z+y)+1)

Wir miissen nun diese Gleichungen als Funktionsanwendubpggchreiben. Der
Initialwert ergibt sich durch Anwendung dérojektionpr| auf die Eingabe:. Der
Schrittfall ergibt sich durch Anwendung venauf das bisherige Funktionsergeb-
nis z+y. Die Anzahly der bisher durchgefuhrten Iterationen und der Eingabewer
x werden nicht verwendet und missen durch eine entspreehemgjektion aus-
geblendet werden. Die Schrittfunktion hatte somit diet&lesopr?, wobeii die
Position des bisherige Funktionsergebnisses unter deg@wenten bezeichnet.
Bei der Uiblichen Formalisierung der primitiven Rekurseswartet man das Funk-
tionsergebnis an der letzten Stelle aller Argumente. Daraie die gesuchte Be-
schreibung der Additionsfunktiondd = Pr|pri, soprs]

— Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahiemdy laf3t sich am einfachsten
durch einen Suchprozel3 beschreiben. Man sucht, beginmémkbgroReren der
beiden Zahlerr undy, die kleinste Zaht, die vonx undy geteilt wird.

Um diese Suche in der Denkweise der rekursiven Funktiondregchreiben, mufd
man zunachst einen Test auf Teilbarkeit als rekursive #onk ;;,;q4.s darstel-
len (siehe Beispid[16), welche bei Eingafe z) genau dann den Wert O liefert,
wennz die Zahly teilt. Addiert man dann die Ergebnisse vof,iq4es(z, z) und
taivides (Y, 2), SO bekommt man genau dann das Resultat 0, wenn beide Tests er
folgreich waren.

Auf ahnliche Weise erganzt man noch einen Testxeglr bzw. y<z gilt (siehe
Beispiel®). Dies ergibt insgesamt eine rekursive Funkfipdie genau dann das
Resultat O liefert, wenn ein gemeinsames Vielfaches verundy und mindes-
tens so grol3 wie beide Zahlen ist, und die gesuchte Besdmgitbes kleinsten
gemeinsamen Vielfachen isty V' = uf.

Eine detaillierte Herleitung der Beschreibung viari” werden wir in Beispie[ 15
auf Seitd_Ib angeben.

Wir werden im folgenden eine prazise Definition der rekwesi Funktionen an-
geben und den Entwurf und die Analyse rekursiver Funktiomereiner Reihe von
Beispielen illustrieren. Dabei werden wir auch einige dbigete Programmiersche-
mata vorstellen, welche den Entwurf rekursiver Funktioadreblich erleichtern. Wir
beginnen mit der wichtigen Unterklasse dermitiv-rekursiven Funktiongnstellen
anschlieBend eine Funktion vor, die intuitiv berechenséler nicht primitiv-rekursiv
ist, und betrachten schlie3lich die Erweiterung @ujrekursive FunktionenWir wer-
den beweisen, daf3 die Klasse der rekursiven Funktionetisdbrmit der der Turing-
berechenbaren Funktionen auf natrlichen Zahlen ist.iSdmnen Turingmaschinen
und rekursive Funktionen wahlweise dazu eingesetzt wemt®nnachzuweisen, dafd
eine Funktion (bzw. ein teil davon) berechenbar ist.



2 Primitiv-rekursive Funktionen

Die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist die Meradler Funktionen, die aus
elementaren Grundfunktionen durch beliebig haufige Ardueiy von Komposition
und primitiver Rekursion aufgebaut werden kdnnen. Wirdeersie im folgenden odfter
mit dem KiirzelPR bezeichnen. Als Grundfunktionen verwenden wir die Naad#ol
funktion, Projektionen und Konstanten.

Definition 2 (Grundfunktionen).
— Die Nachfolgerfunktiors:N—N ist definiert durchs(z) = z+1 fur allez e N
— Die Projektionsfunktionerpr):N®*—N sind definiert durchpr} (z1, .., z,,) = x,
fur alle x4, .., z,, €N, wobein e N undk € {1..n}.
— Die Konstantenfunktioner:):N”—N sind definiert durche} (x4, .., z,) = k fur
alle z1, .., z,, e N wobein, k ¢N.
G={stU{pr} | neN,1<k<n}U{c} | n, k e N} istdieMenge der Grundfunktionen

Es gibt minimalistische Formulierungen der rekursiven iiamen, in denen als
Grundfunktionen nur die Nachfolgerfunktion, die Projekin und die einstellige Null-
funktion z = ¢} verwendet werden, da alle anderen Konstantenfunktiorezas durch
Komposition erzeugt werden kdnnen. Andere Formulieranggwenden anstelle von
pry die Bezeichnungenl} oderr}.

Definition 3 (primitiv-rekursive Operationen).

— Die Kompositionfo(gy, .., g,):N*—~N der Funktionenf:N"—N, g, ..g,:NF =N
fur beliebigen, k € N ist die eindeutig bestimmte Funktibrmit der Eigenschaft

h(@) = f(g1(2), .. gn(2) B
fir alle # e N,
— Die primitive RekursionPr[f, g]:N*—~N zweier Funktionenf:N*~!—=N und
g:NF+1 N fur beliebigek>1 ist die eindeutig bestimmte Funktiarfir die gilt
h(#,0) = f(#) und h(z,y+1) = g(Z,y, h(T,y))
fir alle 2 e N*~! undy e N.

In der Denkweise imperativer Programmierspraﬁrmntspricht die Komposition
einer Folge von Anweisungen und die primitive Rekursiore@infachen Zahlschleife,
die allerdings in umgekehrter Reihenfolge abgearbeitetdm i = fo(g1, .., g,) ZU
berechnen, wiirde man folgende Anweisungen verwenden.

V=1 (x, . 0x)5 s ¥, =00 (X, 05x) s b=y, y))

Um h = Pr[f, g] zu berechnen, wiirde man folgende Schleife verwenden.
h:=f(x,,..,x); for i:=1 to y do h:=g(x,,..,x,,i-1,h)
Das Resultab entspricht jeweils dem Funktionsweéirtx, .., xx).

2 ; ist abkiirzend fr ein Tupélcy, ..., z.,) von natiirlichen Zahlen.
% In funktionalen Programmiersprachen kénnen Kompositiod primitive Rekursion wesent-
lich direkter ausgedriickt werdefio (g1, .., g») entspricht dem komplexen Ausdruck
fun (x,,..,%x) -> f(g,(xy,..,%),..,0,(x;,..,%.))
und Pr|f, g] einer einfachen rekursive Deklaration
let rec h(Z,y) = if y=0 then f(Z) else ¢g(Z,y-1,h(Z,y-1))



Definition 4 (primitiv-rekursive Funktionen).
Die MengeP R derprimitiv-rekursiverFunktionenist definiert al$ R :UZ,C:@PRW
Dabei sind die Klasse®R; induktiv wie folgt definiert.

PRo =G und
PRit1=PRiU{fo(g1, .. 9n) | REN, f,91...9n e PRJU{Pr[f, g] | f,9€PR:}

In anderen WortenPR besteht aus den Grundfunktionen und allen Funktionen,
die hieraus durch iterierte Komposition oder primitive Redion entsteheri?R; be-
schreibt die Funktionen, bei deren Aufbau maximéerationen bendtigt. Die obige
Definition prazisiert diesen intuitiven Gedanken, ist rafig nicht-Mathematiker oft
schwer zu handhaben. In vielen Fallen ist die folgende &iarisierung handlicher.
Korollar 5

1. DieNachfolgerfunktiors ist primitiv-rekursiv.

2. DieProjektionsfunktionemr} sind primitiv-rekursiviir allen e Nundk € {1..n}.

3. DieKonstantenfunktionen;’ sind primitiv-rekursiv ir alle n, k € N.

4. Die Kompositionfo(gy, .., g,):N*—~N der Funktionenf:N"—N, g, ..g,:NF =N
ist primitiv-rekursiv fir alle n, k ¢ N, wennf, g1 ...g,, primitiv-rekursiv sind.

. Die primitive RekursionPr[f, g]:N*—~N zweier Funktionenf:N*~! N und
¢:NFH1 N st primitiv-rekursiv tir alle k € N, wennf undg primitiv-rekursiv sind.

(&)

Will man also zeigen, dal3 eine gegebene Funkkigumimitiv-rekursiv ist, so muf
man — wenm nicht eine der Grundfunktionen ist — entweder zeigen, dgfi¥iestiv-
rekursive Funktionerf, ¢, ...g,, gibt, so da% = fo(¢1, .., g,,) ist, oder zwei primitiv-
rekursive Funktionerf undg finden, so dak = Pr[f, ¢] gilt. Zuweilen hilft es, furh
einenprimitiv-rekursiven Ausdrucku konstruieren, also einen Ausdruck, der nur aus
den Symbolen pr;? undc und Anwendungen der Operatoremind Pr besteht. Fur
den Nachweis, daR primitiv-rekursiv ist, ist dies jedoch nicht erforderlich

Wir wollen im folgenden die Analyse und Konstruktion primitekursiver Funk-
tionen an einigen Beispielen erklaren und zeigen, daf} dibtigsten arithmetischen
Funktionen primitiv-rekursiv sind.

2.1 Analyse und Konstruktion primitiv-rekursiver Funktio nen

Es ist relativ leicht, einen vorgegebenen primitiv-rekuea Ausdruck auf bestimm-
ten Argumenten auszurechnen. Man muf3 hierzu nur schriemgie Interpretation
der Funktions- und Operationssymbole einsetzen, bis ejrlifiis dasteht. Wegen der
grol3en Menge an Details sind Computer fir diese Tatiglainalerweise besser ge-
eignet als Menschen. Nichtsdestotrotz gewinnt man ein ggasi Verstandnis der Be-
griffe, wenn man dies an einfachen Beispielen von Hand deatinet.

Beispiel 6 (Auswertung eines primitiv-rekursiven Ausdruds)

Wir wollen den AusdruckPr[pri, sopri](5,2) auswerten. Hierzu betrachten wir
zurichst derauRReren Operator des Ausdrucks|pri, soprs|. Dieser istPr, d.h. der
Ausdruck hat die Gestalt = Pr[f, g], wobeif = pr{ e N=Nundg = soprj e N> 5N,



Die Definition der primitiven RekursioRr|f, g] (Definition[3) unterscheidet zwei
Falle: entweder ist das letzte Argument O oder es ist Nachf@mer Zahly. In unse-
rem Fall ist das letzte Argument eine 2, also der Nachfolgar ¥, und wir beginnen
mit der Auswertung vori(z,y + 1) = g(z,y, h(x,y)) furz =5undy = 1, also von
g(5,1,h(5,1)) bzw. vonsopr3 (5,1, h(5,1)).

An dieser Stelle gibt es zweiddlichkeiten des weiteren Vorgehens. Winken
zurichsth(5,1) weiter auswerten und anschlieBend der3eren Ausdruck oder um-
gekehrt. In diesem Fall endift der &ul3ere Ausdruck eine Projektionsfunktion, deren
Auswertung einen Ausrudkblicherweise erheblich vereinfacht. Deswegéseh wir
zurichst die Kompositiosopr3 genéR Definition[8 auf und erhalten den Ausdruck
s(pri(5,1,h(5,1))). Im nachsten Schritt wertet man nun die innere Projektionsftinkt
onpri aus, alsqrs (5,1, h(5,1)) = h(5,1), und ertélt s(h(5,1)).

Nun nmissen wir erneut die primitive Rekursién= Pr[f, g] erneut analysieren.
Jetzt ist das letzte Argument eine 1, also der Nachfolger,womd wir beginnen mit
der Auswertung vomi(z,y + 1) = g(z,y, h(z,y)) furz = 5undy = 0, also von
9(5,0,h(5,0)) bzw. vonsopr3 (5,0, h(5,0)). Nach Aufbsen der Komposition und Aus-
wertung der innere Projektionsfunktion ergibt sicth, 1) = s(h(5,0)), also insgesamt
h(5,2) = s(h(5,1)) = s(s(h(5,0))).

In der nun folgenden Analyse der primitive Rekursios Pr[f, g] stoBen wir auf
den Basisfalh(x,0) = f(x) fur 2 = 5, und berechneh(5,0) = f(5) = pri(5) = 5.
Setzen wir dies in die obige Gleichung ein und werten weitis; ao erhalten wir als
Endergebnisi(5,2) = s(s(h(5,0))) = s(s(5)) = s(6) = 7.

Die folgende Gleichungskette fal3t das obige Argument ipp@aForm zusammen.

Prlpri, sopr3](5,2)

= sopri(5, 1, Pr[prfl'., sopri](5,1)) = s(pri(5,1, Prlpri, sopr3](5,1)))
s(Pripri, sopr3](5,1)

= s(sopr3 (5,0, Pripry, sopr3](5,0))) = s(s(pr3(5,0, Prlpry, sopr3](5,0))))
= s(s(Prlpry, sopri](5,0))) = (9(pri(5)))
= s(s(5)) =s(6) =

Diese Abarbeitungsreihenfolge ist nur eine von vieldgighthkeiten. Hitten wir vor-
rangig die inneren Ausdicke ausgewertet, scane folgende Gleichungskette entstanden.

Prlprt, sopri)(5,2)

= sopr (5,1, Prlpri, sopr3](5,1))

= sopri(5,1, sopr3 (5,0, Prlpri, sopr3](5,0))) = soprs (5,1, sopri(5,0, pri(5)))
= sopri(5,1, sopr3 (5,0, 5)) = sopr3 (5,1, s(pri (5,0, 5)))

— sopri(5. 1, 5(5))

= sopri(5,1, 6) = s(pri(5,1, 6))

= s(6) =7

Anstelle einer geschlossenen Gleichungskeiteelman auch die Rekursion durch eine
Iteration ersetzen und die Werter|pri, sopr3](5,4) fur i = 0,1,2 der Reihe nach
berechnen &nnen. Dies istifr Menschen normalerweidbersichtlicher, da sie kei-
nen Abarbeitungsstack verwalterissen. Einem Computer, der Augdke schematisch
verarbeiten mul3, bleibt diese elegantere Vorgehnsweigglith verwehrt.



Die Analyse eines vorgegebenen primitiv-rekursiven Auslls beinhaltet neben
seiner Auswertung fur konkrete vor allem naturlich diade, welche mathematische
Funktion durch diesen Ausdruck berechnet wird und den Nathwal dies tatsachlich
der Fall ist. Dabei liefert eine griindliche Analyse ofealNesentlichen Argumente fir
den Beweis, so dal3 dieser nur noch die Kernpunkte in eindiissigen Reihenfolge
zusammenfaf3t.

Beispiel 7 (Analyse eines primitiv-rekursiven Ausdrucks)

Wir wollen den Ausdruckf, = Pr[pri, sopri] aus Beispie[l6 genauer analysieren.
Hierzu betrachten wir zuichst einmal die Stelligkeit der Funktigf). Nach Defini-
tion [ ergibt sich die Stelligkeit vorf, aus der Stelligkeit der Funktionem-! und
sopri. In Definition[2 wurde die Projektionsfunktign} als einstellige Funktion auf
den natirlichen Zahlen definiert, d.h. es gjit-{:N—N. pr3 ist dreistellig und gerai
Definition[3 folgt auchsopri:N*—N. Da die Stelligkeit vorPr|[f, g] zwischen der von
f undg liegt, folgt damit, daf¥f, zweistellig sein muf3, alsg :N?—N.

Um einen Eindruck vom Funktionsverhalten zu bekommenewaeiir als richstes
f, auf einigen Beispielargumenten aus.

f1(2,2) = Prlpry, sopr3](2,2)

= (.S’O])T‘g)(27 1, f1(2,1)) = '3(7)7;(27 L fi (2~ 1)))

—S(A(20)) = s(Pripr, soprd)(2, 1))

= 9((30177):2)(2707 fl(270))) = 9(9(1772(207 fl(270))))

— (s(1(2.0))) — s(s(Pripr, sepri] (2,0)))

— s(s(prl ()

= s(s(2)) = 5(3) =4
f1(6,1) = Prpry, sopr3](6,1) ‘

- (SOpT;)(b 07 fl(b O)) = 9(p7"; (()7 0 fl (()7 0)))

— S(A(6.0) — s(Prlprl, soprd](6,0))

—s(prl(6) ~ 4(6) _7
f1(0,0) = Pr[pri, sopr3](0,0) = pri(0) =0

Das Ergebnis ist jeweils die Summe der beiden Eingaben,l@gbdie Vermutung
nahe, daf3f, moglicherweise die Additionsfunktion darstellt. Um diesiiberpiiifen,
analysieren wir das rekursiven Verhalten vppfir beliebige Eingaben. i beliebige
x,y eNist

fi(2,0) = pri(z) =z
fil@,y+1) = (soprd) (z,y, fi(z,)) = s(fi(z,y)) = fi(z,y)+1
Bis auf die fehlende Infix-Notation ist dies genau die Re&nsgleichung der Addition,
die wir aus den Peanoaxiomen kennen
z+0 =2
z+(y+1) = (z+y)+1

Damit ist bewiesen, daf, (z,y) = x+y fur beliebigez,y €N gilt und daB f; die
Additionsfunktiomdd:N?—N ist, die durch add(z, y) = x+y definiertist. AuRerdem
haben wir bewiesen, dalR dielditionsfunktiorudd primitiv-rekursivist.



Etwas schwieriger als die Analyse eines vorgegebenen tprinekursiven Aus-
drucks ist der Nachweis, daf3 eine bestimmte Funktion pvimékursiv ist. Meist lauft
diese Aufgabe darauf hinaus, einer Beschreibung der Famktidurch einen primitiv-
rekursiven Ausdruck zu finden, also im Endeffekt ein Prograim der Spraché®R
schreiben. Im Prinzip reicht es aber zu zeigen, da3 die Famkich durch Kompo-
sition und primitive Rekursion aus bekannten anderen tivirmekursiven Funktionen
zusammensetzen lalt. Wenn man also bereits eine gewibBetligk von primitiv-
rekursiven Funktionen zur Verfigung hat, dann ist diesachWeis deutlich leichter
— genauso, wie es in jeder anderen Programmierspracheeleisty Programme aus
bekannten Bibliotheksfunktionen zusammen zu setzen elsa@i Grund auf neu zu
schreiben.

Erfahrungsgemal macht die primitive Rekursion den meidibei die grofiten
Schweirigkeiten. Man kennt die gesuchte Funktiomnd muf3 nun zwei Funktionef
undg finden mit der Eigenschaft, daf3sich alsPr[f, g] darstellen laf3t. Dabei mussen
vor allem die Rahmenbedingungen der Stelligkeiten und émong der Argumente
eingehalten werdery. mul3 eine Stelle weniger haben alsindg eine mehrg muf3 als
letztes Argument den Vorgangerwert der Rekursion verneandavor die Rekursions-
variable, also das letzte Argument vbnund davor die restlichen Argumente vbiin
genau der gleichen Reihenfolge. Wie in jeder Programmiacsie darf von derartigen
formalen Rahmenbedingungen nicht abgewichen werden. &gswbraucht man Pro-
jektionsfunktionen und Komposition, um die Argumente im dehtigen Anzahl und
an der richtigen Stelle einsetzen zu kdnnen.

Um f und g zu finden, empfiehlt es siclzurachst eine Funktionsgleichurfgr
die vorgegebene Funktiaufzustellenin der nur bereits bekannte Funktionen und die
Argumente auftauchen. Dies kann eine Rekursionsgleickeing eine einfache Hinter-
einanderausfuhrung mehrerer Funktionen, oder einesrihaitig-rekursiven Program-
mierschemata enthalten, die wir im Abschitf 2.2 disketiewverden. Gelingt dies nicht
unmittelbar, so mul3 das Problem eventuell in kleinere Bekédle zerlegt werden, fur
die dann eine Funktionsgleichung aufgestellt wird. Die &petfdsung ergibt sich dann
durch Komposition der einzelnen Teillosungen.

Fur den Nachweis, daf3 die vorgegebene Funktigurimitiv-rekursiv ist, reichen
diese Funktionsgleichungen aus. Man weif3 dann,/dalgh durch Komposition und
primitive Rekursion aus anderen primitiv-rekursiven Fumoken ergibt und damit selbst
primitiv-rekursiv ist. Will man zusatzlich den primitikekursiven Ausdruck angeben,
der h beschreibt, so mufl3 man die Funktionsgleichungen in die &echreibweise
umwandeln, indem man schrittweise die Argumente nach asBiebt und hierfir
ggf. Komposition und Projektionen einsetzt.

Beispiel 8 (Programmierung mit primitiver Rekursion)
Wir wollen zeigen, daR die Vaiggerfunktionp:N—N, definiert durchp(n) = n—1,
primitiv-rekursiv ist. Dabei beschreibt die Subtraktion auf den nitlichen Zahlen,
die im Gegensatz zur Subtraktion auf ganzen Zahlen keiratimeg Werte annehmen
kann, d.hz—y = 0, falls z<y. Fur 2>y ist z—y dasselbe wie:—y.

Wir beginnen mit den Funktionsgleichungandie Vorgangerfunktion. Wir wissen,
daRp(n) = 0 fur n<1istundp(n) = n—1 fur n>1. Diese Fallunterscheidun@hnelt
dem Gleichungsschema der primitiven Rekursion in Defm@pobis darauf, daR die



Tatsache, dal eine rigtiche Zahl gbRer als Null ist, dort durch die Schreibweige 1
ausgedickt wird. Schreiben wir die Fallunterscheidung entspexahum, so erhalten
wir folgende Funktionsgleichungen.

p(0)  =0-1 =0
ply+1) = (y+1)-1=y

Wir missen nun noch die beidelle durch bekannte primitiv-rekursive Funktio-
nen ausdrucken, die den Vorschriften der primitiven Rekuorgeriigen. Rir den ersten
Fall missen wir also eine nullstellige FunktighN’—N mit p(0) = f() finden undr
den zweiten Fall eine zweistellige FunktigiN?—N mit p(y+1) = g(y, p(y)).

Die einzige nullstellige Funktion, die den We(d) = 0 als Ergebnis liefert ist die
nullstellige Konstantenfunktior. Wir wahlen diese als unsere Funktigh Die zwei-
stellige Funktiong muf3 nach obiger Bedingung bei Eingabe der Werten(y) das
Resultatpp(y+1) = y liefern. Hierzu reicht es, das erste Argumgrdus den zwei Ein-
gaben herausgreifen. Wir verwenden hierzu die zweisteRigjektionsfunktiopr?.

Insgesamt folgt also, dal3 die Va@mgerfunktionp sich durch primitive Rekursi-
on ausden Funktionenf = ¢J undg = pr? ergibt und damit ist bewiesen, daR die
Vorgangerfunktiorp primitiv-rekursivist. Aus der obigen Analyse ergibt sich auch di-
rekt der primitiv-rekursive Ausdruckif die Vorgangerfunktion:p = Pr[c], pr?].

Im folgenden geben wir eine Reihe von Beispielen primigiwursiver Funktionen.
Wir beschranken uns dabei auf die Angabe der Funktiordgleigen und des entste-
henden primitiv-rekursive Ausdrucks und Uberlassen es ldeser, die nodtigen Details
ZU erganzen.

Beispiel 9 (Wichtige primitiv-rekursive Funktionen)

— Die Subtraktionsfunktiogub:N?—N mit sub(n, m) = n—m ist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgem lauten
sub(z,0) =z = pri(z)
sub(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)—1 = pla—y) = (popr3) (@, y, sub(z, y))
Damit entstehtub durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furakten
und ist selbst primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdkist sub = Pr(pri, popri)
— Die Multiplikationsfunktionnul:N?—N mitmul (n, m) = nxm ist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgen lauten

mul(z,0) =0 = cj(z)
mul(z, y+1) = ax(y+1) = mul(z, y)+a = (addo(pri, pri))(z, y, mul(z,y))
Damit istmul primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveuAdruck ist
mul = Prlc}, (addo(pr3, pr3))]
— Die Exponentialfunktionzp:N?—N mit exp(n, m) = n™ ist primitiv-rekursiv.

Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgem lauten

exp(z,0) =1 = ci(z)

exp(r,y+1) = YTt = exp(z, y)*x = (mulo(prs, pri))(x,y, exp(r,y))
Damit ist mul primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveusdruck ist
exp = Prci, (mulo(pr3, pr3))]



— Die Fakulétsfunktionfak:N—N mit fak(n) = n! = 1*2*.. *nist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgen lauten

fak(0) =1 <} () o
fak(y+1) = (y+1)! = (y+1)xfak(y) = (mulo(sopri, pr3))(y, fak(y))

Damit ist fak primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveusdruck ist
fak = Pr[cY, (mulo(sopri, pr3))]
0 falls n=0

— Die Vorzeichenfunktiogign:N—N mit sign(n) = { 1 sonst

ist primitiv-rekursiv.

Fur diese Funktion gibt es eine Reihe verschiedenartigeeBhnungen, wie zum
BeispielSignum-FunktioundTest auf (Ito)ﬂ Die zugehdrigen primitiv-rekursiven
Funktionsgleichungen lauten

sign(0)  =0=cY()
sign(y+1) = 1= ¢i(y, sign(y))
Damit istsign primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdruck ist gn = Pr|cj, ¢?]
. . . . 0 falls n<m
_ SN2 ) — =
Der GroRzenvergleichstest :N*—N mit ¢ (n,m) {1 sonst

ist primitiv-rekursiv.
Fur diese Funktion brauchen wir keine Rekursionsgleighdennz: <y gilt genau
dann, wennr—y<0 bzw. wennz—y = 0 ist. Damit ergibt sicht .~ durch Kom-
position aus Subtraktion und Vorzeichenfunktion und igjtiv rekursiv. Der zu-
gehorige Ausdruck ist - = signosub

— Der Gleichheitstest_:N?—N mit t_(n,m) =
ist primitiv-rekursiv.
Den Beweis dieser Aussage und die Konstruktion des entspnelen primitiv-
rekursiven Ausdrucks ilberlassen wir dem Lesetdisngsaufgabe.

0 falls n=m
1 sonst

Wir werden spater weitere wichtige Funktionen als privaigkursiv nachweisen. Zu-
vor stellen wir jedoch einige Programmierschemata vor pdimitiv-rekursive Funk-
tionen auf einfache Weise zu neuen primitiv-rekursivenkfignen zusammensetzen
kdnnen und die Menge der verwendbaren primitiv-rekursibperatoren erweiteren.

4In der Theorie der rekursiven Funktionen hat es sich eingght, bei Testfunktionen im Er-
folgsfall eine 0 zuriickzugeben und sonst einen Wert, déBerals 0 ist. Dies liegt zum Teil
daran, daf3 die Null das Grundelement der naturlichen Adbildet und damit eine herausra-
gende Rolle gegenuber allen anderen Zahlen besitzt. Aefleist es in vielen Anwendungen
einfacher, nach Nullen zu suchen, als nach Einsen. Im Gagedazu identifiziert man in der
booleschen Algebra den Wevahr meist mit der 1 und die 0 mit dem Weelsch
Dadurch ergibt sich eine unvermeidbare Diskrepanz zwisdee von der booleschen Alge-
bra gepragten charakteristischen Funktionen, die wir ontkxt der Turing-Berechenbarkeit
eingefuhrt hatten, und zahlentheoretisch gepragtetiufdgionen im Kontext der rekursiven
Funktionen, die wir in diesem Artikel verwenden. Aus théisgher Sicht ist dieser Unter-
schied unbedeutend, aber beim konkreten Ausprogrammesnem Funktion muf3 natiirlich
darauf geachtet werden, die passenden Ausgabewerte zuegene
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2.2 Primitiv-rekursive Programmierschemata

Eines der haufigsten Schemata in der Programmierung isadlienterscheidungauch
Konditional genannt. Man fuhrt einen Test durch und wahlt abhangig #gebnis
eine von zwei moglichen Funktionen aus. Wir werden zeigdaf,dieses Schemaimmer
eine primitiv-rekursive Funktion liefert, wenn der Testoutie beteiligten Funktionen
primitiv-rekursiv sind.

Definition 10 (Fallunterscheidung).

DasKonditional Cond]t, f, g|:N*—N der Funktionert, f,g:N*—N fir beliebigek ¢ N

ist die eindeutig bestimmte Funktibmit der Eigenschaft.(z) = { f('?”) falls #(7)=0
g(z) sonst

Theorem 1. Das KonditionalCond|t, f, g]:N*—~N der Funktionent, f,g:N*—N ist

primitiv-rekursiv fir alle £ e N, wennt, f undg primitiv rekursiv sind.

Beweis: Seih = Cond|t, f, g]. h nimmt den Wert vonf an, wenn die Testfunktion
den Wert 0 annimmt und den Wert vgnhwenn die Testfunktion einen Wert groRer
als 0 annimmt. Wir verwenden einen einfachen numerischark,Tum dies von
Additionen und Multiplikationen zu definieren.

Wir wissen, dal3f (z) = 1xf(2) = 1xf(2)+0%g(2) undg(z) = 0xf(2)+1xg(2)
gilt. Um also die Fallunterscheidung zu berechnen, misgei mit 1 multiplizie-
ren undg mit 0, wenn die Testfunktion den Wert 0 annimmt ufidhit 0 multipli-
zieren undg mit 1, wenn die Testfunktion einen Wert grof3er als 0 anniniais
bedeutet, der Faktor fif muf3 den Wert der Testfunktion “umdrehen”, was man
erreichen kann, wenn man ihn von 1 abzieht, und der Faktgrifiuf3 den Wert der
Testfunktion “normieren”, was man mit der Vorzeichenfuakterreichen kann.
Damit erhalten wirh() = (1-t(2)) * f(2) + sign(t(2)) = g(¢), d.h.h ergibt sich
durch Komposition aus Addition, Multiplikation, Subtrén und Vorzeichenfunk-
tion und ist primitiv rekursiv. Der zugehdrige Ausdruckfigr beliebiget, f undg

Cond|t, f, g] = addo(mulo(subo(ck, signot), f), mulo(signot, g))

O

Viele mathematische Funktionen lassen sich natirlickclddéufsummieren oder
Aufmultiplizieren Uber eine andere Funktion beschreil#&mist zum Beispiel die Fa-
kultat n! das Produk{]_, ¢ der Zahlen zwischen 1 und und die Potenz:" das
n-fache Produk{;_, = der Zahlz. Wir zeigen nun, daf? die Summe und das Produkt
Uber eine Funktiorf primitiv-rekursiv ist, wenn dies fiur die beteiligte Fuida f gilt.

Definition 11 (Generelle Summe und generelles Produkt).

— Die Generelle Summg f:NF =N der Funktionf:N* —N fiir beliebigek>1 ist die
eindeutig bestimmte Funktionmit der Eigenschafth(z,y) = XY f(z,4) fur
alle z e N*~! undy e N.

— Das Generelle Produkf? f:N*—N der Funktionf:N¥—N fiir beliebigek>1 ist
die eindeutig bestimmte Funktiérmit der Eigenschaft. (i, y) = 117, f(z, 1) fur
alle z eN*~! undy eN.
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Theorem 2. Die Generelle Summe f:N*—N und das Generelle Produkt f:N¥ —N
sind primitiv-rekursiv @ir alle £>1, wennf primitiv rekursiv ist.

Beweis: Seih = X' f. Dann gilt

h(#,0) =30, f(&4) = f(,0)
W, y+1) = S0 F(@,4) = SV £(&,0)+f (&, y+1) = h(@,y)+ (&, y+1)

Damit entstehth durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furkten
und ist selbst primitiv rekursiv. Der zugeh()rige Ausdiilmutet furk=2

2f = Prfo(pr},ch), addo(pri, fo(pri, soprd))].
Fur anderge mul3 der Ausdruck entsprechend an die veranderte Anzahédi
chen Argumente angepaldt werden. Eixl lautet der Ausdruck zum Beispiel

Xf = Pr(foc}, adde(pr3, fo(sopr3))).
Der Beweis dafir, da®/ f primitiv-rekursiv ist, verlauft analog. Die Gleichungen
lauten nun[ [)_, f(#,4) = f(2,0) und [T f(@,i) = [T, f(&,4))*f (@, y+1)
und der primitiv-rekursive Ausdruck fi7 f und k=2 ist

ITf = Pr(fo(pri,ch), mulo(prs, fo(pr3, sopry))] O

Eine haufig verwendete einfache Form der primitiven Rekurist dielteration, also
deren vielfache Anwendunfy f(...f(z))) einer Funktion. Sie wird uUblicherweise
mit /¥ () bezeichnet wird.

k—mal

Definition 12 (Iteration einer Funktion).
Die Iteration f+:N?—N der Funktionf:N—N ist die eindeutig bestimmte Funktian
mit der Eigenschaft(z, k) = f*(x).

Theorem 3. Die Iteration f+:N?—N einer Funktionf:N—N ist primitiv rekursiv, wenn
f primitiv rekursiv ist.

Beweis: Seih = fx. Dann gilt
h(z,0) =z = pri(z)
h(z, y+1) = fr i (2) = f(h(z,y)) = fopri(z,y, (h(z,y)

h entsteht also durch primitive Rekursion aus primitiv-nefiwen Funktionen und
ist daher primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdruck it = Pr[prt, fopri]. O

Viele berechenbare Funktionen lassen sich erheblichtiichurch einen Suchprozel
beschreiben als durch eine primitive Rekursion. So ist deisdte gemeinsame Viel-
fache zweier Zahlew undy, wie in Beispie[ illustriert, unmittelbar durch eine Su-
che nach der kleinsten Zah| die Vielfaches vorx undy ist, charakterisiert, wahrend
eine rekursive Beschreibung diesl” schwierig ist. Suchprozesse werden tiblicherwei-
se durch einen Startwert und eine Abbruchbedingung chexisidrt, wobei die Ab-
bruchbedingung tiblicherweise durch das Ergebnis 0 eisfinktion dargestellt wird.
Damit wird also die kleinste Nullstelle einer berechenbdrenktion f gesucht, ein
Prozel3, den man oft auch aléinimierungbezeichnet. Wir werden nun zeigen, dald
die Suche nach der kleinsten Nullstelle einer primitivenesiven Funktion wieder eine
primitiv-rekursive Funktion ist, sofern eir@bergrenze fur die Sucltamgegeben wird.
In diesem Fall spricht man von eineeschénkten Minimierung

12



Definition 13 (Beschi&nkte Minimierung und Maximierung).
— Die beschiankte MinimierungV/»|f]:N*—N der Funktionf:N*—N fir beliebige
k>1 ist die eindeutig bestimmte Funktiarmit der Eigenschaft
h(i,y) = {min{zgy | f(2,2)=0} falls dies existiert
y+1 sonst
— Die beschiankte Maximierung\/ ax[f]:N*—N der Funktionf:NF—N fir belie-
bigek>1 ist die eindeutig bestimmte Funktibrmit der Eigenschaft
ha,y) = {ma;z:{z<y | f(&,2)=0} falls dies existiert
’ y+1 sonst

Theorem 4. Die beschankte MinimierungV/n|f]:N*—N und diebeschéankte Maxi-
mierungM az[ f]:N¥—N sind primitiv-rekursiv @ir alle k>1, wenn diesiir f gilt.

Beweis: Seih = Mn[f]. Dann gilt

) _ [ofalls £(&,0) = 0
h@,0) = {1 sonst
h(z,y) falls h(z, y)<y
h(z,y+1) =< y+1 fallsh(Z,y) = y+1und f(&,y+1) =0
y+2 sonst

Damit entstehth durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furkten

und ist selbst primitiv-rekursiv.

Der zugehdrige Ausdruck ist relativ komplex und wegen demendigen Projek-
tionen abhangig von der Anzahl der Argumente. Normalesev@iirde man ihn
nicht explizit konstruieren. Der \Vollstandigkeit halbgerden wir ihn beispielhaft
fur k=2 herleiten. Wegen der obigen Funktionsgleichungen wissendal? der
Ausdruck furMn|[f] die GestaltPr[f’, g] hat, wobei

FE) = sign(£(2,0))
z falls z<y

9(Z,y,2) =< y+1lfallsz =y+1lund f(z,y+1) =0
y+2 sonst

Der Teilausdruck fuyf’ ist leicht zu konstruierent’ = signo fo(pri, cb).
Der Teilausdruck fig hat die Forny = Cond|[ty, f1, Cond|ts, f2, g2], besteht al-
S0 aus einem verschachtelten Konditional. Dabei vergieieherste Test das dritte
und das zweite Argument und im Erfolgsfall ist das Ergebas dritte Argument,
d.h. t; = t—o(pr3,pr3) und f; = pri. Der zweite Test vergleicht das dritte
Argument und den Nachfolger des zweiten und testeff @b y+1) den Wert 0
ergibt. Addiert man die beiden testtteile, so erhalt mare € genau dann, wenn
beide tests erfolgreich sind. Damit ergibt sich als Teitlusk Ur den zweiten Test
to = addo(t—o(pr3, soprs), fo(pri,soprs)) und fir die beiden Ergebnisfunk-
tionen f, = sopri sowie g, = sosoprs. Setzt man all diese Teilausdriicke
zusammen, so ergibt sich folgender Ausdruck
Mn[f] = Pr[signofo(pri,c}),
Cond[t<o(pri,pri), pri,
Condladdo(t—_o(pr3, sopr3), fo(pri,sopry)),
sopry, sosopri] ||
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Der Beweis daflr, da¥/ ax|f] primitiv-rekursiv ist, konnte analog gefuhrt werden.
Es ist aber einfacher, sich die beschrankte Minimierumgze zu machen und die
Suchreihenfolge umzudrehen. Sucht man nach dem gréfitemit f(z, 2)=0,
so kann man auch nach dem kleinstény suchen, fiir das die Funktiofli mit
f'(&,2") = f(&,y—=") den Wert0 annimt. Im Erfolgsfall ist dana = y—=z'.

Damit ist M az[f] (i, y) = {y—M”U‘/Kiﬂ, y) falls y<Mn[f'](z,y)

y+1 sonst
Daraus folgt, dal3/ax[ f] primitiv-rekursiv ist. Die explizite Konstruktion des zu-
gehorigen Ausdrucks sei dem Leser Uberlassen. O

Die beschrankte Minimierung und Maximierung wird selterhirer Grundversion ver-
wendet, da hierbei eine Funktion entsteht, welche die oBeeaze als expliziten Pa-
rameter bendtigt. In den allermeisten Fallen wird diereb®renze aus den anderen
Argumenten berechnet oder als Konstante vorgegeben. Wirewglent die Notationen
Mny[f] bzw. Mn,[f] fur diese beiden Spezialfalle, wobgieine primitiv-rekursive
Funktion undy eine natirliche Zahl ist. Damit ist

Mng[f](&) = {771,in{z<g(i:) | f(&,2)=0} falls dies existiert

g(@)+1 sonst

und‘wn F1(3) = {mm{zgy | f(z,y)=0} falls dies existiert

YA y+1 sonst
Zu beachten ist dabei, daf? die Stelligkeit i, [f] und Mn,[f] um 1 geringer ist
als die vonf bzw. Mn[f], da die Obergrenze der Suche durch den Paramdtaw. y
bestimmt wird. Beide Operationen kdnnen leicht mithiléz dllgemeinen beschrankten
Minimierung beschrieben werden, denn es isin,[f](Z) = Mn[f](Z, g(%)) und
Mny,[fl(z) = Mn[f](z, y). Damit istMn,[f] primitiv rekursiv, wennf und ggf.g
primitiv rekursiv sind.Mn,[f] ist primitiv rekursiv fur alley €N, wenn f primitiv
rekursiv ist. Die zugehorigen primitiv-rekursiven Auédke sind (furk=2)

Mny[f] = Mn[fle(pri,g) und Mn,[f] = Mn[f]o(pri,c,)
Theoreni# zeigt, da begrenzte Suchschleifen nicht ngestgind als einfache Zahl-
schleifen, da jede beschrankte Minimierung durch ein@nifiv-rekursiven Ausdruck
ersetzt werden kann. Nichtsdestotrotz ist das “Programemiemit Suchschleifen oft
erheblich eleganter, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 14 (Integer-Quadratwurzel)

Die Integer-Quadratwurzelfunktiont: N—Nist definiert durchsgrt(x) = [ /z].
Sie bestimmt den ganzzahligen Anteil der Quadratwurzehyeasso die eindeutig be-
stimmte Zaht e N mit der Eigenschaft’ <z < (z+1)%.

Ein Losungsansatz mit primitiver Rekursion bégt die Funktionsgleichungen

sqrt(0) =0

sqri(z+1) = {Sqrt(x)ﬂ falls (sqrt(x)+1)*<w+1

sqrt(x)  sonst

die nun in einen primitiv-rekursiven Ausdruigkersetzt werden ilssen. Es ergibt sich
sqrt = Pr[c), Cond[t<o(sqrosopr3, sopri), sopr?, pr?]],

wobeisqr = mulo(pri, pr}) die Quadratfunktion ist.
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Ein Losungsansatz mit begrenzer Suchedben nur die Erkenntnis, daBgrt(x) das
groRtez mit z2<z ist, wobei als Obergrenzéif die Suche die Zaht selbst dienen
kann. Damit ist dief:N?>—N mit f(x,z) = ¢t~ (2%, z) die Funktion, deren maximale
Nullstelle gesucht werden muByrt = Maz,,1[t<o(sqroprs, pri)]

Dieser Ausdruck ist nicht nur einfacher, sondern auch siténeu verarbeiten. Br
eine effiziente Verarbeitungiden wir allerdings nicht den primitiv-rekursiven Aus-
druck Ur die Minimierung einsetzen, sondern Bé&gen den “echten” Minimierungs-
operator, den wir spter in Definitior 24 auf Seife 23 vorstellen werden.

Beispiel 15 (Kleinstes gemeinsames Vielfaches)

Die FunktionkgV:N2—N bestimmt bei Eingabe zweier Zahlenund y ist die
kleinste Zahk mit der Eigenschaft, daBvonz undy geteilt wird.

Ein Losungsansatz mit begrenzter Suche besteht aus nichtseamdés einer For-
malisierung dieser Definition. Gesucht wird die kleinsténlZg welche folgende vier
Bedingungen etfllt: xteiltz undyteiltz undz<z undy<z. Dabei sollen die letzten
beiden Bediingungen verhindern, dal3 die Zahl 0 als klegngtaneinsames Vielfaches
akzeptiert wird, wenn eine der beiden Zahlew@er als 0 ist, denn 0 wird von jeder
Zahl geteilt. Als Obergrenzéif die Suche kannxy gewahlt werden. Da Teilbarkeit
und GRenvergleich nach Beisplell16 bfv. 9 primitiv rekursiwdsist damit gezeigt,
dal3kgV ebenfalls primitiv rekursiv ist.

Fur die Konstruktion des primitiv-rekursiven Ausdruckswendet man die Tests
tdivides UNd t< aus Beispie[[16 bz 9 : N> —N mit f(z,v,2) = taivides(1,2) +
taivides (Y, 2) + 1< (2, 2) +t<(y, ) ist die Funktion, deren minimale Nullstelle gesucht
werden muR. Der Ausdruck ist damit strukturell sehr einfant wird nur durch die
erforderlichen Projektionen etwas komplexer.

/CyV = Mn mul [addo(addo(tti'zﬁ’u’zideso(p/r:f ) P’?)« td?ﬁ’u’ideso(pr? ) P’?))

addo(t<o(pri, pri), t<o(pri, pr3)))]
Ein Losungsansatz mit primitiver Rekursioiinde erkliren nussen, wiggV (x, y+1))
nur ausz, y und kgV (z,y)) berechnet werden kann. ZwischépV'(z, y+1)) und
kgV(x,y)) besteht jedoch kein unmittelbarer Zusammenhang, so dagrdnsatz
nur auf Umwegen zum Erfol@lirten kann.

Begrenzte Suche, primitive Rekursion und Kompositionaglichen es, nahezu je-
den Mechanismus zu simulieren, der in der Beschreibungraeitischer Funktionen
vorkommt. Die folgende Beispiele stellen einige wichtigemtiv-rekursive Funktio-
nen vor, die zum Teil mit einfachen Kompositionen und zuni fiei mit Minimierung
“programmiert” werden kdnnen. Die Beweise und die Korldinn der entsprechenden
primitiv-rekursiven Ausdriicke Uiberlassen wir dem LesistUbungsaufgabe.

Beispiel 16 (Weitere wichtige primitiv-rekursive Funktionen)
Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursiv.

— Die absolute Differenzabsdiff :N?>—N mit absdiff (n, m) = |[n—m|
. . . n fallsn>m
— Das Maximummaz:N?—N mit maz(n, m) = -
m sonst
- e L n fallsn<m
— Das Minimummin:N?—N mit min(n, m) = -
m sonst
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Die Division div:N?—N mit div(n, m) = n+m
Der Divisionsrestmod:N?—N mit mod(n, m) = n modm

0 falls n teilt m
1 sonst

Der Teilbarkeitstest g;yiges: N>—N Mit ¢ giyiges (n, m) = {

0 falls n Primzahl
1 sonst

Der duale Integer-Logarithmustd:N—N mitid(n) = [log, n |

Der groRte gemeinsamer TeilgygT:N?—N mit
99T (n,m) = maz{z | z teilt x A z teill y}

Der Primzahltest ,,;,,:N—N mit ¢4, (n) = {

2.3 Berechnungen auf Zahlenpaaren und -listen

In einigen der bisherigen Beispiele und Konstruktionelitstsich heraus, dal3 eine un-
bestimmte Anzahl von Argumenten bei der Konstruktion ptiimiekursiver Ausdricke
ein Hindernis darstellte und man fur jede mogliche Anzsihen separaten Ausdruck
konstruieren muR3te. Der wesentliche Unterschied zwisdeereinzelnen Ausdriicken
war dabei die Stelligkeit und Anzahl der Projektionsfuoktn, die verwendet werden
muften um zum Beispiel auf das letzte und vorletzte Argumenigreifen. Die Grund-
struktur des Ausdrucks war dagegen immer die gleiche. &itespii Beweisen werden
wir zudem noch rekursive Funktionen bendtigen, die aufdnisron Zahlen, also einer
wechselnden Anzahl von Argumenten arbeiten.

Beide Probleme sind leicht zu Iésen, wenn man es schaffirene Argumente
durch ein einziges zu codieren, also Tupel und Listen hali@r Zahlen bijektive und
berechenbar durch eine einzige natirliche Zahl zu reptésen. Dies wirde zudem
auch noch ermoglichen, Funktionen mit mehreren Ein- untiraren Ausgaben auf
einheitliche Art zu beschreiben und hierfur einstelligsktionen zu verwenden.

Wenn man, wie heute tblich, alle Daten eines Programnes loindiert, dann ist es
nicht verwunderlich, dal? man mehrere Zahlen durch einegerZzahl darstellen kann.
Man muf3 hierzu nur die einzelnen Bitketten aneinanderbidnond das Ergebnis als
Zahl interpretieren. Hierbei muf3 man allerdings einigedideberiicksichtigen.

Interessanter und mathematisch eleganter als ein Umwerdgitetten ist aber, die
Codierung von Zahlentupeln und -listen auf rein arithnobies Basis durchzufiihren.
Die wohl bekannteste Form ist Godel-Codierung von Zalukgeh durch Primzahlpo-
tenzen P], bei der diei-te Zahl einer Liste als Potenz déten Primzahl verwendet
und alle Primzahlpotenzen aufmultipliziert werden. Di€selierung, mit der z.B. das
Tupel (4,2,1,1) durch die ZahR* x 3% « 5« 7 = 5040 reprasentiert wird, ist zwar
mathematisch sehr elegant, aber vom Berechnungsaufwaitid kemplex.

Daneben gibt es aber auch eine sehr einfache Codierung Jderpaaren, die
leicht auf grof3ere Tupel und listen fortgesetzt werden kéxa Idee ist dabei, Paaren
von Zahlen(z, y) einen Wert zuzuweisen, indem man schrittweise die Weredaber
Funktion mit Zahlen auffullt. Man beginnt am Nullpunkt niém Ergebnis O und fullt
dann, wie in Tabelle2]3 illustriert jeweils diagonale lenimit konstantemx+y-Wert
der Reihe nach mit immer grofl3er werdenden Zahlen auf. Diensstehende Funkti-
on weist jedem Zahlenpaare eine eindeutige Nummer zu urdl imirfolgenden als
Standard-Tupelfunktiobezeichnet.
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5| 20

4] 14 19

3 9 13 18

2 5 8 12 17

1 2 4 7 11 16 .
0 0O 1 3 6 10 15..
y/z¢f 0 1 2 3 4 5.

Tabelle 1.Ergebnistabelle der Standard-Tupelfunktion

Da jede Diagonale mit dem konstantemy-Wert genaw+y+1 Elemente enthalt,
laRt sich die Standard-Tupelfunktion auch gut numerise$chreiben. An der Stelle
2=0 hat sie den Wert>"7"" ) und fur gréRerg erhoht sich dieser Wert genau um
Diese Beobachtung fuihrt zu folgender Definition.

Definition 17 (Standard-Tupelfunktion).
Die Standard-Tupelfunktiof):N?—N ist definiert durch
z+y
(w,y) = Qi) +y = (e+y)(z+y+1)+2 +y
=1
Gelegentlich wird die Standard-Tupelfunktion auch mhezeichnet, was sich wesent-
lich leichter aussprechen laf3t ajs Sie hat eine Reihe wichtiger Eigenschaften.

Theorem 5.
1. ():N?2—N ist primitiv-rekursiv
2. ():N? >N ist bijektiv
3. Die Umkehrfunktionen,:N—N von(), definiertdurchr; = prZo() " firi e {1,2}
sind primitiv-rekursiv

Beweis:

1. () kann durch eine Komposition von Addition, Multiplikatiomd Division
beschrieben werden und ist damit primitiv rekursiv. Deretidyige primitiv-
rekursive Ausdruck ergibt sich unmittelbar aus der obigéidBung.

2. Wir mussen zeigen, dgf injektiv und surjektiv ist.

Um zu zeigen, daf}) injektiv ist, nehmen wir an, da;, y)#(2',y’) ist und
zeigen(z, y)# (2’ y').
Liegen(z,y) und (2, y") auf derselben Diagonale, dann gilty = z'+¢/,
aberz#£z’ undy+£y’. In diesem Fall ist
(z.y) = (@+y)(z+y+1)+2+y = (2'+y ) (@' +y' +1)+2 +y

# (@' +y) (@ +y' +1) 2 +y = (@', y).
Liegen (x,y) und (z’,y’) nicht auf derselben Diagonale, dann ist 0.B.d.A.
z+y < x'+y, alsor+y+1<z'+y’'. Es folgt

(@ y) = @'+y) (@' +y'+1)+2 + ¢/ > (z+y+1)(a+y+2)+2 + ¢
= (z4y+1)(z4y)+2 + s+y+1 + 9
> (z+y+1)(z+y)+2 +y = (z,y)
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Um zu zeigen, dal) surjektivist, zeigen wir per Induktion, daf? fur allec N
ein Paar(z, y) existiert mit(x, y) = n.
Furn = 0 wahlen wirz = y = 0, denn es gil{0,0) = 0.
Sei(x,y) = n. Wir konstruierenz’, y') mit (z’, y’) = n+1.

— Fallsz = 0ist, dann ist

n+l = (z,y)+1 =y(y+1)+2+y+1 = (y+2)(y+1)+2+0 = (y+1,0)

= Sonstisti+1 = (z,y)+1 = (z+y)(r+y+1)+2 + y+1 = (-1, y+1)
Damit existiert in jedem Fall eife’, y') mit (z/,y') = n+1.

3. Zur Konstruktion der Umkehrfunktionen bestimmen wir aahst denc+y-
Wert der Diagonalen, auf der sich der Eingabewetiefindet. Aus der Glei-
chung fur(z, y) lassen sich dann zunachstind daraus: leicht bestimmen.
Es seig(n) = min{z | (24+1)(2+2)=2 > n}. Dann istg:N—N durch eine
Minimierung mit Obergrenze konstruierbar und somit primitiv rekursiv. Per
Konstruktion ist(g(n), 0)<n und(g(n)+1, 0)>n. Damit beschreib§(n) den
xz+y-Wert der Diagonalen von und fur das Paafz, y) mit (z,y) = n folgt
ma(n) =y =n—g(n)(g(n)+1)+-2undmi(n) =z = g(n) —y.

Damit ist gezeigt, daf3 beide Umkehrfunktionen primitivuediv sind.
Der Vollstandigkeit halber geben wir zusatzlich die zogegen Ausdriicke an

g = Mny,. [tSO(SOpr]Q, divo(mulo(soprs, sosopr3), ci))]

7y = subo(pri, divo(mulo(g, sog), c3)

w1 = subo(g, m2).

U
Die Standard-Tupelfunktiof) kann iterativ auf Tupel ausl* fur beliebigek und
auf endliche Listen von Zahlen ad¥ fortgesetzt werden.
Definition 18 (Codierungen von Tupeln und Listen).
Die Standard k-Tupelfunktionei”:N¥—N sind induktiv definiert durch
(z)! =z
<Ll?] y ooy Thot1 >k+] = <<.”I?] s ey .’L’k>k, l’k+1>
Die Listencodierung) “:N*—N ist definiert durch
<;l?1 .AZL‘k>* = <k, <{E1, ..,$k>k>

Gelegentlich werden diese Funktionen mitund* bezeichnet und es gilh = ()°.
Die meisten Eigenschaften der Standard-Tupelfunktiotegeduch fur)* und ()*.

Theorem 6.
1. Die Funktionen)":N*—N und ()*:N*—N sind fir alle k € N primitiv-rekursiv.
2. Die Funktioner)" und ()" sind fir alle k € N bijektiv.
3. Die Umkehrfunktionen”:N—N mit 7% = prFo(()")~! sind fir alle k€N und
1<k primitiv-rekursiv.

Dieses Theorem kann durch Induktion tiber die GroRe deelFupewiesen werden.

Eine wichtige Konsequenz ist, daR sich jede mehrstelligéfion f:N*—N durch eine
einstellige Funktion simulieren laf3t.
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Theorem 7. Zu jeder primitiv-rekursiven Funktiori:N*—N gibt es eine primitiv-
rekursive einstellige Funktiofi:N—N mit der Eigenschaff = f/o()".

Beweis: Wir wahlenf’ = fo(r,..,7}). Dannistf’ primitiv rekursiv und es gilt fiir
allery, .., zx eN* f1o()" (w1, . an) = fo(rf, ., af) (@, .o an)* = fl1, ... 2x)
U

Die Tupelfunktionen liefern auch eine Moglichkeit, Fuiokten mit mehrstelligen
Ein- und Ausgabeprimitiv-rekursiv zu beschreiben. Wir werden von diesesgich-
keit spater gelegentlich Gebrauch machen.

Definition 19 (Mehrstellige primitiv-rekursive Funktione n).

— Eine Funktionf:N*—N/ ist primitiv-rekursiy wenn die zugedrige einstellige
Funktion f/ mit f/o()* = (Yo f primitiv-rekursiv ist.

— Eine Funktiony: N*—N* ist primitiv-rekursiy wenn die zugedirige einstellige Funk-
tion g’ mit f'o()™ = ()*og primitiv-rekursiv ist.

Aufgrund dieser Definition kbnnen wir alle berechenbarel&ionen auf Zahlen,
Tupeln und Listen als einstellige Funktionen ansehen, ddJditerschiede durch die
Standard-Tupelfunktionen ausgeglichen werden kdnnen.Bnfachheit halber wer-
den wir berechenbare Funktionen im folgenden ofter durtdicBungen der Form
flz,..,xx) = (y1,..,y;) beschreiben und dabei sowohl die Funktionsklammern als
auch die Stelligkeit der Standard-Tupelfunktionen asgassofern aus dem Kontext
klar ist, was gemeint ist.

3 Die Ackermannfunktion

Primitiv-rekursive Funktionen sind eine sehr machtigesd&eeibungsform fur bere-
chenbare Funktionen und es ist hat sich herausgestelleslaGsgesprochen schwierig
ist, Funktionen zu identifizieren, die intuitiv berechenbher nicht primitiv rekursiv
sind. Daher war man lange Zeit der Ansicht, daf3 primitivarskve Funktionen als
Konzept ausreichen, um den intuitiven Begriff der Beretaekeit genau zu charak-
terisieren. Noch im Jahre 1926 stellte David Hilbert diefvatung auf, dass alle bere-
chenbaren Funktionen primitiv-rekursiv seien.

Im gleichen Jahr gelang es jedoch seinen Schillern WilhalkeAnann und Gabri-
el Sudan unabhangig voneinander, Funktionen zu konsénfiedie zwar total — also
auf allen Eingaben definiert — und offensichtlich bereclaenjedoch nicht primitiv-
rekursiv waren. Die bekanntere der beiden Funktionen &stLlO28 publizierteAcker-
mannfunktiol], obwohl Sudans Ergebnis allgemeiner war [2].

5 Interessant ist, daR bisher alle total berechenbaren mekt, die nicht primitiv-rekursiv sind,
auf konstruierten Beispielen beruhen, die kein echtagrlictiés Gegenstiick in der Mathema-
tik besitzen. Es besteht daher nach wie vor die Vermutung,alle berechenbaren “mathe-
matischen” Funktionen primitiv-rekursiv sein kdnnterie®ist aber eine eher philosophische
Fragestellung, da auch kiinstliche Konstruktionen mi¢eirgewissen Bekanntheitsgrad nach
einiger Zeit in die konventionelle Mathematik Einzug halte
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Spater wurden noch weitere Funktionen nach ahnlichemuBgsprinzip entwi-
ckelt, die z.T. auch als Ackermannfunktionen bezeichnetierd Eine vereinfachte
Darstellung der urspriinglichen Ackermannfunktion stanaam der ungarischen Ma-
thematikerin Rozsa Péteri[4]. Wir folgen hier ihrer Dalising.

Definition 20 (Ackermann-Funktionen). Die Ackermann-Funktionen,,:N—N sind
induktiv definiert durch
1 fallsz=0
Ap(x) =<¢2 fallsz=1
z-+2 sonst
An+l(0) =1
Appi(z+1) = A, (Apsa(2))

Die grof3e Ackermannfunktion:N—N ist definiert durch A(z) = A, (x).

Mit einem einfachen Induktionsbeweis lasst sich zeigassdede einzelne der
Ackermann-Funktionem,, primitiv rekursiv ist. Die Funktion4, ist offensichtlich
primitiv rekursiv undA,, 1 entsteht durch primitive Rekursion ads.

Theorem 8. Die Ackermannfunktionen,,:N—N sind primitiv rekursiv @ir alle n ¢ N,

Damit ist intuitiv leicht einzusehen, daf} die groRe Ackemnfanktion A total ist
und berechenbar sein muf3. Dal3 sie selbst nicht primitiuredk sein kann, liegt an
ihrem extremen Wachstumsverhalten, das man schon beeklé&mgaben erkennen
kann, wie die folgenden Berechnungen zeigen.

Ag(z) = 242 (2>2) A4(0) =1 A0) =1
Aq(x) =2z (2>1) A1) = A(l) =2
Ay (z) = 2° Ay(2) =22 =4 A2)=22=4
Ag(w) = 20770 Ay(3) =27 =65536  A(3) =22 =16
SN—— ; 2...2) o2 )
z—mal A-1(4) = 2(2( ) A(4) 2<2 )
—_—— [
65536—mal 65536—mal
2
Ay(5) = 2% A(5) = Ag(A4(...A4(1))))
65536—mal

Ay(4)—mal :A4(A4(A4(4))))

65533—mal

3.1 Die Ackermannfunktion ist nicht primitiv-rekursiv

Die Ackermannfunktionenl,, sind, wie gezeigt, trotz ihres starken Wachstumsverhal-
tens immer noch primitiv rekursiv. Das noch erheblichletée Wachstums der grof3en

6 Funktionen dieser Art werden heute gerne als Benchmarks Fiibgrammierspra-
chen/Compiler genutzt, um rekursive Prozeduraufrufe gtete da die zur Berechnung not-
wendige Schachtelungstiefe schnell zu einem Stackovefiloven kann. Dieser Ansatz geht
auf Sundblad[5] zurtick.
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Ackermannfunktiom entsteht dadurch, daR diese Funktion diagonal durch akerAc
mannfunktionenA,, hindurchgeht und somit neben groRer werdenden Argumenten
auch immer starker wachsende Funktionen zur Berechnusngaiektionswertes ver-
wendet. Dadurch wird das Wachstumsverhaltens der groflesrannfunktion so ex-
trem, dal3 keine primitiv-rekursive Funktion mithalten kandie grole Ackermann-
Funktion vachst sérker als jede primitiv-rekursive Funktion

Ein praziser Beweis dieser Behauptung ist aufwendig, da BRieihe von Indukti-
onsbeweisen und Lemmata Uber das Monotonieverhalten derrann-Funktionen
benotigt werden. Wir geben daher ein einfaches intuithegiment.

Eine gutes Klassifikation der Komplexitat von Funktiongtrilire (rekursiveychach-
telungstiefealso die Anzahl der ineinander verschachtelten Rekuesiaiede primitiv-
rekursive Funktion hat eine feste Schachtelungstiefe uindi@rden zeigen, dai fir die
groRRe Ackermannfunktion keine feste Schachtelungstiejegeben werden kann.

Definition 21 (Schachtelungstiefe primitiv-rekursiver Funktionen).
Die Schachtelungstie®iner primitiv-rekursiven Funktioff ist induktiv definiert.

— Jede Grundfunktion aug hat die Schachtelungstiefie

— Die Komposition von Funktionen mit maximaler Schachtedtiefen. hat wieder-
um die Schachtelungstiefe

— Die primitive Rekursioriiber Funktionen der maximalen Schachtelungstietie-
sitzt die hat die Schachtelungstiefe1.

Beispiel 22 (Schachtelungstiefe wichtiger Funktionen)

— Die Addition konstanter Werte ist beschreibbar gso..os.
Sie hat die Schachtelungstiéfe E—mal
— Additionadd, Vorgangerp und Signum-Funktiogign haben Schachtelungstieife
— Multiplikation mul und Substraktiorub haben Schachtelungstiefe
— Exponentiatiorezp und Fakulatsfunktionf ek haben Schachtelungstiefe

Betrachten wir nun das Verhalten der Funktionkp so fallt auf, dass ihre Schach-
telungstiefe mith wachst. DieSchachtelungstiefe vaA, ist 2, wenn man das Kondi-
tional und den zugehorigen Ausdrucks aus dem Beweis vooréh&l verwendet, und
die Schachtelungstiefe voa,, ;1 ist jeweils um 1 groRer als die vod,.

Da die groRRe Ackermannfunktioh diagonal durch die Ackermannfunktionen hin-
durchgeht, bedeutet dies, da® zur Berechnung des Wetg®in Ausdruck der Schach-
telungstiefer+2 benotigt wird, also die notwendige Schachtelungstieted®i Einga-
be wachst. Damit kann keine feste Schachtelungstiefdiéigrof3e Ackermannfunktion
angegeben werden und deshalb kankann nicht primitiv-rekursiv sein.

Theorem 9. Die groRe Ackermannfunktion ist nicht primitiv-rekursir¢ PR).

3.2 Wie kann man die Ackermannfunktion berechnen?

Die klare rekursive Beschreibung der groRe Ackermannfankhacht es leicht, einen
intuitiven Berechnungsmechanismus fur diese Funktiarugaben. Bei Verwendung
moderner funktionaler Programmiersprachen ist es sodezuetrivial, ein Programm
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fur die gro3e Ackermannfunktion anzugeben.Mih-Notation wiirde solch ein Pro-
gramm wie folgt aussehen.

let rec A’(n, x) =

if n=0 then if x=0 then 1 else if x=1 then 2 else x+2
else if x=0 then 1 else A’ (n-1,A’ (n,x-1))

let A(x) = A’ (x,x)
Die Berechnung vonl (z) fuhrtdann zu einer schrittweisen Abarbeitung der Rekursi
wobei die Verarbeitung von Rekursionsstacks durch den @engeregelt wird.

Die grof3e Ackermannfunktion kann jedoch auch im Kalkilmdwrsiven Funktio-
nen programmiert werden. Hierzu muf3 man das explizit begwdm, was in modernen
Programmiersprachen der Compiler Ubernimmt, namliehMdrarbeitung des Berech-
nungsstacks der Ackermannfunktion. Wir wollen dies ziiséan einem Berechnungs-
beispiel furA(2) erlautern.

Beispiel 23 (Berechnung der Ackermannfunktion)

A(2) = 45(2) A@) e 2.2)
:Al(Al(Az(O))) — <1,1,2,O>¢
= 4 (A4(1))) (L)
— A1(A0(42(0))) ~ (1,0.1,0)
- i]EA)U(l)) > él,o;*w
=A1(2 — 1,2
= (A1 (1)) o (0.1,1)°
- AO(AO(Al (O))) = <07 0, 179>¢
— Ao(Ao(1)) —(0,0,1)

— 40(2) ~ (0,2)
=4 — (4)"

Die rekursive Abarbeitung der Definition der Ackermanntiorien kann verein-
facht durch die Liste der vorkommenden Zahlen beschrielden, die wiederum
mithilfe der Standard-Tupelfunktion als tidiche Zahl dargestellt wird. Anstelle von
A5 (2) schreiben wir alsg2, 2)", anstelle von4; (4, (1)) schreiben wir(1,2, 1) usw.
Damit wird die Berechnung der Ackermannfunktion, wie aufréehten Seite illus-
triert, durch eine Folge von Zahlen codiert, wobei tilbergange zwischen diesen Zah-
len der rekursiven Definition der Ackermannfunktionen gnetshen. Die Berechnung
endet, wenn der Stack nur noch ein einziges Element, dabiiggentkilt.

Wir wollen nun zeigen, dal3 di@barbeitungsfunktio eines Berechnungsstacks
fur die Ackermannfunktionen als primitiv-rekursive Fuiak beschrieben werden kann.
Nach Definitiorl 20 muf? diese Funktion folgende Eigenschdfesitzen.

S{wn0)” =(wl)"
Sw01)" =(w2)"
(w0 (z+2))" =(w (z+4))"

5w (71,+1)(;L>'+1)>* wzx (n+l)z)”
Dabei stehtw fur eine beliebige Liste naturlicher Zahlen, wahrendind n einache
Zahlen sind. Durch die Verwendung der Standardtupelfonkiiird der gesamte Stack
als natiirlicher Zahl dargestellt und daher karin—N eine feste Stelligkeit haben, ob-
wohl die GroRRe des Stacks sich standig andert. Da diedStdtupelfunktion bijektiv ist
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und primitiv-rekursive Umkehrfunktionen besitzt, laiétsd mittels Fallunterscheidung
und der Verwendung einfacher primitiv-rekursiver Funkéo programmieren und ist
somit selbst primitiv rekursiv.

Die Berechnung der grof3en Ackermannfunktion kann nun deired Iteration der
Abarbeitungsfunktio beschrieben werden. Es idtx) = 73 (6 (x x)", also der ei-
gentliche Inhalt des Stacké (z )", wobeik die kleinste Zahl ist fur die der Stack nur
aus einer einzigen Zahl besteht, also furdiés” (z x)")=1 gilt.

Da die Iteration primitiv-rekursiver Funktionen primitiekursiv ist, ist auch die
Berechnung vo* (z z)™ primitiv rekursiv. Der einzige Teil der Berechnung, derttic
mit primitiv-rekursiven Mitteln beschrieben werden kashdie Bestimmung der Zahl
k, also der Anzahl der Schritte bis zur Terminierung. Dies mmi®einem Suchprozef3
erreicht werden, der aber im Gegensatz zur beschranktemiidérung ohne vorge-
gebene Schrittzahlgrenze durchgefiihrt werden muf3. Zadtrdich durch Induktion
beweisen, dal diese Suche terminieren mul3, da in j@dSohritt entweder die erste
bearbeitete Zahl im Stack oder die Anzahl der Zahlen kleiigt, aber diese Erkennt-
nis reicht nicht aus, um die Schrittzahlgrenze im Vorausheg zu konnen. Man muf3
die Suche also ohne Angabe einer Schrittzahlbegrenzumgfiinren und dieser Pro-
zel ist, wie in Theorei 9 gezeigt, nicht mehr primitiv rekurBiese Erkenntnis fiihrt
zu einer Erweiterung des Berechnungsmodells der rekurBivektionen, die wir im
folgenden Kapitel besprechen werden.

4 p-rekursive Funktionen

Die Hinzunahme einer unbegrenzten Minimierung stellt etobte Erweiterung des
Kalkils der primitiv-rekursiven Funktionen dar. Eine @gjpenze Suche kann mogli-
cherweise nicht zum Erfolg fihren und liefert dann keindingis. Die hierdurch be-
schriebene Funktion ist also an dieser Stelle undefiniettsamit einepartielle Funk-
tion. Anders als die primitiv-rekursiven Funktionen muf3 der stshende Kalkul die
Moglichkeit undefinierter Funktionsergebnisse mit elkliéeren. Dies bedeutet, dafd
das Verhalten der in Definitidd 3 beschriebenen Operatooengosition und primitive
Rekursion fur partielle Funktionen neu erklart werderfdnu

Die Kompositionfo(g. .., g, ):N*—N ist definiert fur eine Eingabé ¢ N*, wenn
jedesg; hierauf definiertistundg; (%), .., g, (Z) ) zum Definitionsbereich vofi gehort.
Ansonsten ist sie undefiniert.

Eine durchprimitive RekursionPr[f, g] definierte Funktiorh:N* —N ist definiert
auf (2,0), wenn f auf & definiert ist und genau dann auf, y+1) definiert, wenn
h(z,y) definiertist und(z, y, h(z,y)) zum Definitionsbereich vop gehort. Man be-
achte, dal} damit(z, y) nur dann definiert ist, wenh(z, z) fur alle z<y definiert ist.

Fur die unbegrenzten Minimierung fuhrt die Betrachtumgtigller Funktione zu
folgender Definition.

Definition 24 (u-Operator). Die Minimierungy.f:N*—N einer Funktionf:Nf+1 5N
ist die eindeutig bestimmte Funktiarfur die fur alle z € N* gilt

h(z) = min{y | f(z,y)=0} falls dies existiert und all¢ (z, ) fur i<y definiert sind
A sonst
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In der Denkweise imperativer Programmiersprachen emtsjaie Minimierung ei-
ner unbegrenzte Suchschleife. Wenn die Suche Termingent) tefert sie die Anzahl
der Durchlaufe bis zum Abbruch dieser Schleife. Um 1. f zu berechnen, wilrde man
folgende Anweisungen verwenden.

z:=0; while f(x,,..,%,,2)7#0 do z:=z+1; h:=z
Im Gegensatz hierzu wirde die beschrankte Minimierureggfaligt implementiert.
z:=0; while f(x,,..,%x,,2)7#0 and z<y do z:=z+1; h:=z
Anstelle vonh = . f schreibt man gelegentlich auéliz) = y..[f(x, z)=0], wobei an
der Stelle von f(z, z) ein beliebiger Ausdruck iber den Variablennd > stehen darf.

Funktionen die aus den Grundfunktionen durch Kompositwimitive Rekursion
oder Minimierung entstehen, heil3grrekursivoder kurzrekursiv.

Definition 25 ((u-)rekursive Funktionen).

Die MengeR der (u-)-rekursivenFunktionen ist definiert alsk :UffzoR". Dabei
sind die KlasserPR; induktiv wie folgt definiert.

Ro=6G und

Ri+l - Ri U {fo(.ql: -~7g71,) ‘ ﬂEN,f, gi1---n ERi}
U{Pr(f,.gl| f,geRiy U{nf| feRi}

Ahnlich wie die formale Definition der KlasseR in Definition[4 ist die obige De-
finition oft schwer zu handhaben. Meist ist die folgende @ktarisierung handlicher.

Korollar 26

1. DieNachfolgerfunktiors ist u-rekursiv.

2. Die Projektionsfunktionerpr} sind u-rekursiv fir allen e N undk € {1..n}.

3. DieKonstantenfunktionen]’ sindu-rekursiv fir alle n, k e N.

4. Die Kompositionfo(gy, .., g,):N*—N der Funktionenf:N"—N, g, ..g,:NF =N
ist u-rekursiv fir alle n, k e N, wennf, g1 ...g, p-rekursiv sind.

5. Die primitive RekursionPr[f, g]:N*—N zweier Funktionenf:N*~!' =N und
g:NFt1 5N ist p-rekursiv fir alle k € N, wennf undg p-rekursiv sind.

6. Die Minimierung ;.f:N*—N einer Funktionf:NF+1 N ist p-rekursiv fir alle
k eN, wennf p-rekursiv ist.

Durch die Hinzunahme desOperators andert sich eigentlich nur wenig am Kon-
zept der rekursiven Funktionen. Die Analyse und Konstoukti-rekursiver Funktio-
nen ist ahnlich zu derjenigen der primitiv-rekursiven Kimnen, fur die bereits eine
begrenzte Minimierung zur Verfiigung stand. Es entfallh mlie Notwendigkeit, eine
Obergrenze fur die Suche im Voraus anzugeben. Daflir muf3afterdings mit mogli-
cherweise partiellen Funktionen und undefinierten Fumisticerten umgehen. Wir wol-
len dies an einigen Beispielen erklaren.

Beispiel 27 (Analyseu-rekursiver Funktionen)
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— Wir wollen den AusdrucK, = ;. c¢7 analysieren. Es ist

min{y | c3(z,y)=0} falls y existiert und alle:? (x, 1), i<y definiert
Ple) =11 sonst

_ [ min{y | 1 =0} falls dies existiert
Tl 4L sonst

=1

Damit ist f5 die nirgends definierte Funktion
— Wir betrachtenfs = jadd. Es ist

Fol) = min{y | add(x,y)=0} falls y existiert @dd ist total)
S sonst

_JO fallsz =0

| L sonst

Damit ist f3 nur fur z=0 definiert.

0 fallsz

| sonst . Dann ist

— Wir betrachtenf, = p h, wobei h(x,y) = {

falz) = min{y | h(z,y)=0} falls y existiert und alleh(x, ), i<y definiert
A sonst

0 fallsz =0
] L sonst

Hier ist zu beachten, daR zwalz,y) = 0 fur z=y gilt, aberh(z, y) fur O<y<z
undefiniert ist.

u-rekursive Funktionen haben gegeniber den primitivargilken Funktionen den
Nachteil, dal3 sie moglicherweise partiell, also nichtdile Eingaben definiert sind.
Primitiv-rekursive Funktionen sind dagegerial, terminieren also immer. Eine wich-
tige Unterklasse det-rekursiven Funktionen sind daher die Funktione, die tathér
nicht notwendigerweise primitiv rekursiv sind.

Definition 28 (total-rekursive Funktionen).
Die Meng€eT R dertotal-rekursiverFunktionen ist definiert als
TR ={feR| f total}.

Es ist leicht zu sehen, daBR < TR < R gilt, da alle primitiv-rekursiven Operatoren
und Grundfunktionen auch bei der Definition derekursiven Funktionen verwendet
werden und alle primitiv-rekursiven Total sind. DaR dieidflassen nicht gleich sind,
kann man an zwei einfachen Beispielen sehen.
— PR # TR, da die grol3e Ackermannfunktiohtotal rekursiv, aber nicht primitiv-
rekursiv ist.
— TR # R, da es rekursive Funktionen wie z.B. = 1 add gibt, die nicht total sind.

Damit ist PR eine echte Unterklasse varik und dies eine echte Unterklasse vign
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Die Klasse der total-rekursive Funktionen ist die Klasse,alis Anwendersicht
die interessanteste ware, da sie alle berechenbare Boaktenthalt, aber keine nicht-
terminierenden Berechnungen beriicksichtigen mul3. Létles nicht moglich, einen
Kalkul oder eine Programmiersprache zu konstruierengdigau die Klass§ R er-
zeugt, denn disMenge der Programme fur Funktionen d0® ist nicht aufzahlbar
Dies werden wir in einer der spateren Abhandlungen zeigen.

Rekursive Funktionen sind ein extrem machtiger Mechaugsmur Beschreibung
berechenbarer Funktionen. Es hat sich herausgestellsjielg@nauso machtig sind wie
die Turing-berechenbaren Funktionen. Ein formaler Beui@igliese Behauptung ist
aufwendig, da fur jedes Modell eine Simulation durch dadeae angegeben werden
muf3. Wir geben daher (vorlaufig) nur eine kurze Skizze desees

Um zu zeigen, dafiekursive Funktionen Turing-berechenbar {Rd-7), muld man
zeigen, daf die rekursiven Grundfunktionen und Operatidineing-berechenbar sind.
Turingmaschinenprogramme fur die Grundfunktionen — Nalgler, Projektion und
Konstantenfunktionen sind leicht zu konstruieren. Audbdrawir gezeigt, dal es leicht
ist, Komposition, Primitive Rekursion ungdOperator durch Anweisungssequenzen in
imperativen Programmiersprachen zu reprasentierenll®&amputerprogramme auf
Turing-Maschinen simuliert werden kdnnen, ist es maygliaringmaschinen fir die
rekursiven Operationen zu konstruieren. Damit kann maiefie rekursive Funktion
f eine Turingmaschine konstruieren, indem man die Teilmaschentsprechend des
rekursiven Ausdrucks fif zusammensetzt.

Um zu zeigen, dalBuring-berechenbare Funktionen rekursiv fiid R), geht man
ahnlich vor wie bei der Berechnung der Ackermannfunktiarct rekursive Funktio-
nen in Abschnitt 312. Wicodieren Konfigurationgralso Tupel von Worten als Zah-
lentupel, indem wir jedes Symbol durch seine Nummer im Algtaeprasentieren
und anschlieend die Zahlenliste mit der Standard-Tupkifon in eine Zahl umwan-
deln. AnschlieBendimulieren wir die Konfigurationstibergangke sich aus dem Pro-
gamm der Turingmaschine ergeben durch eine primitiv-rgikatberfilhrungsfunkti-
ond. Diese wird dann iteriert bis eine Endkonfiguration erreish Hierzu verwenden
wir eine primitiv-rekursive Testfunktiorf, welche identifizert o* eine Endkonfi-
gurationen liefert und die unbeschrankte Minimierungdie Suche nach der ersten
Nullstelle von f. Wenn diese Suche terminiert, dann liefert die Endkonfigomadas
Ergebnis der Berechnung.

Theorem 10. R = T, d.h. die Klasse der rekursiven Funktionen ist identischdar
Menge der Turing-berechenbaren Funktionen.

Theoreni ID und sein Beweis haben zwei wichtige Aspekte. Zoanest gezeigt,
daR beide Modelle — Turingmaschine und rekursive Funktieheich gegenseitig si-
mulieren konnen. Deswegen ist es moglich, in Beweigaekursive Funktionen als
“Unterprogramme” von Turingmaschinen einzusetzen, wdgas dinfacher ist als die
direkte Konstruktion. Es reicht ja zu wissen, daf? eine Undhamg moglich ist, ohne
dalR man sie explizit ausfuhren muf3. Zum anderen wurde inreBevan7 CR nur eine
einzige Minimierung eingesetzt, um die Anzahl der Schiiftezur Terminierung zu
bestimmen, wahrend alle anderen Komponenten primitiungk sind.
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Dies bedeutet, daR rekursive Funktionen im Prinzip nichimaés eine einzige Mi-
nimierung benotigen und ansonsten mit primitiv-rekueailKonstrukten auskommen
kdnnen. In anderen Worten: jede berechenbare Funktiofendn mit einer einzigen
unbegrenzten Schleife programmiert werden. Diese Erkénigt unter dem Namen
Kleene Normalform Theorebekannt geworden.

Theorem 11 (Kleene Normalform Theorem)Fir jede berechenbare Funktidrkann
man primitiv-rekursive Funktionefiund g konstruieren, so dal3:(z) = g(z, uf(x)).

Beweis: Wir betrachten die Simulation der Turingmaschine fidurch u-rekursive
Funktionen. Die Funktiog mit g(z, k) berechnet die Iteratiosf’ () der Konfigu-
rationstibergang¢. ist die Funktion, welche die Terminierung véf(z) charak-
terisiert und damit berechngtf berechnet dié\nzahl der Schritte bis zur Termi-
nierung Damit liefertg(x, uf (x)) das Ergebnis zum Zeit der Terminierung. [J
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