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ZusammenfassungDieser Artikel gibt einerUberblick tiber dem-Kalkul. Er
ist gedacht als Hintergrundmaterial zur Erganzung deatsl knappen Abhand-
lung in der Vorlesung “Einfuhrung in die Theoretische Infatik 11”.

1 Der \-Kalkiil — ein Uberblick

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts wurde eine Vielzahl mahsoher Modelle ent-
wickelt, die ein syntaktisches SchlieRen Uber den WertAnsdriicken ermoglichen.
Manche davon, wie die Turingmaschinen oder die Registerimasn, orientieren sich
im wesentlichen an dem Gedanken einer maschinellen Duinchifig von Berechnun-
gen. Andere, wie digi-rekursiven Funktionen, basieren auf einem mathematmsche
Verstandnis davon, was intuitiv berechenbar ist und wik bierechenbare Funktionen
Zu neuen zusammensetzen lassen.

Unter all diesen Kalkiilen ist dev-Kalkul der einfachste. Er kennt nur drei Mecha-
nismen: die Definition einer Funktiohpstraktior), die Anwendung einer Funktion auf
ein Argument QApplikatior) und die Auswertung einer Anwendung, bei der die Defini-
tion bekannt ist Reduktio). Dabei werden bei der Auswertung ausschlie3lich Terme
manipuliert, ohne dal3 hierbei deren Bedeutung in Betraehogen wird, was einem
Rechner ohnehin unmoglich ware. Die Syntax und der Bengietgsmechanismus sind
also extrem einfach. Dennoch lal3t sich zeigen, da? maniesed Mechanismen al-
le berechenbaren Funktionen simulieren kann. Wir wollenGliundgedanken des
Kalkils an einem einfachen Beispiel erlautern.

Beispiel 1 Es ist allgemein ublich, Funktionen dadurch zu charagieren, dald man
ihr Verhalten auf einem beliebigen Argumenbeschreibt. Um also zum Beispiel eine
Funktion zu definieren, welche ihr Argument zunachst vppidt und anschliel3end die
Zahldrei hinzuaddiert, schreibt man kurz:

f(x) = 2*%xx+3

Diese Notation besagt, dal3 das Symbals Funktion zu interpretieren ist, welche je-
dem Argumenk den Wert der Berechnung zuordnet, die durch den Ausdesek3
beschrieben ist. Dabei kann fiirjede beliebige Zahl eingesetzt werden. Um einen
konkreten Funktionswert wie zum Beispi{4) auszurechnen, geht man so vor, dafl3
zunachst jedes Vorkommen des Symbothirch4 ersetzt wird, wodurch sich der Aus-
druck2x4+3 ergibt. Dieser wird anschlie3end ausgewertet und liefzstRiesultat 1.

Bei diesem Prozel3 spielt das Symkoeigentlich keine Rolle. Es dient nur als
Abkirzung fur eine Funktionsbeschreibung, welche begsta®R jedem Argumentder
Wert 2*x+3 zuzuordnen ist. Im Prinzip mufdte es also auch moglich, #¥ine dieses



Symbol auszukommen und die Funktion durch einen Term zuhbeiben, der genau
die Abbildungx — 2*x+3 wiederspiegelt.

Genau dies ist die Grundidee degKalkils. Funktionen lassen sich eindeutig durch
Terme beschreiben, die angeben, wie sich die Funktion aahebeliebigen Argument
verhalt. Der Name des Arguments ist dabei nur ein Platzhaler — so die mathema-
tische Sicht — zuAbstraktionder Funktionsbeschreibung benotigt wird. Um diese ab-
strakte Platzhalterrolle zu kennzeichnen, hat man urgpich das Symbol\” benutzt
und geschrieben

\x. 2%x+3

Dies driickt aus, dal3 eine Abbildung mit formalem Argumedefiniert wird, welche
als Ergebnis den Wert des Ausdrucks rechts vom Punkt liesgrater wurde — der
leichteren Bezeichnung wegen — das Symhbtlurch den griechischen Buchstabgn
(lambdg ersetzt. In heutiger Notation schreibt man

AX. 2%x+3

Die Abstraktion von Ausdriicken Uber formale Parameteeiises der beiden funda-
mentalen Grundkonzepte desalkils. Es wird benutzt, um Funktionen definieren
Die Beschreibung des Funktionsverhaltens wird zum Namerkdektion. Naturlich
aber will man definierte Funktionen auch auf bestimmte BdegeerteanwendenDie
Notation hierfur ist denkbar einfach: man schreibt eihfaas Argument hinter die
Funktion und benutzt Klammern, wenn der Wunsch nach Einglezit dies erforder-
lich macht. Um also obige Funktion auf den Wernzuwenden schreibt man einfach:

(Ax. 2%x+3) (4)

Dabei hatte die Klammerung um ddeauch durchaus entfallen kbnnen. Diese Notati-
on — man nennt siépplikation— besagt, dal3 die Funktidh = Ax. 2*xx+3 auf das
Argument4 angewandt wird. Sie sagt aber nichts dartiber aus, welckeriWi dieser
Anwendung herauskommt. Abstraktion und Applikation simdher nichts anderes als
syntaktisch@eschreibungsformeiir Operationen, die auszufuhren sind.

Es hat sich gezeigt, dal3 durch Abstraktion und Applikatite &rme gebildet
werden konnen, die man zur Charakterisierung von Fun&tiaimd ihrem Verhalten
benotigt. Was bisher aber fehlt, ist die Moglichkeit, kionsanwendungen aucus-
zuwerten Auch dieser Mechanismus ist naheliegend: um eine Furgdionwendung
auszuwerten, muf3 man einfach die Argumente anstelle deah@lter einsetzen. Man
berechnet den Wert einer Funktionsanwendung also deectluktiorund erhalt

2%x4+3

Bei der Reduktion verschwindet also die Abstraktianund die Anwendung4) und
stattdessen wird im inneren Ausdruck der Platzhaltdurch das Argumenrt ersetzt.
Diese Operation ist nichts anderes als eine simple Ersgtzum Symbolen durch Ter-
me. Damit ist die Auswertung von Termen ein ganz schemadrs@brgang, der sich
durch eine einfache Symbolmanipulation beschreiben lal3t

(\x. 2%x+3) (4) — 2%4+3 % 11

Anders als Abstraktion und Applikation ist die durch das $ph— gekennzeichnete
Reduktion kein Mechanismus um Terme zu bilden, sondern umd&e andere Terme
umzuwandeln, die im Sinne der vorgesehenen Bedeutung deingh Wert haben.



Durch Abstraktion, Applikation und Reduktion ist deiKalkil vollstandig charak-
terisiert. Weitere Operationen sind nicht erforderlich.l®nnen wir uns darauf kon-
zentrieren, prazise Definitionen fur diese Konzepte etetn und Aussagen uber den
WerteinesA-Terms zu beweisen.

Im Gegensatz zur mathematischen Beschreibung des Fuskéidraltens gibt uns
der A-Kalkil eineintensionaleSicht auf Funktionen\-Terme beschreiben dianere
Struktur von Funktionen als Operationen, nicht aber ifdetas €xtensionalgsverhal-
ten. Im \-Kalkul werden Funktionen als eirigerechnungsvorschriingesehen. Diese
erklart, wie der Zusammenhang zwischen dem Argument €imektion und ihrem Re-
sultat zu bestimmen ist, nicht aber, welche mengenthesctetnObjektehinter einem
Term stehen. Den-Kalkil ist also eine ArtLogik der Berechnungind gleichzeitig
Grundlage aller funktionalen Programmiersprachen

Ein wichtiger Unterschied zu Formalismen wie der Pradikéigik erster Stufe ist,
dal3 im\-Kalkdl Funktionen selbst wieder Argumente anderer Fiomign sein durfen.
Ausdricke wie(Af . \x. £(x)) (Ax. 2xx) werden imA-Kalkil durchaus sehr haufig
benutzt, denn man konnte ohne sie fast nichts beschrelilmgegen sind sie in der
Pradikatenlogik erster Stufe verboten. In diesem Sinh&les \-Kalkill eine Logik
hoherer Ordnung

Aus der Berechnungsvorschrift deKalktls ergibt sich unmmittelbar auch ein lo-
gischer Kalktil zum Schliel3en Giber den Wert eineSusdrucks. Logisch betrachtet ist
damit der\-Kalkil ein Kalkiil der Gleichheiund er bietet ein klar definiertes und einfa-
ches Konzept, um logische Schluf3folgerungen tiber dasalfernvon Programmen zu
ziehen. Es mul3 nur sichergestellt werden, dal} sich die [@leiczweier Terme genau
dann beweisen lal3t, wenn die Berechnungsvorschrift b@éebeum gleichen Ergebnis
fuhrt.

Die Semantik von\-Ausdriicken mengentheoretisch zu beschreiben ist dagege
verhaltnismafig schwierig, da — anders als bei der Raéeinlogik — eine konkrete
mengentheoretische Semantik bei der Entwicklung)d&slkils keine Rolle spielte.
Zwar ist es klar, daf3 es sich beiAusdriicken im wesentlichen um Funktionen handeln
soll, aber die zentrale Absicht war die Beschreibung liErechenbarerrunktionen.
Eine operationaleSemantik, also eine Vorschrift, wie man den Wert eines Aursks
ausrechnet, lafdt sich daher leicht angeben. Was aber iieHambaren Funktionen im
Sinne der Mengentheorie genau sind, das kann man ohne emnmdie mathematische
Theorie kaum angeben. Es ist daher kein Wunder, daf} dien@atele) Semantik erst
lange nach der Entwicklung des Kalkiils gegeben werdentkonn

Wir werden im folgenden zuerst die Syntax viAusdriicken sowie ihre operatio-
nale Semantik beschreiben und die mengentheoretischeniemar am Schlufl3 kurz
skizzieren. Wir werden zeigen, daf} deKalkil tatsachlich genauso ausdrucksstark
ist wie jedes andere Berechenbarkeitsmodell und hieifig Reihe von Standardope-
rationen durch\-Ausdriicke beschreiben. Die Turing-Machtigkeit de&alkils hat
naturlich auch Auswirkungen auf die Moglichkeiten einatomatischen Unterstiitzung
des Kalkils zum Schlie3en tiber die Werte weAusdriicken. Dies werden wir am En-
de dieses Artikels besprechen.



2 Syntax

A-Ausdricke bilden im Prinzip eine Programmierspracheeimer extrem einfachen
Syntax , da es nur Variablen, Abstraktion und Applikatiobtgi

Definition 2 (A-Terme).
Es seiV ein Alphabet vonvariablersymbolen. Dielermeder Sprache dea-Kalkils,
kurz A\-Terme sind induktiv wie folgt definiert.

— Jede Variabler €V ist ein A\-Term.

— Die A\-Abstraktion Az .t ein A\-Term, wenrx € V eine Variable und ein A-Term ist.
— Die Applikation f ¢t ein \-Term, wenrt und f A-Terme sind.

— (1) ist ein \-Term, wenrt ein \-Term ist.

Fur die Wahl der Variablennamen gibt es im Prinzip keindtlaschrankungen bis
auf die Tatsache, dal3 sie sich im Computer darstellen |assdttan und keine reser-
vierten Symbole wie\ enthalten diirfen. Namenskonventionen zur Unterscheisgian
Objekten und Funktionen lassen sich nicht gut einhaltetail@inem Term wie\x . x
noch nicht feststeht, ob die Variabiein einfaches Objekt oder eine Funktion beschrei-
ben soll. Fir die Verarbeitung ist dies ohnehin unerhébli¢ir wollen die Bildung von
Termen gemalf der obigen Regeln nun anhand einiger Baisgaednschaulichen.

Beispiel 3 Die folgenden Ausdicke sind korrekte-Terme im Sinne von Definitidn 2.

1. x und pair Alle “Symbole” sind Variablen
2. M. \x.f(x) Anwendung einer Funktion
3. M. g Xx. £ g (g x) Funktionen lbherer Ordnung
4. x(x) und (Ax.x(x)) (Ax.x(x)) Selbstanwendung

Die Beispiele zeigen, dal3 es auch erlaubt ist, Terme zurhiltks denen man Funk-
tionen hoherer Ordnung- also Funktionen, deren Argumente wiederum Funktionen
sind, wie z.Bf in £ g (g x) — assoziiert, und Terme, digelbstanwendungie in
x (x) beschreiben. Dies macht die Beschreibung einer mengeestisahen Semantik
(siehe Abschniftle) natiirlich viel schwieriger als zumd$éel bei der Pradikatenlogik.

Die Definition lal3t es zu)-Terme zu bilden, ohne dal3 hierzu Klammern verwen-
det werden mussen. Dadurch stellt sich jedoch die Frage eaer eindeutigen De-
codierbarkeit ungeklammertarTerme. Deshalb missen wir Prioritaten einfihren und
vereinbaren, unter welchen Voraussetzungen Klammeraltmtfftirfen.

Definition 4 (Konventionen zur Eindeutigkeit von A-Termen).

Die Applikation bindet sirker als dieA-Abstraktionund istlinksassoziativin einem
A-Term mul3 ein durch einengsker bindenden Operator gebildeter Teilterm nicht ge-
klammert werden.

Gemal dieser Konvention ist also ein Term der Fgimb gleichbedeutend mit
(f(a))(b) und nicht etwa mitf(a(b)). Die Konvention, die Applikation linksassozia-
tiv zu interpretieren, liegt darin begrindet, dal3 hiectiuder Termf a b etwa dasselbe
Verhalten zeigt wie die Anwendung einer Funktidrauf das Paata, b). Bei letzte-
rer werden die Argumente auf einmal verarbeitet, wahremdhs A-Kalkul der Reihe



nach abgearbeitet werden: Die Anwendung Yaauf a liefert eine neue Funktion, die
wiederum aub angewandt wird. Obwohl dia-Abstraktion nur fureinstelligeFunk-
tionen definiert ist, kbnnen mehrstellige Funktionen gsablemlos simuliert werden.
Entsprechend verwendet man d¥Kalkul die Notationf (¢, . ...t ) oft als Abkiirzung
fuer die Applikationf¢... tEl

Eine Assoziativitatsvereinbarung fiir die Abstraktioalcht nicht getroffen zu wer-
den. Der Term\z. \y.t ist gleichwertig mithz.(\y.t), da die alternative Klammerset-
zung(Az.\y).t keinen syntaktisch korrektexxTerm ergibt.

3 Operationale Semantik: Auswertung von Termen

In Beispielll haben wir bereits angedeutet, dal} wir mit jedefierm natirlich eine
gewisse Bedeutung assoziieren. Der Tesm2+x soll eine Funktion beschreiben, die
bei Eingabe eines beliebigen Argumentes dieses verdopette Bedeutung wird im
A-Kalkil durch eineBerechnungsvorschriiusgedriickt, die aussagt, auf welche Art
der Wert eines\-Terms zu bestimmen ist. Diese Vorschrift verwandelt destéii be-
deutungslosen-Kalkil in einen Berechnungsformalismus.

Es ist offensichtlich, daf3 eine Berechnungsregel reinadgisicher Natur sein muf3,
denn Rechenmaschinen konnen ja nur Symbole in andere $mbavandeln. Im
Falle des\-Kalkils ist diese Regel sehr einfach: Wird die Applikatieiner Funktion
Az.t auf ein Arguments ausgewertet, so wird der formale Parametater Funktion
— also die Variable dek-Abstraktion — im Funktionskorperdurch das Argumentg
ersetzt. Der Ausdruclz.t)(s) wird also zut[s/z] reduziert Um dies prazise genug zu
definieren missen wir Definitionen fir freie und gebundésrkommen von Variablen
und die Substitution von Variablen durch Terme angeben.

Definition 5 (Freies und gebundenes Vorkommen von Variablen

Es seienc, y € V Variablen sowief und¢ A\-Terme. Dasreie undgebunden&orkom-
men der Variablenc in einemA-Term ist induktiv durch die folgenden Bedingungen
definiert.

1. Im A-Termxz kommtz frei vor. Die Variabley kommt nicht varwennz und y
verschieden sind.

2. In \x.t wird jedes freie Vorkommen vanin ¢t gebunden. Gebundene Vorkommen
von z in t bleiben gebunden. Jedes freie Vorkommen der Variablbleibt frei,
wennz undy verschieden sind.

3. In f ¢ bleibt jedes freie Vorkommen vanin f odert frei und jedes gebundene
Vorkommen vor in f odert gebunden.

4. In(t) bleibt jedes freie Vorkommen verin ¢ frei und jedes gebundene Vorkommen
gebunden.

Das freie Vorkommen der Variablen, .., z,, in einemA-Term¢ wird mit [z, .., 2,
gekennzeichnet. Eik-Term ohne freie Variablen heiBtschlossen

! Die Umwandlung einer Funktioffi, die auf Paaren von Eingaben operiert, in eine einstellige
Funktion hdherer Ordnung' mit der Eigenschaft'(x)(y) = f(z,y) nennt man — in Anleh-
nung an den Mathematiker Haskell B. Currgu#rying. Es sei allerdings angemerkt, daf3 diese
Technik auf den Mathematiker Schonfinkel und nicht etwaCuwrry zurtickgeht.



Man beachte, dal3 Variablen auch innerhalb des “Funktionena” einer Applikati-
on f t frei oder gebunden vorkommen konnen,fdseinerseits ein komplexergfTerm
sein kann. Das folgende Beispiel illustriert die Mogliefiten des freien bzw. gebunde-
nen Vorkommens von Variablen.

Beispiel 6 Wir analysieren das Vorkommen vemim \-TermAf . \x. (A\z.f x z) x.
— Die Variablex tritt frei im A-Termx auf.
— Nach (3.)andert sich nichts, wenn dieTermef x undf x z gebildetwerden.
— Nach (2.) bleibt frei im A-Term A\z. f x =z.
— Nach (3.) bleibk frei im A-Term (\z. f x z) x.
—In Xx.(\z. f x z) x istx gendal (2.) —von aul3en betrachtet — gebunden.
— Nach (2.) bleib& gebunden im gesamten Terikt . \x. (A\z. f x z) x.

x gebunden

Insgesamt haben wir folgende Vorkommenxon A\f.\x.(\z. f x z) x

x frei
Das Konzept der Substitution ist eine Erweiterung der beteanSubstitution aus
der Pradikatenlogik. Wahrend in der PradikatenlogsggEzungen nur innerhalb der Ar-
gumente einer Funktionsanwendung durchgefihrt werdéien, konnen im\-Kalkul
auch innerhalb der Funktion selbst, die ebenfalls ein TetnErsetzungen vorgenom-
men werden. Die\-Abstraktion dagegen verhalt sich wie ein Quantor. Ertspend
mussen wir drei Falle betrachten.

Definition 7 (Substitution).

Eine Substitutionist eine endliche Abbildung von der Menge) der Variablen in
die Menge der Terme (d.l&(x)#x gilt nur fur endlich viele Variablen: € V). Fur
o(z1)=t1, ...,0(z,)=t, schreibenwirkurz = [t,,. .. t,/z1, ... 2]

ult/x] bezeichnet die Anwendung einer Substitutien|t/z] auf einen\-Term 3
Diese ist induktiv wie folgt definiert.

x[t/z] =t

x[t/y] x, wennzx undy verschieden sind.

(A\z.u)[t/z] = Ax.u

(Az.w)[t/y] = (A\z.u[z/z])[t/y], wennz undy verschieden sindy frei in u vor-
kommt undr frei in ¢ vorkommt.z ist eine neue Variable, die vanund
y verschieden ist und weder innoch int vorkommt.

(Az.w)[t/y] = Az.ult/y|, wennz undy verschieden sind und es der Fall ist, daR
nicht frei inw ist oder daf& nicht frei int vorkommt.
(fwlt/z] = flt/x]ult/z]

(Wlt/a] = (ult/a])

Dabei sindzx, y € V Variablen sowief,u undt A\-Terme.

2 Leider gibt es eine Fillle von Notationen fiir die Subsititut Anstelle voro (z)=t schreiben
manches=[z\t] anderes={z\t} odero={t/x}. Die hier verwendete Konventiar=[t/x] ist
in der Literatur zumA-Kalktl und zur Programmierung tblich. All diesen Schreeisen ist
aber gemein, dal3 die zu ersetzende Variable “unterhalbTeless steht, der sie ersetzt. Auch
hat es sich eingeburgert, die Anwendung einer Substitwiaf einen Ausdruck dadurch zu
kennzeichnen, dal3 man die Substitutiemter den Ausdruck schreibt.



Die Anwendung komplexer Substitutionen der Form , ... ¢,, /x1, .., x,,] wird ent-
sprechend definiert. Wir wollen Substitution an einem ahén Beispiel erklaren.

Beispiel 8
(Af.Ax. n £ (f x)) [Af.Ax.x/n)]
=M. | Ax. n £ (f )| [M.\x.x/n]
= n £ (f )| [AMf.\x.x/n]
= n f1[Af. Ax.x/n] (£ x)) [Af.Ax.x/n)]
= nAf.A\x.x/n] £fAf.Ax.x/n] (|f x)[Af. x.x/n])
= (M Ax.x) £ (f) M. Ax.x/n] x) [M.Ax.x/n])
= (M. x.x) £ (f x)
Ax. (AMf.Ax.x) £ (£ x)
M. Ax. (M. Ax.x) £ (£ x)

Bei der Anwendung einer Substitution auf eikébstraktion missen wir also in
besonderen Fallen wiederum auf eine Umbenennung gebendanablen zurtickgrei-
fen, um zu vermeiden, dald eine freie Variable ungewollt in Bendungsbereich der
A-Abstraktion gerat. Diese Umbenennung gebundener Menamndert die Bedeutung
eines Terms Uiberhaupt nicht. Terme, die sich nur in den Mahmer gebundenen Varia-
blen unterscheiden, miissen also im Sinne der Semantikeat @ngesehen werden,
auch wenn sie textlich verschieden sind. Zur besseren shitteildung nennt man solche
Termpaare dahdwongruent

Definition 9 («-Konversion).

Eine Umbenennung gebundener Variahl@der a-Konversion in einemA\-term¢ ist
die Ersetzung eines Teilterms der Gestalt « durch den Term\z.u|z /x|, wobeiz
eine Variable ist, die in, bisher nicht vorkam.

Zwei A-Termet und v heiRenkongruentoder a-konvertibe) wennu sich aust durch
endlich viele Umbenennungen gebundener Variablen ergibt.

Umbennenung kann also als eine erste einfache Rechenrifiracigesehen wer-
den, welche Terme in andere Terkmnvertiert(umwandelt), die syntaktisch verschie-
den aber gleichwertig sind. Eine wirkliche Auswertung siiermes findet jedoch nur
statt, wenn reduzierbare Teilterme (Englisadducible expression, oder kurrede)
durch ihre kontrahierte Form, das sogenarfuetraktumersetzt werden.

Definition 10 (Reduktion).

Die Reduktioreines\-termst ist die Ersetzung eines Teiltermes der Gestalt. ) (s)
durch den Termu[s/z|. (Az.w) (s) wird dabei alsRedexbezeichnet und|s/x] als
seinKontraktum

Ein A-Termt heiBtreduzierbarauf einen\-Termu, im Zeichen: — u, wennu sich
aust durch endlich viele Reduktionen uneKonversionen ergibt.

Fur die Auswertung von-Termen durch Menschen wirden diese Definitionen voll-
kommen ausreichen. Da wir den Prozel3 der Reduktion jededBeaechnungsmecha-
nismus verstehen wollen, den eine Maschine ausfiihrengsdlen wir zusatzlich eine
detaillierte formale Definition.



Definition 11 (Formale Definition der Reduzierbarkeit).
Konversiorvon A-Termen ist eine bére Relatior, die induktiv wie folgt definiert ist.

1. \z.u = \z.ulz/x], falls die Variablez nicht in u vorkommt. a-Konversion
2. ft= fu, fallst = u u-Konversion
3. ft=gt, fallsf = g v-Konversion
4. \x.t =2 Xx.u, fallst = u ¢-Konversion
S5.t=t p-Konversion
6.t = u, fallsu = t o-Konversion
7.t = u, falls es einem\-Terms gibt mit¢ = sunds = u T-Konversion
Reduktiorist eine birdre Relation—; , die induktiv wie folgt definiert ist.

1. (A\z.u) s — u[s/x] B-Reduktion
2. ft— fu, fallst—u pn-Reduktion
3. ft—gt, fallsf—g v-Reduktion
4. \x.t — Iz.u, fallst —u ¢-Reduktion

5. t —u, falls es eins gibt mitt — s unds = wu, odert = sunds —u

Die Relation— ist induktiv wie folgt definiert.

1.t 2, fallst =y
2. t "1y, falls es einer\-Terms gibt mitt —» s unds —= u

Reduzierbarkeion A-Termen ist eine biire Relation—— , die definiert ist durch
t — q, falls t — u fur einn e N.

Die Regeln, die zusatzlich zur zyr-Reduktion bzw. zur-Konversion genannt
werden, driicken aus, dal3 Reduktion auf jedes Redex inbeyinas Termes angewandt
werden darf, um diesen zu verandern. Unter all diesen Ragetlie 3-Reduktion die

einzige ‘echte’ Reduktion. Aus diesem Grunde schreibt nfaawcht 7, anstelle
vont — u. Wir wollen nun die Reduktion an einigen Beispielen er&tar

Beispiel 12

1. Wirreduzierenden Terf\n. A\f . Ax. n f (f x)) (Af.Ax.x).
Der erste Schritt ist dig-Reduktion
o.M dx.n £ (F %)) OF. ) x.x) —5 (Af.Ax.n £ (f x) [(Af.Ax.x) /n],

was nach Beispi¢ll8 auf Selte 7 den Tewn. A\x. (A\f. \x.x) £ (f x) liefert.

Wir missen nun die inneren Terme reduzieren.
B

esgilt (A\f. \x.x) f — [ Ax.x|[f/f] = Ax.x 6]
also (Af.\x.x) f (f %) — (Ax.x) (£ %) I
also M\x.(\f.A\x.x) £ (f x) — Ax. (Ax.x) (f x) £
also M. Ax.(Mf. A x.x) £ (f x) — M. Ax. (Ax.x) (f %) 13
esgilt (A\x.x) (£ x) 2, x[f x/x] = fx B
also Ax.(\x.x) (f x) — Ax. f x £
also \f.\x.(A\x.x) (f x) — M. Ax. f x 19

Der Term)\f. ) \x. £ x laflt sich nicht weiter reduzieren.



Diese audihrliche Beschreibung zeigt alle Details einer formalerd&eion ein-
schlie3lich des Hinabsteigens in Teilterme, in denen sielzd kontrahierenden
Redizes befinden. Diese Form i&t éine Reduktion “von Hand” jedoch zu adisir-
lich, da es einem Menschen nicht schw#tfeinen zu reduzierenden Teilterm zu
identifizieren und die Reduktion durchizifen. Wir schreiben daher kurz

(A AMf.Ax.n f (f x)) (AM.Ax.x)
— M. Ax. (AMf. A Ax.x) £ (f x)
— M. Ax. (Ax.x) (f x)
— M. Ax. f x

oder noch kirzer: (\n. \f . \x.n f (f x)) (\f.)\x.x) By Mx.f x

2. DerTerm(An. Af. Ax. n f (f x)) (Af.Xx. f x) wird ahnlich reduziert

(An. AMf.Ax. n f (f x)) (AMf.\x. £ x)
— M Ax. (M Ax. £ x) £ (f x)
— M. Ax. (Ax. f x) (f x)
— M. Ax. £ (f x)

3. Bei der Reduktion des Term&\f. A\x. £ x (f f)) (Ax.\y. y) gibt es meh-
rere Moglichkeiten vorzugehen. Die vielleicht naheliegendstdie folgende:

(Af. Xx. £ x (£ £)) (Ox.Ay. y)
— Ax. Az Ay, y) x (Qx Ay, y) (Ax Ay, )
— Ax. Qy. y) (OQx.Ay. y) Ox.Ay. y))
— Ax. ((x.Ay. y) (\x.Ay. y)

— AX. Ay. ¥
Wir hatten ab dem zweiten Schritt aber auch acimst das rechte Redex reduzieren

konnen und folgende Reduktionskette erhalten:

(M. Xx. £ x (f £)) (\x.)\y. y)
— Ax. QAx Ay, y) x ((Ox. Ay, y) (Ax.Ay. y))
— Ax. (Ax. Ay, ) x (Ay. y)
— Xx. Qy. y) Qy. y)
— AX. Ay. ¥

Das dritte Beispiel zeigt, da? Reduktion keineswegs eiardehistischer Vorgang
ist. Unter Umstanden gibt es mehrere Redizes, auf die @iReduktion angewandt
werden kann, und damit auch mehrere Arten, den Wert eingssTéurch Reduktion
auszurechnen. Um also darKalkil als eine Art Programmiersprache verwendbar zu
machen, ist es notig, eirfReduktionsstrategieu fixieren. Diese Strategie muf3 beim
Vorkommen mehrerer Redizes in einem Term entscheidenhegleon diesen zuerst
durch ein Kontraktum ersetzt wird. Die Auswirkungen eineicken Festlegung und
weitere Reduktionseigenschaften dekalkiils werden wir im Abschniff]7 diskutieren.

Die Reduktion vom\-Termen dient dazu, den Wert eines gegebenen Termes zu be-
stimmen. Reduktion alleine reicht aber nicht immer aus,iwaan das Verhalten von
A-Programmen analysieren will, da man nicht nur Terme uantérsn mochte, die —
wie 4+5 und 9 — aufeinander reduzierbar sind, sondern augheladie — wie 4+5
und 2+7 — den gleichen Wert haben. Mit den bisher eingediathikonzepten lafit sich
Werte-Gleichheit relativ leicht definieren.



Definition 13 (Gleichheit von A-Termen).
ZweiA-Terme hei3en semantisgleich(konvertierba), wenn sie auf denselbenTerm
reduziert werden®nnen:

t=u gilt genau dann, wenn es einen Tesrgibt mitt — v undu — v.

Man beachte, dal3 Werte-Gleichheit mehr als nur syntaldi§&leichheit ist und daf3
sich das Gleichheitssymbelim folgenden immer auf diese Werte-Gleichheit bezieht.

4 Vom A-Kalkdl zu echten Programmen

Bisher haben wir der\-Kalkill im wesentlichen als ein formales System zur Mani-
pulation von Termen betrachtet. Wir wollen nun zeigen, defSed einfache Forma-
lismus tatsachlich geeignet ist, bekannte berechenharktibnen auszudricken. Da-
bei miissen wir jedoch beachten, dal? die einzige Berecisiunmgdie Reduktion von
Funktionsanwendungen ist. Zahlen, boolesche Werte, Datgainer und ahnliche aus
den meisten Programmiersprachen vertraute Operatorémegehicht zu den Grund-
konstrukten dea-Kalkiils. Wir miissen sie daher iseKalkiil simuliererfi

Aus theoretischer Sicht bedeutet dies, deKalkil durch Einfuhrung abkirzen-
der Definitionenkonservativzu erweitern. Auf diese Art behalten wir die einfache
Grundstruktur des-Kalkils, wenn es darum geht, grundsatzliche Eigensehahieses
Kalkuls zu untersuchen, erweitern aber gleichzeitig disdruckskraft der vordefinier-
ten formalen Sprache und gewinnen somit an Flexibilitat.

In diesem Sinne sind hohere funktionale Programmier$@maavieLISP oderML
nichts anderes als konservative Erweiterungen)dislkils, wahrend dieser als eine
Art Assemblersprache funktionaler Programmierwuarggesehen werden karthDer
wesentliche Unterschied liegt nur in der Menge der vordefian Konstrukte, die ein
einfacheres Programmieren in diesen Sprachen erst rhaghchen.

Wir werden im folgenden zeigen, wie die wichtigsten Datemd &rogrammstruk-
turen imA-Kalkil simuliert werden konnen. Dabei geht weniger aarine moglichst
effiziente Reprasentation zu finden, als darum, zeigenozumdri, daf? Berechnungen
auf den Reprasentation der entsprechenden Konstrukeugdia Eigenschaften die-
ser Konstrukte widerspiegeln. So mul3 z.B. bei booleschen@pnen eine Fallunter-
scheidungf b then s else ¢ angewandt auf den booleschen Wertden Terms und
angewandt auf den booleschen Wertlen Ternt zuriickgeben, eine Projektionsfunkti-
on angewandt auf ein Pa@r, t) die erste bzw. zweite Komponente dieses Paars liefern,
eine Simulation der Addition auf der Reprasentation zwgahlen die Reprasentation
ihrer Summer berechnen, u.s.w.

3 In realenComputersystemen ist dies nicht anders. Auch ein Compptsiart nicht auf Zah-
len, sondern nur auf Bitmustern, welche Zahtlamstellen Alle arithmetischen Operationen,
die ein Computer ausfuhrt, sind nichts anderes als einell&tion dieser Operationen durch
entsprechende Manipulationen der Bitmuster, wahrendrgissten Programmstrukturen im
wesentlichen durch Sprungbefehle simuliert werden.

* Es gibt Spezialhardward. isp-Maschinen), mit denen mak-Terme auch direkt, also ohne
Umweg Uber eine Simulation in der konventionellen Von-enn Architektur, auswerten
kann. Diese hat sich jedoch aus wirtschaftlichen Grundemt durchgesetzt.
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4.1 Boolesche Operatoren

Im reinen\-Kalkuil ist die Funktionsanwendung (Applikation) die zige Moglichkeit,
“Programme” und “Daten” in Verbindung zu bringen. In praktien Anwendungen
besteht jedoch oft die Notwendigkeit, bestimmte Progragilsnbur auszufiihren, wenn
eine Bedingung erfulltist. Um dies zu simulieren, begtitnan zwei boolesche Werie
undF sowie einConditional cond (b; s;¢) zur Erzeugungpedingter Funktionsaufrufe
Die folgende Reprasentation stellt sicher, dal’ die beWerte verschieden sind und
dal3 das Conditional diese beiden Werte unterscheidet.

Definition 14 (Reprasentation boolescher Operatoren).

T = Mx.\y.Xx
F = AX.\y.y
cond(b;s;t) = bst

In der obigen Definition wird der Ausdruck auf der linken 8ealles=-Symbols
durch den\-Term der rechten Seite reprasentiert. Enthalt die IlBéieMetavariablen
also Platzhalter fur andere Terme (kursiv und rot markisd werden konkrete Terme
an dieser Stelle einfach an die enstprechende Stelle avédaten Seite Ubertragen.

Die TermeT undF sollen die Wahrheitswertgahrundfalschsimulieren. Der Term
cond (b;s;t) nimmt einen booleschen Ausdruglals erstes Argument, wertet diesen
aus und berechnet dann — je nachdem ob diese AusweftongrF ergab — den Wert
von s oder den vori. Es ist nicht schwer zu beweisen, d&f¥ undcond sich wie die
entsprechenden booleschen Operatoren verhalten, dieintandem Namen vermutet.

Beispiel 15 Wir zeigen, dalBond (T ; s;t) zus reduziert unctond (F; s;%) zut.
cond(T;s;t) = Tst = (Ax.A\y.x)st — (Ay.s)t — s
cond(F;s;t) = Fst = (Ax.A\y.y) st — Ay.y)t — ¢

Damitist die Reprasentation des Conditionals tatsablivers zu der voii undF.
Da dieA-Terme fuT undF auch fundamental unterschiedliche Funktionen beschieibe
kann man mit ihnen den Gedanken ausdriicken,Idafid F einander widersprechen.

Die bisherige Prasentationsform des Conditionals als&pecond, der drei Ein-
gabeparameter erwartet, entspricht immer der Denkweisd-uoktionsdefinition und
-anwendung. Sie halt sich daher an die syntaktischen Eiaskungen an den Aufbau
von Termen, die in der Pradikatenlogik Ublich und furdealeicht zu verarbeiten ist.
Fur viele Programmierer ist diese Prasentationsforrmgagchwer zu lesen, da sie mit
der Schreibweisef b then s else ¢ vertrauter sind. Wir erganzen daher die Defini-
tionen boolescher Operatoren um eine verstandlicheratidatfir das Conditional.

if b then s else t = cond(b;s;t)

Im folgenden werden wir fur die meisten Operatoren zweinkem definieren: eine
abstrakte ‘Termform’, die fuir eine Verarbeitung im Comgrltesser geeignet ist, sowie
eine fir Menschen leichter zu lesende ‘Display Form’ dieBerms.
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4.2 Paare: Datenkapselung und Komponentenzugriff

Boolesche Operationen wie das Conditional kbnnen dazutbewerden, ‘Program-
me’ besser zu strukturieren. Aber auch bei den ‘Daten’ isti@sschenswert, Struktu-
rierungsmoglichkeiten anzubieten. Die wichtigste di€dteukturierungsmaoglichkeiten
ist die Bildung von Tupeln, die es uns erlaubefia,b,c) anstelle von fabc zu
schreiben. Auf diese Art wird deutlicher, dal3 die Werté und ¢ zusammengehoren
und nicht etwa einzeln abgearbeitet werden sollen.

Die einfachste Form von Tupeln sind Paare, die wir durch dmstrakten Term
pair(a,b) reprasentieren und in der bekannten Founb) darstellen. Komplexere Tu-
pel konnen durch das Zusammensetzen von Paaren gebildigwéa, b, ¢) lalt sich
zum Beispiel als(a, (b,c)) schreiben. Neben daBildung von Paaren aus einzelnen
Komponenten bendtigen wir natirlich auch Operatorea,aln Paarp analysieren
Ublicherweise verwendet man hierBuojektionen die wir mit p.1 und p.2 bezeich-
nen und durch die abstrakten Tergie(p) undpi2 (p) darstellen.

Definition 16 (Operatoren auf Paaren).

(u,v) = U, = M\pair. pair u v
pair.1l = pair = pair (Ax.\y.x)
pair.2 = pair = pair (Ax.\y.y)
let (x,y) =pairin t = pair; x,y.t) = pair (A\v.)\y.t)

Derspread-Operator beschreibt eimnheitlicheMoglichkeit, Paare zu analysieren:
ein Paarp wird aufgespalten in zwei Komponenten, die wir miund y bezeichnen
und in einem Ternt weiter verarbeiterf] Die Projektionen konnen als Spezialfall des
spread-Operators betrachtet werden, in denen der Teemtwedet: odery ist.

In seiner ausfuhrlicheren Notatidet (x,y) =p in ¢ wird dieses Konstrukt zum
Beispiel in der SprachilL benutzt. Bei seiner Ausfiihrung wird der Teprausgewertet
bis seine beiden Komponenten feststehen. Diese werdenaatestelle der Variablem
undy im Termt eingesetzt. Das folgende Beispiel zeigt, dal’3 genau didktBurch
die obige Definition erreicht wird.

Beispiel 17 Wir zeigen, dal3 despread-Operator invers zur Paarbildung ist.

let (z,y)=(u,v)int = (u,v)(\x.\y.t)
= (Apair. pair u v) (Az.\y.t)
— Ax. Ay.Duwv
— y.tlu/z) v
— tlu,v/x, Y]

Auf ahnliche Weise kann man zeigén,v).1 — « und(u,v).2 — .

® Aus logischer Sicht sind: undy zwei Variablen, deren Vorkommen indurch denspread-
Operator gebunden wird. Zusatzlich wird festgelegt, dafd die erste Komponente des Paares
p gebunden wird ung an die zweite.
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4.3 Naturliche Zahlen

Es gibt viele Moglichkeiten, naturliche Zahlen und Ogienaen auf Zahlen im\-Kalkdl
darzustellen. Die einfachsten Reprasentationen baskan'sich darauf, Zahlen durch
iterierte Terme zu beschreiben, so dal3 man die GroR3e déaZaler Anzahl der Itera-
tionen ablesen kann. Dies@are Darstellung von Zahlen ist zwar nicht so effizient wie
eine Binardarstellung, dafiir aber deutlich weniger kbnngrt.

Die wohl bekannteste dieser Reprasentationen wurde vothdvimtiker Alonzo
Church entwickelt. Man nennt die entsprechendererme daher auc&hurch Nume-
rals. In dieser Reprasentation codiert man eine nattrliche Zalurch einem\-Term,
der zwei Argumente benotigt und das erste insgesamal auf das zweite anwendet.
Wir bezeichnen diese Darstellung einer Zahtlurch einen\-Term mit7. Auf diese
Art wird eine Verwechselung défahl» mit ihrer Darstellung al§ermvermieden.

Zur Vereinfachung der Beschreibung werden wir im folgendienAbkirzung/™ ¢
fur denA-Term f (f...(ft).. 2 verwenden.

Vv

n-mal
Man beachte jedoch, daf3't ist selbst kein korrekteh-Term ist, sondern nur eine
Kurzschreibweise, die eigentlich fur jede konkrete Z&plagat definiert werden mul3te.

Definition 18 (Church Numerals).
DasChurch Numerafur eine Zahln e N ist der\-Termn = Af. \x. " x.

Die Reprasentation von natirlichen Zahlen duxeherme ermaoglicht es, fur Funk-
tionen auf naturlichen Zahlen einen Begriff deiBerechenbarkeit zu definieren und
somit einen Vergleich zwischen demKalkul und anderen Berechenbarkeitsmodel-
len zu ziehen. Die Definition ist naheliegend und hangt imr@e auch nicht von der
konkreten Reprasentation von Zahlen durch Church Numetal eine Funktiorf ist
A-berechenbar, wenn es eingiTerm gibt, der sich auf der Reprasentation von Zahlen
genauso verhalt wie die Funktighauf den entsprechenden Zahfen.

Definition 19 (A-Berechenbarkeit).
Eine (nbglicherweise partielle) Funktiofi: N —N heil3t\-berechenbamwenn es einen
A-Termt gibt mit der Eigenschaft, daRfalle x+, ..., z,,, m € N gilt:

f(x1,...,x,) = m genaudann,wennt =; ...z, =m

Wir wollen im folgendem\-Terme fur die “Programmierung” der wichtigsten arithmet
schen Operationen konstruieren. Diese “Programme” hiénggirlich von der konkre-
ten Art ab, wie Zahlen durch-Terme dargestellt werden, denn sie missen bei Anwen-
dung auf die Reprasentation einer Zahl die Reprasentdes Operationsergebnisses
liefern. Bei der Verwendung von Church-Numerals muf3 algoedgitsprechende Term-
vielfachheit bestimmt werden. So mul3 z.B. ein Term fur decholgerfunktion bei
Anwendung auf das Church-Numeralsmmer den Terrm+1 und ein Term fur die
Addition bei Anwendung auf zwei Church-Numeraisund7 immer den Termm+n
liefern. DieseUberlegungen filhren zu den folgenden Definitionen.

® Diese Definition von Berechenbarkeit gilt in ahnlicher fdiir jedes Berechnungsmodell, da
Computer immer nur auf Darstellungen von Zahlen arbeitetmber auf den Zahlen selbst.
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Definition 20 (Arithmetische Operationen flir Church Numerals).

S A Af. ) \x. n f (f x)

add = m.An.\Mf.Ax. m f (n £ x)

mul = Am.An.Af.A\x. m (n f) x

exp = Mm.An.A\f.A\x. nm f x

Zero = An. n (An.F) T

p = An. (n (\fx. (s,let (f,x)=fxin f x)) (\z.0,0)).2

PRs[base, h] An. n h base

Die Termes, add, mul, exp, p undzero reprasentieren die Nachfolgerfunktion, Ad-
dition, Multiplikation, Exponentiation, Vorgangerfuti&n und einen Test auf Null. Der
Term PRs[base,h] ist eine einfache Variante der primitiven Rekursion. Im &egatz
zu den anderen Termen hat er (zugunsten einer klarerereiBprm) zwei Parameter,
die fur die Basis- bzw. die Rekursionsfunktion stehen.

Bei der Reprasentation dBlachfolgerfunktiormu(3 dafiir gesorgt werden, daf3 bei
Eingabe eines Termaf . \x. £"x das erste Argumerteinmal ofter als bisher auf
das zweite Argument angewandt wird. Dies wird dadurch erreicht, dal3 durch ge-
schickte Manipulationen das zweite Argument durch x) ausgetauscht wird.

Bei der Simulation deAddition benutzt man die Tatsache, daR ™" x identisch
ist mit £ (£™ x) und ersetzt entsprechendnh = Af.Ax. £ x das zweite Argu-
mentx durch£™ x. Bei der Multiplikation muf3 man — entsprechend der Erkenntnis
f"™* 1 x = (£™)™x — das erste Argument modifizieren und bei d&ponential-
funktionmufd man noch einen Schritt weitergehen. Dest auf Nullist einfach, da
0 = AMf.\x. xist. AngewandtaufAn.F) undT liefert diesT wahrend jedes andere
Church Numeral die Funktio\n . F) auswertet, alsé liefert.

Die Vorgangerfunktionst verhaltnismafig kompliziert zu programmieren, da wi
bei Eingabe des Terms der FomsAf. \x. £ x eine Anwendung vorf entfernen
missen. Dies geht nur dadurch, dal3 wir den Term komplethnfaauen. Wir tun dies,
indem wir den Term\f . Ax. £"x schrittweise abarbeiten und dabei die Nachfolger-
funktions mit jeweils einem Schritt Verzogerung auanwenden. Bei der Programmie-
rung missen wir hierzu ein Par, x) verwalten, wobek der aktuelle Ausgabewert ist
und £ die im nachsten Schritanzuwendende Funktion. Startwert ist afstir x und
Az.0 fir £, da im ersten Schritt ja ebenfalisals Ergebnis benotigt wird. Ab dann wird
fur x immer der bisherige Wert benutzt uaélir £.

Wir wollen am Beispiel der Nachfolgerfunktion und der Adaiit zeigen, dal3 sie
tatsachlich durch die hier definierterTerme berechnet werden.

Beispiel 21 Es seienn,n € N beliebige nairliche Zahlen.

— Wir zeigen, dalR der Wert vosi 7@ der Term n+1 ist.

sn = (. M. Ax. nf (f x)) (M. Ax. £"x)
— M. Ax. (AMf.Ax. f7x) £ (f x)
— AMf.Ax. (Ax. f"x) (f x)
— M. x. £ (f x)
— M. x. £ ox

Il
S
+
-
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— Wir zeigen, dalddd m 7 zu m+n reduziert.

(m. dn. Mf. X x. mf (nfx))mn
(M. Xxx. mf (nfx)n

M. AXx. mf (m £ x)

A Ax., (M. x. £x) £ (0 £ x)

M. Ax. (Ax. £7x) (0 £ x)

M. Ax., £ (0 £ x)

M Ax. £ ((Mf ) x. £7x) f x)

A Ax. £ ((x. £7x) x)

A Ax. £ (£7 %)

M. Ax. £ x = m+n

add m m

illmllmlim

Ahnlich leicht kann man zeigen, dafl die Multiplikation,exp die Exponentiation
und zero einen Test auf Null reprasentiert. Etwas schwieriger ist Rlechtfertigung
der Vorgangerfunktiop. Die Rechtfertigung voRRs lal3t sich durch Abwandlung der
Listeninduktion aus Beispi€l 23 erreichen.

4.4 Listen: Datencontainer

Endliche Listen dienen in der Programmierung als die eldten Container fir eine
unbestimmte Anzahl von Daten gleicher Natur. Mathematlsetehen sind sie eine
einfache Erweiterung des Konzepts naturlicher ZahlenZBhlen startet man mit der
Null und kann jede weitere Zahl dadurch bilden, daf3 man taleise die Nachfolger-
funktion s anwendet. Bei endlichen Listen startet man enstprechendiner leeren
(null-elementige) Liste — bezeichnet durCh— und bildet weitere Listen dadurch, daf}
man schrittweise Elemente vor die bestehende Liste anhangt. Die entsprechende
Operation — bezeichnet dureh L — wird durch eine Funktionons — das Gegenstiick
zur Nachfolgerfunktios ausgefihrt.

Definition 22 (Operatoren auf Listen).

(] = = AMf.\x.x
t.list = t,list = M. \x.f t (lzst £ x)
list_ind [base,h] = base,h) = Alist. list h base

Die leere Liste ist also genauso definiert wie die Reprasemtder Zahl 0 wahrend
der Operatotons nun die Elemente der Liste — jeweils getrennt durch die deia —
nebeneinanderstellt. Die Liste.a, . .. a, wird also dargestellt durch den Term

M Xx.fa (fa,...(fa x) ...)

Die Induktion auf Listerist_ind[base,h] ist eine Erweiterung der einfachen primitiven
Rekursion. Ihr Verhalten beschreibt das folgende Beispiel
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Beispiel 23 Es seif definiert durch [ = list_ind [base,h]. Wir zeigen, dal¥ die
Rekursionsgleichungeri [1 = base und f(t.list) = h t (f list) erfullt.

Im Basisfall ist dies relativ einfach
f [0 = listiind[base,h] []
— [1 h base
— (Ax.x) base
— base

(A\list. list h base) []
(AMf.\x.x) h base

Schwieriger wird es im Rekursionsfall:
f(t.list) = listiind[base,h] t.list
— t.list h base
— (Ax. ht (list h x)) base
— h t (list h base)
Dies ist offensichtlich nicht der gémmschte Term. Wirdnnen jedoch zeigen, dalf? sich
derTermh ¢t (f list) auf dasselbe Ergebnis reduzieréfdt.
h t (f list) h t (list_ind[base,h] list)
h t ((Alist. list h base) list)
— h t (list h base)
Die Rekursionsgleichungen vgnbeziehen sich also auf semantische Gleichheit und
nicht etwa darauf, dal3 die linke Seite genau auf die recldazeert werden kann.

(Alist. list h base) t.list
(M. Xx. £t (listf x)) h base

4.5 Programmierung rekursiver Funktionen

Die bisherigen Konstrukte erlauben uns, bei der Programmgim A-Kalkil Stan-
dardkonstrukte wie Zahlen, Tupel und Listen sowie bedikgtektionsaufrufe zu ver-
wenden. Uns fehlt nur noch eine Moglichkegtkursive Funktionsaufrufe das Ge-
genstick zur Schleife in imperativen Programmiersprachauf einfache Weise zu
beschreiben. Wir benotigen also einen Operator, der eeuasgbt, eine Funktiorf
durch eine rekursive Gleichung der Form

f@ = t[f, 2]

zu definieren, also durch eine Gleichung, in deauf beiden Seiten vorkommt. Diese
Gleichung an sich beschreibt aber noch keinen Term, somieraeineBedingungdie
ein Term zu erfullen hat, und ist somit nicht unmittelbar flie Programmierung zu
verwenden. Glucklicherweise gibt es jedoch ein allgem®iverfahren, einen solchen
Term direkt aus einer rekursiven Gleichung zu erzeugennWwennamlich in der obi-
gen Gleichung den Teridurch die Funktiorf” = A\f. \x.t[f,x] ersetzen, so kdnnen
wir die Rekursionsgleichung umschreiben fls:) =T f 2 bzw. als

f=TFf
Eine solche Gleichung zu l6sen, bedeutet, elfigpunktder Funktiorl” zu bestimmen,
also ein Argumenf, welches die Funktioff’ in eben dieses Argument selbst abbildet.

Einen OperatoR, welcher fir beliebige Terme (d.h. also Funktionsglerayen) deren
Fixpunkt bestimmt, nennt mafixpunktkombinatooderRekursor

"t[f, x] ist ein Term, in dem die Variablefiundz frei vorkommen (siehe Deff] 5 auf Sefik 5).
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Definition 24 (Fixpunktkombinator).
Ein Fixpunktkombinatoist ein \-Term R mit der Eigenschaft, dafif jeden beliebigen
A-TermT die GleichungRT" = t(RT) erfulltist.

Ein Fixpunktkombinato® liefert bei Eingabe eines beliebigen Terffialso eine
Funktionf = R T, fur welche die rekursive Funktionsgleichufig 1" f erfullt ist. Hat
T nun die spezielle Gestdlt = A\f.\x.t[f,x]|, dann folgt f(x) = (T f)x = t[f, x].
Wenn wir also eine Funktioyf durch die Gleichung'(z) = t[f, x| spezifiziert haben,
dann wissen wir, daf3 derTerm R (A\f . \x . t[f,x]) eine Losung dieser Gleichung dar-
stellt und wir kdnnen die reukursive Funktigndurch diesen Term “implementieren”.
In Anlehnung an di&/IL Notation bezeichnen wir diesen Term adsrec f(z) =t[f, x|,
was den Gedanken wiederspiegelt, gdaf) durch die angegebene rekursive Gleichung
definiert ist. Man beachte aber, daf} der Ausdruettec f(x) =t ein A-Term ist und
nicht etwa eine Deklaration, die d&tamenf mit diesem Term verbindet.

Naturlich entsteht die Frage, ob Fixpunktkombinatoreerhaupt existieren. Fur
den\-Kalkul kann diese Frage durch die Angabe konkreter Komatoren positiv be-
antwortet werden. Der bekannteste unter diesen ist denaogéeY-Kombinatot

Definition 25 (Der Fixpunktkombinator Y).
Y = M. Ox.f (x x)) (A\x.f (x x))
letrec f(z) =t = Y(\f.\x.1)

Wir zeigen nun, dal§ tatsachlich ein Fixpunktkombinator ist. Wie im Falle desten-
induktion in Beispie[ (2B ergibt sich die Gleichuny () = t(Y(#)) allerdings nur
dadurch, daf¥ (¢) undt (Y (¢)) auf denselben Term reduziert werden konnen.

Y t = (Af. (Ax. f(xx)) (Ax. £ (xx))) t
— (Mx.t(xx)) (Mx.t(xx))
— ¢t ((Mx.t(xx)) (Mx.txx)))

t (Yt) = t (M. Ox.fGxx)) Ox.f(&xx))) )
—t ((Ax.t(xx)) (Ax.t(xx)))
Ein Fixpunktkombinator, der sich auf seinen Fixpunkt radrten laf3t, ist der Term
Ax Ay.y (xxy)) Ax Ay.y (x x y)).

5 Die Ausdruckskraft des A-Kalklls

Zu Beginn dieser Abhandlung hatten wir die Behauptung aaiédie dafld den-Kalkil

das einfachste aller Modelle zur Erklarung von Berechettsei. Wir wollen nun
zeigen, dal3 dex-Kalkul Turing-machtigist, also genau die Klasse aller berechenbaren
Funktionen beschreiben kann.

Es ist leicht einzusehen, dal3 man allberechenbaren Funktionen programmieren
kann. Fur den Beweis der Gegenrichtung machen wir uns zendal3 Turingmaschi-
nen und imperative Programmiersprachen in ihrer Beredjsimaft aquivalent zu den
p-rekursiven Funktionen sind. Es reicht daher zu zeigen,adlaf3;-rekursiven Funk-
tionen A-berechenbar sind, also dal} jedeekursive Funktion im\-Kalkil simuliert
werden kann. Wir fassen zu diesem Zweck die Definitionydegkursiven Funktionen
kurz zusammen.
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Definition 26 (u-rekursive Funktionen).
Die Klasse dey-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt definiert.

1. DieNachfolgerfunktion :N—N mit s(z) = xz-+1 fur alle x e N ist u-rekursiv.
2. Die Projektionsfunktionerpr;’ :N"—N mit der Eigenschaftr) (x1, .., z,) = x;
fur alle x4, .., x,, e N sind pu-rekursiv tir alle n e N undk € {1..n}.

3. Die Konstantenfunktionen; :N"—N mit der Eigenschaft} (z1, .., z,) = k fur
alle z4, .., x,, e N sind u-rekursiv fir alle n, k e N.

4. Die Kompositionfo(gi, .., g,,) :N*—N der Funktionenf:N"—N, g1, ..g,:NF =N
ist u-rekursiv fir alle n, k € N, wennf, g;...g,, p-rekursive Funktionen sind.
Dabeiistfo(g1, .., g,) die eindeutig bestimmte Funktiénmit der Eigenschaft

h(@) = f(91(), . 9a(2) B

5. Die primitive RekursionPr|f, g] :N*—N zweier Funktionenf:N¥~!—N und
¢:NFt1 N ist u-rekursiv fir alle k €N, wennf undg u-rekursiv sind.
Dabei istPr|f, g] die eindeutig bestimmte Funkti@arfur die gilt

h(z,0) = f(z) und
h(z,y+1) = g(z,y, h(Z,y)).

6. Die Minimierung .f :N*—N einer Funktionf:N*+1 =N ist u-rekursiv fir alle

k eN, wennf u-rekursiv ist.

Dabeiistu f die eindeutig bestimmte Funktianfur die gilt
min{y | f(z,y)=0} falls dies existiert und alle
h(z) = f(z,1) fur i<y definiert sind
1 sonst

Mithilfe der \-Terme, die wir im Abschniftfl4 definiert haben, ist es leicken \-Kalkl
als Turing-machtig nachzuweisen.

Theorem 1. Die Klasse der\-berechenbaren Funktionen ist identisch mit der Klasse

der u-rekursiven Funktionen.

Beweis: \-berechenbare Funktionen lassen sich offensichtlichrdBrogramme ei-
ner der gangigen imperativen Programmiersprachen seneui Da diese sich wie-
derum durch Turingmaschinen beschreiben lassen und des&tdey.-rekursiven
Funktionen mit der Klasse der Turing-berechenbaren Fan&t identisch ist, folgt
hieraus, dafdlle A\-berechenbaren Funktionen ayehekursivsind.

Wir kdnnen uns daher auf den Nachweis konzentrieren, daldmitaeinem so ein-
fachen Berechnunsgmechanismus wie delfalkill tatsachlich alle berechenbaren
Funktionen reprasentieren kann. Wir weisen dazu nachali@Bieben Bedingun-
gen deru-rekursiven Funktionen aus Definition]26 durstTerme erfiillt werden
konnen.

1. Die Nachfolgerfunktios haben wir in Beispid[ 21 auf Seife]14 untersucht. Sie
wird dargestellt durch den Term = An. Af.\x.n f (£ x) und ist somit
auch\-berechenbar.

8 i ist abkurzend fur ein Tupéley, ..., 2.,)
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2. Die Projektionsfunktionepr”, sind leicht darzustellen.
Man wahle dazu den Termr)!, = Ax,..\x . x .

3. Die Konstantenfunktionet}, werden durch Terme dargestellt, die bei Eingabe
vonn Argumenten das Church-Numenmalzuriickgeben.
Wirwahlenc!, = Ax,..\x, . m

4. Die Kompositionf o (g1, ..,95,) lalt sich genauso leicht direkt nachbilden.
Definieren wir o, = Af.\g,..\g . A\x. f (g,x) .. (g x), so simulierto,,
den Kompositionsoperator fir-stellige Funktionery.

Denn fur A\-berechenbare Funktiongig; ...g, und die zugehorigeA-Terme
F,G,...G,, reprasentierto,, F' Gy ...G,, die Kompositionf o (g1, ..,9n),
wie man durch Einsetzen leicht zeigen kann. Damit ist gézeéafd die Kom-
position\-berechenbarer Funktionen wieder ekiberechenbare Funktion ist.

5. Mithilfe der Fixpunktkombinatoren laf3t sich die primé& Rekursion zweier
Funktionen auf einfache und natirliche Weise nachbiltdnmuiissen hierzu
nur die Rekursionsgleichungen vétr|[f, g] in eine einzige Gleichung umwan-
deln. Furh = Pr|f, g] qgilt

. f(z) fallsy =0

W&, y) = {g(:iyy—l, h(z,y—1)) sonst
Wenn wir die rechte Seite dieser Gleichung durch Conditiand Vorganger-
funktion beschreiben und anschlieRend ¥elombinator anwenden, erhalten
wir eine Beschreibung der Funktiandurch einem\-Term. Definieren wir also

PR = Af.\g. letrec h(x) = \y.if zero y then f x

else g x (py) (hx (py)

so simuliertPR den Operator der primitiven Rekursion. Damit ist gezeigf} d
die primitive Rekursioru-rekursiver Funktionen-berechenbar ist.

6. Auch die Minimierungu-rekursiver Funktionen kann mit Fixpunktkombinato-
ren als\-berechenbar nachgeweisen werden. Die Minimienupfg(z) ist im
Endeffekt eine unbegrenzte Suche nach einem Wéit den f (z,y) = 0 ist.
Startwert dieser Suche ist die Zahl O.

Die bei einem gegebenen Startwgribeginnende Suche nach einer Nullstelle
von f lal3t sich wie folgt durch eine rekursive Gleichung aus#gin.
L Y falls f(z,y) =0

min; (&, y) = { ming(Z,y + 1) sonst( )
Da f undz hierbei als Konstante aufgefal3t werden konnen, lalRtdielslei-
chung vereinfachen, bevor wir ddiKombinator anwenden. Definieren wir

Mu = Af.Ax. (letrec min(y) =if zero(f x y) then y

else min (s y)) 0

so simuliertMu den Minimierungsoperator. Damit ist gezeigt, daf? die Mini-
mierungu-rekursiver Funktionen wiedev-berechenbar ist.

Wir haben somit bewiesen, daf3 alle Grundfunktiondrerechenbar sind und die
Klasse der\-berechenbaren Funktionen abgeschlossen ist unter demat@pen
Komposition, primitive Rekursion und Minimierung. Damiihd alle p-rekursiven
Funktionen auch\-berechenbar O
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6 Semantische Fragen

Wir haben in den bisherigen Abschnitten die Syntax und digwartung vorm-Termen
besprochen und gezeigt, dal3 man mitermen alle berechenbaren Funktionen aus-
driicken kann. Offensichtlich ist auch, daf3 jedeFerm der Gestalkx . t eine Funktion
beschreiben muf3. Jedoch ist unklar, mit welchem mathechatisModell man eine
solche Funktion als mengentheoretisches Objekt besam&dmnn.

Es ist nicht schwer, ein abstraktes Term-Modell fur delkalkil anzugeben (siehe
[2]): Jeder Termt beschreibt die Mengd/, der Terme, die semantisch gleich sind
zut (im Sinne von Definitior_1I3). Jede Abstraktion .t reprasentiert eine Funktion
frz.t, welche eine Meng@Z,, in die MengeM,,, /., abbildet. Diese Charakterisierung
bringt uns jedoch nicht weiter, da sie keine Hinweise aufdesammenhang zwischen
Funktionen deg-Kalkils und ‘gewohnlichen” mathematischen Funktiofiefert.

Einfache mathematische Modelle, in deneiferme als Funktionen eines festen
Funktionenraumes interpretiert werden konnen, sindgeddbenfalls auszuschliel3en.
Dies liegt daran, da®-Terme eine Doppelrolle spielen: Sie konnen als Funktomes
als Argument einer anderen Funktion auftreten. Daher ist@glich, \-Funktionen zu
konstruieren, die in sinnvoller Weise auf sich selbst arageltwerden konnen.

Beispiel 27 Wir betrachten den Termwice = A\f.  \x.f (£ x).Angewandtauf zwei
Termef undwu produziert dieser Term die zweifache Anwendung franf w.
twice f u — f (f w)
Damit ist twice als Funktion zu verstehen. Andererseits kamice auch auf sich
selbst angewandt werden, wodurch eine Funktion entstehihiderstes Argument vier-
mal auf das zweite anwendet:
twice twice (M. x.f (f x)) twice
25 Ax. twice (twice x) = Ax. (M. x.f (f x)) (twice x)
s Ax.x? . (twice x) ((twice x) x’) = Af.)\x. (twice f) ((twice f) x)
5 M. Ax. (twice £) (f (f %))

Sy M x.f (£ (F (F %))

Die uibliche mengentheoretische Sicht von Funktionen malSdlbstanwendung
von Funktionen jedoch verbieten. Sie identifiziert namkgne Funktionf mit inrem
Graphen, d.h. der Mendéz, y) | y=f(x)}. Ware eine selbstanwendbare Funktion wie
twice mengentheoretisch interpretierbar, dann missgiee eine Menge sein, die flr
einy das Elementtwice, y) enthalt. Dies aber verletzt ein fundamentales Axiom der
Mengentheorie, welches fordert, dal3 eine Menge sich seitdst enthalten daff.wir
konnen also nicht erwarten, ‘natirliche’ Modelle fuinde Kalkil zu finden. Dies wird
nur moglich sein, wenn wir die erlaubten Terme auf synsakie Art einschrankéld.
Diese Problematik betrifft nicht nur dexxKalkil, sonderralle Berechenbarkeitsmo-
delle, da diese, wie in Abschriitt 5 gezeigt, aquivalent 2ukualkil sind.

° Ein Verzicht auf dieses Axiom wilrde zuRusselschen Paraddidthren: Man betrachte die
Menge M = {X |X ¢ X} und untersuche, o/ € M ist oder nicht. Wenn witM € M
annehmen, so folgt nach Definition vai, dalRM — wie jedes andere Element vani — nicht
in sich selbst enthalten ist, aldd ¢ M. DaM aber die Mengeller Mengen ist, die sich selbst
nicht enthalten, muB/ ein Element von\/ sein:M < M.
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Ein mathematisches Modell fur berechenbare FunktiortesthesDomain-Theorie
die Anfang der siebziger Jahre von Dana Scdittl [5,6] entvickerde. Diese Theorie
basiert auf topologischen Konzepten wie Stetigkeit undb&aden. Sie benotigt jedoch
ein tiefes Verstandnis komplexer mathematischer ThaoAas diesem Grunde werden
wir auf diedenotationelle SemantdesA-Kalkils nicht weiter eingehen.

7 Eigenschaften des\-Kalkuls

Bei den bisherigen Betrachtungen sind wir stillschweigdadon ausgegangen, dal}
jeder A-Term einen Wert besitzt, den wir durch Reduktion bestimrk@nnen. Wie
weit aber missen wir gehen, bevor wir den Prozel3 der Reulits beendet erklaren
konnen? Die Antwort ist eigentlich naheliegend: wir hverst dann auf, wenn nichts
mehr zu reduzieren ist, also der entstandene Term kein Red&mnne der Definiti-
on[10 enthalt. Dies&berlegung filhrt dazu, eine Teilklasse vaTermen besonders
hervorzuheben, namlich solche, die nicht mehr reduziesibd. Diese Terme reprasen-
tieren die Werte, die als Resultat von Berechnungen ermstebnnen.

Definition 28 (Normalform). Es seiens undt beliebigeA-Terme.

1. tistin Normalform wennt keine Redizes erdh.

2. tistnormalisierbar wenn es einei-Term in Normalform gibt, auf detfreduziert
werden kann.

3. t heiBtNormalform vors, wennt in Normalformist unds — ¢ gilt.

Diese Definition wirft eine Reihe von Fragen auf, die wir inigienden diskutieren.

7.1 Hatjeder A\-Term eine Normalform?

In Anbetracht der Tatsache, dal3 deKalkul Turing-machtig ist, muld diese Frage
naturlich mitneinbeantwortet werden. Bekanntermal3en enthalten die relarBunk-
tionen auch die partiellen Funktionen — also Funktionea,rdcht auf allen Eingaben
definiert sind — und es ist nicht moglich, einen Formalissweinzuschranken, daf3 nur
totale Funktionen betrachtet werden, ohne dal3 dabei gleiibdp manche berechenbare
totale Funktion nicht mehr beschreibbaf%Diese Tatsache muR sich naturlich auch
auf die Reduzierbarkeit voh-Termen auswirken: es gibt Reduktionsketten, die nicht
terminieren. Wir wollen es jedoch nicht bei dieser allgameei Antwort belassen, son-
dern einen konkreten Term angeben, der nicht normalisiegsba

Lemma l. Der Term (A\x. x x) (Ax.x x) besitzt keine Normalform.

Beweis: Bei der Reduktion vor{Ax. x x) (Ax.x x) gibt es genau eine Mdglich-
keit. Wenn wir diese ausfiihren, erhalten wir denselbemieie zuvor und konnen
den Term somit unendlich lange weiterreduzieren. O

19 Ein einfaches aber wirksames Mittel ist hierbei die FordgroachTypisierbarkeitder Terme.
Die Zuordnung von Typen zu Termen beschreibt bereits aub&tinchem Wege, zu welcher
Art von Funktionenraum eine Funktion gehoren soll.

1 Wie wir in einer spateren Einheit zeigen werden, ist die ieder total-rekursiven Funktionen
nicht rekursiv-aufzahlbar.
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7.2 Fuhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform, wenn & A-Term
normalisierbar ist?

Im Beispiel 12 (Seit€l8) hatten wir bereits festgestell} éa unter Umstanden mehre-
re Moglichkeiten gibt, einen gegebengfTerm zu reduzieren. Auch wissen wir schon,
daf3 nicht jede Reduktionskette terminieren mul3. So stefitreattrlich die Frage, ob es
etwa Terme gibt, bei denen eine Strategie, den zu redudierefeilterm auszuwahlen,
zu einer Normalform fiihrt, wahrend eine andere zu einenttérminierenden Reduk-
tionsfolge fuhrt. Dies ist in der Tat der Fall.

Lemma 2. Es gibt normalisierbare\-Terme, bei denen nicht jede Reduktionsfolge zu
einer Normalformiihrt.

Beweis: EsseienlV = M\x.x x %, | = Xx. xundt = (x.\y.y) (WW) L.

Es gibt zwei Moglichkeiten, den Tertrzu reduzieren. Wahlen wir die am weitesten
links-stehende, so ergibt sich als Reduktionsfolge:

Oz Ay.y7) (WWHT = Qy.y) | =5
womit wir eine Normalform erreicht hatten. Wenn wir abendeeilterm (WW)
zuerst reduzieren, dann erhalten vilWWWW). Reduzieren wir dann wieder im
gleichen Bereich, so erhalten wir folgende Reduktiongkett

Ox.Ay.7) (WW) T = (Ax. Ay y) (WWW)I

= Oy y) WWWWHT S

Diese Kette erreicht niemals eine Normalform. 0]

7.3 Wie kann man eine Normalform finden, wenn es eine gibt?

Wir wissen nun, dal3 die Bestimmung einer Normalform von deduktionsstrategie
abhangen kann. Daraus ergibt sich unmittelbar die Fragesodenn wenigstens ei-
ne einheitliche Strategie gibt, mit der man eine Normalfdrrden kann, wenn es sie
gibt? Die Beantwortung dieser Frage ist von fundamentageteldtung fur die prak-
tische Verwendbarkeit desKalkils als Programmiersprache. Ohne eine Reduktions-
strategie, mit der man garantiert eine Normalform findemkavare der\-Kalkil als
Grundlage der Programmierung unbrauchbar. Gluckliceemvkann man diese Frage
positiv beantworten

Lemma 3 (Leftmost-Reduktion). Reduziert man in einevTerm immer das jeweils
am weitesten links stehend&u(3erste) Redex, so wird man eine Normalform finden,
wenn der Term normalisierbar ist.

Intuitiv 1af3t sich der Erfolg dieser Strategie wie folgtgogénden. Der Beweis von
Lemmd2 hat gezeigt, daR normalisierbare Terme durchalierfe¢ enthalten kdnnen,
die selbst nicht normalisierbar sind. Diese Teiltermeri@mnun zur Bestimmung der
Normalform nichts beitragen, da ihr Wert ja nicht festghltsteerden kann. Wenn wir
daher die aul3erste Funktionsanwendung zuerst reduzieeeden wir feststellen, ob
ein Teilterm Uberhaupt bendtigt wird, bevor wir ihn utigérweise reduzieren.
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Die Strategie, die Funktionsargumente zuerst einzusghesor ihr Wert bestimmt
wird, entspricht decall-by-nameAuswertung in Programmiersprachen. Sie ist die si-
cherste Reduktionsstrategie, aber die Sicherheit wirdwfftkosten der Effizienz er-
kauft. Es mag namlich sein, daf} durch die Reduktion ein Argnt verdoppelt wird
und dald wir es somit zweimal reduzieren missen. Ealeby-valueStrategie hatte
uns diese Doppelarbeit erspart, aber diese konnen wir mue@den, wenn wir wis-
sen, dal sie garantiert terminiert. Da das Halteprobleocjednentscheidbar ist, gibt
es leider keine Moglichkeit, dies fur beliebigeTerme im Voraus zu entscheiden. Ein
praziser Beweis fur diese Aussage ist verhaltnismaGigendig. Wir verweisen daher
auf Lehrbiicher Uber dexKalkil wie [1[7] fur Details.

7.4 Ist die Normalform einesA-Terms eindeutig?

Auch hierauf benotigen wir eine positive Antwort, wenn a@n\-Kalkil als Program-
miersprache verwenden wollen. Wenn namlich bei der Auswgreines\-Terms ver-
schiedene Reduktionsstrategien zu verschiedenen EggeloniNormalformen) fuhren
wirden, dann konnte man den Kalkiil zum Rechnen nichtagedtren, da nicht eindeu-
tig genug festgelegt ware, was der Wert eines Ausdrucks ist

Rein syntaktisch betrachtetist der Reduktionsmecharsstash-Kalkils einTerm-
ersetzungssystenmvelches Vorschriften angibt, wie Terme in andere Termeeasulyrie-
ben werden dirfen (engewriting). In der Denkweise der Termersetzung ist die Frage
nach der Eindeutigkeit der Normalform ein Spezialfall dexge nach deikonfluenzi-
nes Regelsystems, also der Frage, ob zwei Termersetzutagskie im gleichen Term
begonnen haben, wieder zusammengefuhrt werden kdnnen.

Konfluenzbeweise sind verhaltnismalig einfach, wenn weif?, daf’ ein Termer-
setzungssystem konfluent ist. Fur den uneingeschrankigalkill ist der Beweis des
Konfluenztheorems, das nach den Mathematikern A. ChurchBuriRlosser benannt
wurde, allerdings relativ aufwendig. Fur Details vervesisvir daher wiederum auf
Lehrbtcher wiellL.3)7].

Theorem 2 (Church-Rosser Theorem).
Es seien, u und v beliebige\-Terme und es gelte— « undt —s v. Dann gibt es
einen\-Terms mit der Eigenschaft — s undv — s.

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Theorems ist, dal3 alimadliformen eines
gegebenen-Terms bis auty-Konversionen eindeutig bestimmt sind.

Korollar 29 Es seiert, v undv beliebigeA-Terme.

1. Alle Normalformen vonsind kongruent im Sinne von Definitigh 9.

2. Gilt u=v, dann gibt es eineA-Terms mit der Eigenschaft — s undv — s.

3. Gilt u=v undw ist in Normalform, so folgt, — v.

4. Gilt u=v, so haben: undv dieselben Normalformen odéaberhaupt keine.

5. Sindu undv in Normalform, dann sind sie entweder kongruent oder nit#itcy.

Es ist also legitim\-Terme als Funktionen anzusehen und deshalb ist es auditmog
formale Methoden fir Beweise Uber Berechnungen¥liermen einzusetzen. Dies ist
allerdings ein Thema, das den Rahmen einer Einflhrungss&altung sprengt.
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