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Einheit 1

Formale Logik

1. Syntax & Semantik der Pradikatenlogik
2. Inferenzkalkiile fiir die Pradikatenlogik



FORMALE KALKULE I

Simulation semantischer SchluBfolgerungen
durch Regeln fiir symbolische Manipulation

e Regelanwendung ohne Nachdenken
— Umgeht Mehrdeutigkeiten der natiirlichen Sprache
— Erlaubt schematische Losung mathematischer Probleme

Beispiele: Differentialkalkiil, Fourier-Transformationen,
Computer Algebra, Formale Logik

e Kernbestandteile:
— Formale Sprache (Syntax + Semantik)

— Ableitungssystem (Axiome + Inferenzregeln)

e Wichtige Eigenschaften logischer Kalkiile
— Korrekt, vollstindig, automatisierbar

— Leicht verstiandlich, ausdrucksstark
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BESCHREIBUNG FORMALER SPRACHEN I

e Syntax: Prazisierung des Vokabulars

— Definiert formale Struktur der Sprache wie bei Programmiersprachen
- Fre1 wahlbare Symbole als Platzhalter fiir Aussagen
- Reservierte Schliisselworter/Symbole fiir logische Beziige

— Komplexe Formeln werden induktiv aus einfacheren zusammengesetzt

— Eindeutige Syntaxdefinition unterstiitzt spatere Implementierung

— Beschreibbar durch formale Definitionsgleichungen oder Grammatiken

e Semantik: Prazisierung der Bedeutung von Text
— Interpretation syntaktisch korrekter Ausdriicke in informaler Zielsprache

Beschreibbar durch Interpretationsfunktion: Quellsymbole — Zielobjekte

— Direkte Semantik fiir Grundlagentheorien (Mengentheorie, Typentheorie)

Mathematische Prizisierung der intuitiven Bedeutung
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SYNTAX DER PRADIKATENLOGIK I

e Erlaubte Symbole aus (abzahlbaren) Alphabeten
— Variablen (V): x,vy, 2, xo, Yo,, - - -
— Funktionssymbole (F): f, g, h,a, b, c, fo, go,, .. (mit Stelligkeit, a, b, ¢ oft nullstellig)
— Priadikatssymbole (P): P, Q), R, P,, (g, Ry,, . .. (mit Stelligkeit)
— Logische Symbole: ff, =, A, v, =, V, 3 und Klammern

e Terme: Syntax fiir individuelle Objekte

— Variablen und nullstellige Funktionen (Konstante) sind (atomare) Terme

— Sind ¢4, .., ¢, Terme und f n-stellige Funktion, dann ist f(¢q,...,%,) Term

e Formeln: Syntax fir Aussagen
— ff und nullstellige Pridikate (Aussagenvariablen) sind (atomare) Formeln
— P(ty,...,t,) ist (atomare) Formel (t1, .., t, Terme, P n-stelliges Pridikat)
— Sind A und B Formeln, dann auch —A, (A= B), (ArB), (AvB)

— Ist B Formel und z eine Variable, dann sind Vx B und dx B Formeln
Alternative Notationen: V. B / 3x. B oder (Vx) B / (dx) B u.v.a.
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FORMALISIERUNG UMGANGSSPRACHLICHER AUSSAGEN I

e Wenn es friert, fihrt die S-Bahn nicht. Die S-Bahn fdhrt. Also friert es nicht
— Mit memnonischen Abkiirzungen (((Friert = —SBahn)SBahn)=—Friert)
— AussschlieBlich mit erlaubten Symbolen (((P = —Q) Q) = —P)

e Wenn es friert, fahrt die S-Bahn nicht. Es friert es nicht. Also fdhrt die S-Bahn
- (((P — _'Q) A _'P) = Q) (Ieider nicht wahr)

e Wenn es nicht keinen Frost gibt, dann friert es

———P=P (Achtung, regional andere Lesweise “nicht kein”= “absolut nicht”)

e Sein oder nicht sein

- Pv—-P (der ganze Rest dieses inhaltsschweren Satzes geht verloren)

e Dieser Satz ist wahr

— Nicht formulierbar in Aussagen- oder Priadikatenlogik
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FORMALISIERUNG QUANTIFIZIERTER AUSSAGEN |

¢ Ermoglicht Formulierung universeller Zusammenhange

... und 1thre Anwendung auf Individuen
“Jeder Mensch ist sterblich. (Ve (Human(x) = Mortal(x))

Sokrates ist ein Mensch. r Human(socrates))

Also ist Sokrates sterblich” = Mortal(socrates)

e Unterstiitzt unterspezifizierte Aussagen und Funktionen
“Studierende, die mindestens 120 Leistungspunkte erworben haben,

konnen ein Thema fiir die Bachelorarbeit bekommen”
Vs (Ip(s)>120 = 3t (BA(t) A Bekommt(s,t)))

— AussschlieBlich mit erlaubten Symbolen

Ve (P(f(x),a) = 3y (Q(y) rR(z,y)))
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KONVENTIONEN SPAREN KLAMMERN I

Jy Gerade(y) »>(y,2) = = (y,2)» > (y,20) heiBBt?
-y (Gerade(y) n >(y,2))= (= (y,2) > (y,20)) 77
—Jy Gerade(y)n(>(y,2) = (= (y,2) » > (y,20))) ??
- Jy (Gerade(y) n(2(y,2) = = (y,2)))n > (y,20) 7?

e Prioritaten zwischen verschiedenen Konnektiven

— bindet stirker als A, dann folgt v, dann =-, dann 4, dann V.
—-ArB entspricht (—A) B
AnBvC  entspricht (AAB)vC
dr AnB  entspricht Jx (ArB)

Bindungsbereich von Quantoren (Scope) ist die langste Formel, die darauf folgt
Achtung: Unterschiedliche Konventionen in verschiedenen Lehrbiichern

e Rechtsassoziativitat bei Iteration von A, v, =
~-A=B=/C entspricht A= (B=C)

¢ Keine Klammern bei Funktions-/Pradikatssymbolen
— Px entspricht P(x) und fxy entspricht f (z,y)
— deyz A entspricht dzdydz A und Vayz A entspricht VaVyVz A
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FORMELBAUME: INTERNE DARSTELLUNG VON FORMELN

e Abstrakter Syntaxbaum, erzeugt durch Parsen der Formel

e Baumstruktur, annotiert mit Konnektiven und Symbolen

e Formelbaum fur Vabc 3zyz Pxc » P(fzb,b) v ~P(fay,y)

Terme
(Unifikation) - " !
T c f b f Y

P P P
Aussagenlogik R —
(Ebene der Beweissuche)

v
Quantoren Jryz
Vabc
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK I

e Logik ist mehr als nur eine formale Kurzschreibweise
— Formeln haben eine intendierte Bedeutung (Semantik)
— Man kann feststellen, ob eine Aussage/SchluB3folgerung giiltig 1st

— Hierzu muf3 man die Bedeutung von Formeln prazise festlegen

e Wahrheitstabellen sind kein sinnvoller Weg
— Mischen Mathematik mit metaphysischem Konzept der Wahrheit
— Nehmen an, dal} philosphischen Frage ‘Was ist Wahrheit?” geklart ist

e Standard ist Interpretation in Zielsprache
— Erklart Logik durch Begriffe einer Zielsprache (z.B. Mengentheorie)

...aber was ist die Bedeutung der Zielsprache?

e Alternative ware eine evidenzbasierte Semantik

— Beschreibt die Bedeutung logischer Formeln durch Angabe von
Belegen (d.h. Rechtfertigungen) fiir ihre Giiltigkeit

(Automatisierte Logik & Programmierung)
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STANDARD-SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (1)
INTERPRETATION IN DER MENGENTHEORIE

¢ Interpretation Z :

— Universum I/ + Interpretationsfunktion ¢

¢ Freie Wahl von ¢ auf elementaren Symbolen

—(x) Objekt aus U (ze))
—t(f) n-stellige Funktion ¢ : U"—U (f ¢ F")
— L(P) Funktion II : Z/{n%{wahr7 falsch} (P GP”)

e Homomorphe Fortsetzung auf Terme und Formeln

_L(f“la---,tn)) :L(f)(b(h)»"'vb(tn))
— o(ff) = falsch

(f
WPy, t) = d(P)(e(th), . ilt)).
~ () = (A)
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f

h
(= A) _, wahr
\ falsch

h
(ArB) =4
\ falsch

[ wah
(AvB) =1 e
\ falsch

[ wah
(A= B) =4 e
\ falsch

[ wah
(VrA) =4 o
\ falsch

" wah
(Fwa) =4
\ falsch
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (IT)
FORTSETZUNG VON ¢ AUF ZUSAMMENGESETZTE FORMELN

falls ¢(A) = falsch

sonst

falls «(A) = wahr und «(B) = wahr
sonst

falls +(A) = wahr oder +(B) = wahr
sonst

falls aus ¢(A) = wahr immer «+(B) = wahr folgt

sonst

falls +“(A) = wahr fiir alle u e

sonst L) = u, sonsti? =1
falls ."(A) = wahr fiir ein u U

sonst
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (II) — KLASSISCH
FORTSETZUNG VON ¢ AUF ZUSAMMENGESETZTE FORMELN

r

h
(= A) _ wahr
\falsch
" wah
L(ArB) =1 e
\falsch
[ falsch
(AvB) =4 °°
\Wahr

)
falsch
(A= B) =< e
kwahr

)
h
LV A) =4 e
\falsch
[ falsch
(e A) ={
wahr

\

INFERENZMETHODEN §1:

falls +(A) = falsch

sonst

falls ¢(A) = wahr und +(B) = wahr

sonst

falls ¢(A) = falsch und «(B) = falsch

sonst

falls ¢(A) = wahr und «(B) = falsch

sonst

falls .“(A) = wahr fiir alle u U

sonst L(x) = u, sonst Ll =1
falls .(A) = falsch fiir alle u el

sonst Ist das wirklich dasselbe?
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INTUITIONISTISCHE VS. KLASSISCHE MATHEMATIK I

e Was genau heil3t oder, wann immer, es gibt?
— Gilt Av B, wenn man angeben kann, welches von beiden wahr ist?
— Gilt A= B, wenn man zeigen kann, wie B aus A folgt?
— Gilt dz A, wenn man ein x angeben kann, fiir das A wahr ist?

e Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten: A v — A
— Heil3t “Jede beliebige Aussage ist wahr-odernicht Das steht da nicht!
Genauer “Jede beliebige Aussage ist giiltig oder ihre Negation ist giiltig”
— Unbeweisbare Grundannahme der “klassischen” Mathematik, die aus
Sicht der Informatik bedeutet, dal man jede(!) Aussage entscheiden kann

e Intuitionistische (konstruktive) Mathematik
— Versteht alle mathematischen Aussagen konstruktiv
— Ist fiir SchlieBen iiber Algorithmen naheliegender
— Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten wird Entscheidbarkeitsaussage
— Formaler Unterschied gering aber Beweise werden z.T. komplizierter
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NICHTKONSTRUKTIVE MATHEMATISCHE (GESETZE
SIND AUS SICHT DER INFORMATIK NICHT GANZ UNPROBLEMATISCH

o1—A = A
— Wenn das Gegenteil falsch ist, dann muf3 eine Aussage nicht wahr sein
— Der Widerspruchsbeweis sagt nicht, warum die Aussage wahr sein soll

— A = Aistidquivalent zu Av—-A
eA=B = -AvDB

— Wenn wir wissen warum eine Aussage aus einer anderen folgt, dann
wissen wir noch nicht ob die erste falsch oder die zweite wahr ist

O—I(—lA/\—IB) = AvVv DB

— Wenn zwei Aussagen nicht gleichzeitig falsch sind, dann 1st noch nicht
klar, welche von beiden wahr ist.

e (Ve - P(x)) = Jdx P(x)
— Wenn eine Aussage nicht fiir alle Elemente falsch 1st, dann wissen wir
noch nicht, fiir welches sie wahr 1st
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MODELLE UND GULTIGKEIT I

e Modell M von A (M = A)
— Interpretation M = (v, U/) mit t(A) = wahr

o A giiltig jede Interpretation ist ein Modell fiir A
A erfiillbar es gibt ein Modell fiir A
A widerlegbar es gibt ein Modell fiir —A
A widerspriichlich es gibt kein Modell fiir A

o A folgt logisch aus Formelmenge £ (E = A)
— Aus 7 |= FE fiir alle E <& folgt 7 = A (semantisch giiltiger Schluf)

Deduktionstheorem: (€ U {FE} = F genau dann, wenn £ = E = F
e Theorie T

— Erfiillbare Formelmenge mit allen Formeln, die daraus logisch folgen
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INFERENZKALKULE I

Syntaktische Manipulation formaler Ausdriicke
unter Berucksichtigung der Semantik

e Inferenz: Erzeugung von logischen Konsequenzen einer Formelmenge

A, A= B
aus A und A= B folgt B: 7
e Regelschema Ai XL An: aus A und ... A, folgt C
Priimissen Konklusion

— Axiom: Regel ohne Priamissen

—I' .5 C': Konkrete Anwendung des Regelschemas rs

e Theorem
— Formel, die sich durch Anwendung endlich vieler Regeln ableiten 148t

e Wahrheit ist nicht dasselbe wie Beweisbarkeit

— Korrektheit eines Kalkiils: alle Theoreme sind giiltig
... einer Regel: Giiltigkeit der Konklusion folgt aus Giiltigkeit der Primissen

— Vollstandigkeit: alle giiltigen Aussagen sind Theoreme
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KALKULARTEN: SYNTHETISCH VS. ANALYTISCH I

Kalkiile sind Hilfsmittel, keine Beweismethode

e Synthetisch ArB o A BE
B A A-1
) BAA = -]
— Bottom-up Vorgehensweise (ArB)= (B rA)

— Schliisse von Axiomen zur Aussage
— Ubliche Art, fertige Beweise zu priisentieren

— Unglinstig fiir Suche nach Beweisen

e Analytisch - ANB = BrA BY impliesR
1. AnBF BArA BY andL
1.1. A, BF BAA BY andR
1.1.1. A, B+ B BY axiom
1.1.2. A, BF A BY axiom

— Schliisse von Zielaussage zu hinreichenden Voraussetzungen

— Top-down Vorgehensweise, hilfreicher fiir Entwicklung von Beweisen
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KALKULARTEN: REDUNDANZ VS. VERDICHTUNG I

e Formale Logik und Semantik Y/
— Reprasentation mathematischer Aussagen in priziser Sprache
— Beweise sind mathematische Argumente auf Basis der Semantik

e Kalkiil des natiirlichen SchlieBens (N1C) — nichste Folien

— Schematische Inferenzfiguren fiir logische Konnektive

e Sequenzenkalkiile (LIC, Refinement Logik) > nichste Folien
— Lokale Verwaltung von Annahmen vereinfacht Anwendung von Regeln
— Analytische Formulierung unterstiitzt Beweissuche

e Tableaux-Kalkiile - §2
— Zusammenfassung strukturell gleichartiger Inferenzregeln in Klassen
e Matrix-Kalkiile 5 §3

— Kompakte Beweisrepriasentation durch Beweisfiihrung im Formelbaum
— Gezielte Auswahl beweisrelevanter Teilformeln durch Konnektionen

— Gezielte Instantiierung von Quantoren durch Unifikation
Resolutionskalkiile entstanden durch eine andersartige Entwicklung
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HISTORISCH INTERESSANT: FREGE-HILBERT-KALKULE I

e Sehr viele Axiomenschemata

(Al) A=A (All) (ArB v C) = (AvO) A (Bv()
(A2) A= (B=A) (A12) (AvC)A(BVvC) = (AnB v (O)
(A3) (A=B) = ((B=(C) = (A=0)) (A13) (AvB)nC = (ArC v BrC)
(Ad) (A= (B=0C)) = ((A=B) = (A=0)) (Al4) (ArC v BrC) = (AvB)rC
(A5) A= AvB (A15) (A=B) = (-B=-4)

(A6) A= BVvA (A16) Ar—-A =B

(A7) A=0C)= ((B=C)= (AvB = ()) (A17) (A »n (A=B)) =B

(A8) ArB = A (A18) (ArC = B) = (C= (A= B))

(A9) ArB =B (A19) (A= (Ar—-A)) = —A
(A10) (C=A) = ((C=B) = (C= ArB)) :

e Nur eine Inferenzregel

A, A=B
(mp) B
e Beweise mathematisch elegant aber unnatiirlich
(1) ArnB = A (A8)
(2) AnB = B (A9)
3) (ANB=B) = ((AnB=A) = (ArB = BrA)) (A10)
4) (AnB=A) = (ArB = BnrA) (mp mit (2), (3))
(5) (AnB = BrA) (mp mit (1), (4))
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NATURLICHE DEDUKTION (NK)

e Lesbare, kompaktifizierte Beweisdarstellung
— Beweisbaum mit Formeln und schematischen Inferenzregeln als Ubergiinge
— Synthetischer Aufbau mit globaler Verwaltung temporiarer Annahmen

e Inferenzfiguren gruppiert nach logischen Symbolen
— Einfuhrungsregel: Welche Voraussetzungen machen eine Formel giiltig?
— Eliminationsregel: Was folgt aus einer gegebenen Formel?

A B ArB ArB
o AB VE —— g
. A WD
v -1 —s v-E
AvB AvB C
A
B A A= B
= a=p =-E B
Al
ff —-A A
_I—I q _l—E T
ff
excl-m A=A ff-E i

— Einziges Axiom A v —A ist nur fiir klassische Logik erforderlich
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BEISPIEL: (A= B)A (B = C))= (A= C)
MATHEMATISCHER BEWEIS

1. Wir nehmen an (A = B) A (B = () sei erfiillt

2. Wir nehmen weiter an, dafl A gilt.

3. Aus der ersten Annahme folgt (A = B)

4. und mit der zweiten dann auch 5.

5. Aus der ersten Annahme folgt auch, dall (B = (') gilt

6. und mit der vierten dann auch C'.

7. Es ergibt sich, dal C' unter der Annahme A gilt. Also folgt A = C

8. Insgesamt folgt A = (' unter der Annahme (A = B) » (B = ().
Damit gilt die Behauptung: ((A = B) A» (B = C))=(A = ()
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BEISPIEL: (A= B)A (B=C))= (A= C)
BEWEIS IN N

1. (A = B) A (B = C) Annahme
2. A Annahme
3. (A - B) r-E mit (1)
4. B = -E mit (2) und (3)
5.(B=C) A-E mit (1)
6. C = -E mit (4) und (5)
7. (A= C) = -l mit (2) und (6), Annahme (2) entfallt
8. A= B)A(B=0)=(A=C) = -l mit (1) und (7), (1) entfillt

Schematischer Beweis in Baumstruktur
(A= B)r(B=C)
A-E

STy L pla=B Bl
B - (B = C) Ny
(A= C) -
=]

(A= B)An(B=0C)=(A= C)
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SEQUENZENKALKULE I

¢ SchlieBen tiber Aussagen mit Annahmen
— Lokale Sicht: keine globale Verwaltung der Annahmen notig

e Grundkonzept Sequenz: Aq,...,Ap+-Bq1,...,B

Antez?:aent r Sukz;drent )
— Lesart “Eine der Formeln B; folgt aus den Annahmen Ay,. .., A,
— Zielsequenz = C' (“Formel C gilt ohne weitere Annahmen”)

m

_J/

e Semantik entspricht A{A... NA, = Byv...v B,

[ wahr falls aus (A1) = wahr

und ...t(A;,) = wahr
L(Ay,...,A, F By,....,B,) =4 immer «(Bj) = wahr

oder ....(B,,) = wahr folgt
falsch sonst

— Begriffe Modell, Giiltigkeit, Erfiillbarkeit analog

e Synthetische und analytische Form moglich
— Synthetische Form L/C fiir Beweisprisentation
— Analytische Form Refinement Logic fiir interaktive Beweissuche
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SYNTHETISCHE SEQUENZENKALKULE (LK)

TATL O T oA
A = ey L AT 9

b, A T[-0,B PAF® T,BF @
A= 'F 0. A.B LTI B TS T A BTFE O

L ®,A [ &,B PAF® T[.BF

vk a4 Tro.4a.8 VT T ABTF @

P, A ®,B PC-d,A ABF U
R 3. a=5 L T AA=SBF o0
axiom TFE A

e Beweiszeilen verwalten alle Annahmen und Zielformeln
— Mehrere Sukzedentenformeln nur fiir klassische Logik erforderlich

e Sequenzenbeweis fiir (A= B) r (B=C)) = (A=0)
AFA BFB

A A=B + B
A/ A= B,B=C + C
AJA=B,(A=B) A (B=C) - C
A, (A=B)r(B=C) - C
(A=B)r(B=C) F A=C
F(A=B) A (B=0C))=A=C
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REFINEMENT LOGIK: ANALYTISCHE SEQUENZENBEWEISE |

e Informaler Beweis fiir P = (Q = (P AQ))

— Wir nehmen an, daf3 P gilt und miissen () = (P A ()) zeigen
— Dafiir nehmen wir an, da} zusétzlich ¢) gilt und miissen P A () zeigen

—Da P und (@) gilt, gilt auch P A ()
Methodik 148t sich durch formale (Verfeinerungs-)Regeln beschreiben

e Notationen und Begriffe
— Kalkiil verwaltet zu beweisende Formel und Annahmen
— Regeln operieren auf Beweiszielen (Sequenzen) der Form H ~ C
Lesart: Konklusion C folgt aus Liste der Annahmen (Hypothesen) H
— Initialziel ist = A, d.h. Beweis der Formel A ohne weitere Annahmen
— Regeln transformieren Beweisziele in Listen von Teilzielen

Regeln werden als HE G
Regelschemata dargestellt H, :I— Gy
mit Platzhaltern fiir Formeln H, = G,

Beweisbarkeit der Teilziele impliziert Beweisbarkeit des Hauptziels
— Regeln sind implementierbar durch Pattern Matching und Instantiierung
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ANWENDUNG VON REGELN DER REFINEMENT LOGIK I

e Anwendung des Regelschemas fur Konjunktionen

HFAANB - (P=Q)n(R=() BY andR
Ht A 1. F P=Q
HFB | andr 2. F R=Q

— Beweisbarkeit von A 1 B folgt aus Beweisbarkeit von A und von B

— Anwendung der Regel andR auf konkrete Formel (P = Q) (R = Q)
instantiiert A mit P = () und B mit R = ()

— Entstehende Teilziele werden numeriert

e Das Regelschema fiir Aussagenvariablen
— Aussagenvariablen konnen nicht in kleinere Teile zerlegt werden
— Es gibt keinen festen Beweis fiir A, solange nichts iiber A bekannt ist
— Aber A kann bewiesen werden, wenn A eine der Hypothesen ist

HAHFEFA axiom

— H und H’ sind (mo6glicherweise leere) Listen von Formeln
— Es werden keine Teilziele generiert, da Sequenz selbsterklarend ist
— Position der Hypothese A kann als Parameter angegeben werden
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REGELN FUR IMPLIKATIONEN I

e Implikation auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H = A= B zu zeigen, nimmt man A an und zeigt B
— A wird zusitzliche Hypothese im Teilziel

HFA=DB
H AFB impliesR

e Implikation auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter der Annahme A =- B zu zeigen, braucht man einen Beweis
fiir A und kann dann die Annahme B verwenden, um C' zu zeigen

H A=B HFC

HA=B HFA
H B, HWFC impliesL

— B wird zusitzliche Hypothese im Teilziel 2
— Annahme A = B wird im Teilziel 1 moglicherweise noch benotigt
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ANWENDUNG DER IMPLIKATIONSREGELN I

e Beweis fir P = P

- P=P BY impliesR
1. PH P BY axiom

— impliesR erzeugt Teilziel mit neuer Hypothese P

— axiom beweist Teilziel

¢ Beweis fiir P = (Q = P)

- P=(Q=P) BY impliesR
1. PF Q=P BY impliesR
1.1. PQ F P BY axiom

— Zweil Anwendungen von impliesR erzeugen Beweisbaum der Tiefe 2

— Numerierung 1.1. beschreibt erstes Teilziel des Teilziels 1
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REGELN FUR KONJUNKTION I

e Konjunktion auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H = AAB zu zeigen, mull A und B gezeigt werden

HFAMNB
HEFA
H+FB andR

e Konjunktion auf linker Seite einer Sequenz

— Die Annahme A A B ist 4quivalent zu den beiden Annahmen A und B

H ANB.H'FC
H A B HFEC andL
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ANWENDUNG DER KONJUNKTIONSREGELN I

e Beweis fiir P = (Q = (P AQ))

- P=(Q=(PrQ)) BY impliesR
1. PF Q= (PrQ) BY impliesR
1.1. P.Q F PrQ BY andR
1.1.1. PQ - P BY axiom
1.1.2. PQ F @ BY axiom

e Beweis fiir (P AQ) = P

= (PrQ)=P BY impliesR
1. (PrQ) F P BY andL
1.1. PQ F P BY axiom
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REGELN FUR DISJUNKTIONEN I

¢ Disjunktion auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H + Av B zu zeigen, mull A oder B gezeigt werden

— Zwei Regeln ermo6glichen es, eine Wahl zu treffen

HFEAVB HFAVB
HEF A orR1 HF B orR2

¢ Disjunktion auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter der Annahme A v B zu zeigen, muf3 C' unter der Annahme

A und unter der Annahme B gezeigt werden konnen (Fallanalyse)

H AVB.H'FC
H. A HFC
H B, H+C orL
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ANWENDUNG DER DISJUNKTIONSREGELN I

¢ Beweis fiir P = (P v Q)

- P=(PvQ) BY impliesR
1. PF Pv(@Q BY orR1
1.1. PFH P BY axiom

e Beweis fiir (Pv Q)= (Q Vv P)

(PvQ)=(QVvP) BY impliesR
1. (PvQ) - QvP BY orL

1.1. P+ QvP BY orR2
1.1.1. PF P BY axiom
1.2. Q F QvP BY orR1
1.2.1. Q F @ BY axiom
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REGELN FUR NEGATION I

Spezialisierte Implikationsregeln,da —A = A = ff

e Negation auf rechter Seite einer Sequenz

—Um H + —A zu zeigen, mull aus Annahme A ein Widerspruch folgen

HE-A
H, AFff notR

— Teilziel ist nur beweisbar, wenn Annahmen widerspriichlich sind

e Negation auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter Annahme —A zu zeigen, benétigt man einen Beweis fiir A
— Aus dem resultierenden Widerspruch folgt C' ohne weiteren Beweis (!)

H A H'FC
H —-AHFA notL
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ANWENDUNG DER NEGATIONSREGELN I

e Beweis fiir P = - P

- P=——P BY impliesR
1. P+ —=P BY notR
1.1. P (—=P) F ff BY notL
1.1.1. P,(-P) P BY axiom

e Beweis fiir -(P v Q) = P

- =(PvQ)=—P BY impliesR
1. =(PvQ) F =P BY notR
1.1. =(PvQ),P F ff BY notL
1.1.1. =(PvQ),P F Pv(@ BY orR1
1.1.1.1. =(PvQ@),P - P BY axiom
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EIN KOMPLEXERER BEWEIS I

F (PvQ)r((P=R)A(Q=R)))=R BY impliesR
1. (PvQ)r((P=R)AN(Q=R)) - R BY andL
1.1. PvQ,(P=R)rn(Q=R) - R BY andL
1.1.1. Pv@QQ,P=R,Q)Q=R F R BY orL
1.1.1.1. PP=R, Q=R F R BY impliesL
1.1.1.1.1. PP=R Q=R+ P BY axiom
1.1.1.1.2. PR Q=R F R BY axiom
1.1.1.2. Q,P=R,)=RF R BY impliesL
1.1.1.2.1. Q,P=R,QQ=R F @ BY axiom
1.1.1.2.2. Q,P=R,RF R BY axiom
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WAS PASSIERT MIT Pv—-P, ——P= P, ETC.” I

e Beweisansatze fir Pv—-P

- Pv-P BY orR1 - Pv—P BY orR2
1. W P BY 777 1. F =P BY notR
1.1. P+~ ff  BY 77777

— Beide Ansitze konnen nicht fortgesetzt werden

e Beweisansatz fiir -——P = P

- —P=P BY impliesR
1. =P F P BY notL
1.1. ——P F =P BY notR
1.1.1. =P, P I ff BY 7777

— Keine sinnvolle Fortsetzung moglich
¢ Beweisansatz fiir (P = Q) = (WP v Q)

F (P=Q)=(—PvQ) BY impliesR
1. P=Q F =PvQ BY impliesL?, orR17?, orR27?

— Keine der drei moglichen Fortsetzungen fiihrt zum Erfolg
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WAS IST DAS DENN FUR EIN KALKUL? I

e Bekannte logische Gesetze gelten nicht?
— Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten Pv—F
— Gesetz der Doppelten Negation ——FP = P
— Zusammenhang Implikation und Disjunktion (P = Q)= (=P v Q)

... und viele andere mehr

¢ Refinement Logik ist konstruktive Logik
— Regeln zur Dekomposition/Verfeinerung von Konnektiven in Formeln
sind von Natur aus konstruktiv
— Klassische Logik kann nicht durch diese Regeln alleine erfal3t werden
— Ein vollstindiger Kalkiil fiir klassische Logik benotigt das Gesetz
vom ausgeschlossenen Dritten als explizite (Axiom-)regel

HEFAv-A magic

— Regelname magic driickt aus, daB3 es keine “natiirliche” Begriindung
flir dieses Axiom gibt
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REFINEMENT LOGIK — AUSSAGENLOGISCHER TEIL I

Links Rechts
H A= B ,H +C implieslL | H- A= B impliesR
H A=B HFA H AFB
H B H&C
H A\B,H'+C andL. | HF AAB andR,
H A B HFC HEFA
H+FB
H AvVB,HFC orL | H-AVvB orR1
HAHEFC HEA
H,B,H'FC HFAVB orR2
H&F B
H -A HFC notl | HF —A notR
H-A HFA H, AFff
HAHEFA axiom
Zusatzregel fiir klassische Logik HEFAv-A magic

Namen der Regeln konnen in implementierte Systemen anders sein.
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SINNVOLLE ZUSATZREGELN I

¢ Einfiigen von Zwischenbehauptungen
— (' ist giiltig, wenn C' aus der Annahme A folgt und A giiltig ist

— Um C zu zeigen, kann man eine Zwischenbehauptung A beweisen
und dann C' unter der Annahme A beweisen

H+C
HE A
H AFC cut A

— A kann eine beliebige “Schnitt”-Formel sein

— Beweise werden signifikant kiirzer, wenn A mehrfach benutzt wird
e Ausdiinnen von Annahmen
— Hypothesen, die nicht gebraucht werden, konnen entfernt werden
H A HEFC
H HFC thin A

— Sinnvoll, um Hypothesenliste libersichtlich zu halten

Beide Regeln konnen (miithsam) simuliert werden
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BEWEISE IN “KLASSISCHER” REFINEMENT LOGIK I

e Beweis fiir P v — P wird Instanz der magic Regel
e Beweis fir ——P = P

- ——P=P BY impliesR
1. =P F P BY cut Pv—F
1.1. =P, Pv-P +F P BY orL
1.1.1 ——P, PFH P BY axiom
1.1.2 ——P, =P+ P BY notL
1.1.2.1 =P, =P+ P BY axiom

¢ Beweis fiir (P = Q) = (P Vv Q)
- (P=Q)=(-PvQ) BY impliesR
1. P=Q F =PvQ BY cut Pv—FP
1.1. P=Q, Pv-P F =Pv(Q BY orL
1.1.1. P=Q, P+ =-Pv(Q BY orR2
1.1.1.1 P=Q, PF Q@ BY impliesL
1.1.1.1.1. P=Q, P+ P BY axiom
1.1.1.1.2. P=Q, P, Q F @ BY axiom
1.1.2. P=@, -PF —-Pv(Q BY orR1
1.1.2.1. P=@, =P F =P BY axiom
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PRADIKATENLOGISCHE REFINEMENT LOGIK I

¢ Behandlung von Quantoren, mathematisch
— Um (Vx)B zu zeigen, mufl man B fiir jede Instanz von z zeigen
Hierzu wihlt man 2’ beliebig aber fest und zeigt B fiir z’ statt x
— Um (3x)B zu zeigen, muf} man eine B fiir eine Instanz von x zeigen
Hierzu gibt man ein Objekt a an und zeigt B fiir a statt «

— In formaler Semantik wird +(Vx B) / «(dx B) wird durch (%(B) erklért

u

!(B) mub fiir alle oder einen Wert v wahr werden

‘L
— ¢ modifiziert die Interpretation ¢ fiir die gebundene Variable x
— Regeln benotigen Ersetzung von Variablen durch Terme

um den semantischen Effekt von ¢ syntaktisch zu simulieren

e Formales Konzept: Substitution B[t /x] auch B{z\t} 0.3.

— Ersetzen der Variablen x in Formel B durch Term ¢
Unvollstandiger Ersatz fiir Instantiierung, wenn Universum tberabzahlbar

— Substitution muf} Verstandnis von “fiir alle” und “es gibt” erhalten
wichtig: Vo P x und Vy P y bedeuten dasselbe
— Nur ungebundene Variablen diirfen ersetzt werden
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VORKOMMEN VON VARIABLEN IN FORMELN I

e Yorkommen der Variablen x in Formel B, informal
— Gebunden: z erscheint im Scope eines Quantors Va oder dx
— Fret: « kommt in 5 vor, ohne gebunden zu sein
— B heil3t geschlossen falls B keine freien Variablen enthalt

e Prizise, induktive Definition
X die Variable x kommt frei vor; y#x kommt nicht vor
ff die Variable x kommt nicht vor
f(ty,....,t,) freie Vorkommen von x in ¢; bleiben frei
P(ty,...,t,) gebundene Vorkommen von x bleiben gebunden.
- A, A= B freie Vorkommen von x in A, B bleiben frei
AnrB, AvB gebundene Vorkommen von x bleiben gebunden.

Vo B beliebige Vorkommen von x in B werden gebunden
Jx B Vorkommen von y#z in B bleiben unveridndert
x frei und gebunden
T gebunden h
(Va (P ) a R
(Vo (P(z)nQ(x)))) » R(z)

x};fei x frei
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SUBSTITUTION B|t/x] FORMAL

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme
—o =ty s tn/ X1y ey xy| = 0(x1)=t1,. .., o(x,)=t,

— Ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck A 7 und o

[t/ x] =1 z|lt/y] == (y#2)
[y, . t) o = f(to, .., t,0) ff|o = ff

P(ty,..,t,) )0 =Po,.. t,0)

—Alo =-Aco AnBlo =AoaBo

AvBlo = Ao v Bo A= Bloc =Aoc= Bo

Vx Blt/x] =Vz B dx Bllt/x| =3z B

Vx Bl[t/y] =Yz Blz/z|l[t/y] 3z Bl[t/y| =13z Blz/z||[t/y] "
Vx Bjlt/yl  =Vx |Blt/yl] Jz B[t/y] =3z (B[t/y]]

“ry#x, y freiin B, x freiin t, z neue Variable
“*:y#x, y nicht frei in B oder x nicht freiin t
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REGELN FUR DEN ALLQUANTOR I

¢ Allquantor auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H = Va B zu zeigen, mull man B fiir jede Instanz von x zeigen
Einziger Weg ist generischer Beweis, der nicht von Instanz abhingt

— Wihle neue Variable x’ und beweise B|z'/x]

H&FVx B
HF Blx'/x] allR

e Allquantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um (' unter Annahme Vz B zu zeigen, darf man jede Instanz von x

verwenden, also die Annahme B|t /x| fiir beliebige Terme ¢ ergéinzen

HNx B,H +C
H,Vx B,Blt/z],H'-C | alllL t
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ANWENDUNG DER ALLQUANTORREGELN I

e Beweis fiir Vo (Px = Px)

- Vx (Pr=- Px) BY allR
1 F Prx= Px BY impliesR
1.1 ,Px + Px BY axiom

¢ Beweis fiir (Vx Px) = Pa

- (Vx Px)= Pa BY impliesR
IV Pxt Pa BY allL a
1.1Vx Px, Pat Pa BY axiom

¢ Beweis fiir (Vx Px) = (Pa A Pb)
- (Vo Px) = (Pan Pb) BY impliesR
1 Vo Px = PanrPb BY allL a
1.1Ve Px, Pat PanaPb BY allL b
1.1.1Vx Pz, Pa, Pbt PanPb BY andR
1.1.1.1 Vo Px, Pa, PbF Pa BY axiom
1.1.1.2 Vx Px, Pa, Pb+ Pb BY axiom
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REGELN FUR EXISTENZQUANTOR I

¢ Existenzquantor auf rechter Seite einer Sequenz

—Um H F Jx B zu zeigen, mull B|t/z] fiir einen Term ¢ gezeigt werden

HrFdx B
HF Blt/x] exR t

¢ Existenzquantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um (' unter Annahme Jz B zu beweisen, mufl man C' unter der
Annahme B fiir eine beliebige Instanz von x (generisch) zeigen konnen

— Wihle neue Variable x’ und verwende Annahme B|z'/x]

H 3z B.H'FC
H,B|x' /x|, H - C exL
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ANWENDUNG DER EXISTENZQUANTORREGELN |

¢ Beweis fiir Pa = (dx Px)

— Pa=-(3x Px) BY impliesR
1 Pa + dx Px BY exR a
1.1 Pa + Pa BY axiom

¢ Beweis fiir (dx Px) = ((Jy)Py)

= (dx Pz)= ((Jy)Py) BY impliesR
1 dz Px F (Jy)Py BY exL

1.1 ,Px F (Jy)Py BY exR x
1.1.1 ,Px + Px BY axiom

— Reihenfolge der Regelanwendungen wichtig fiir erfolgreichen Beweis

= (dz Px)=((Jy)Py) BY impliesR
1 dx Pz + (Jy)Py BY exR z
1.1 dz Px = Px BY exL
1.1.1 ,Ps’' + Pz BY 777
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EIN KOMPLEXERER BEWEIS I

- (Vo (PxaQx))= (Vo PrxaVr Q) BY impliesR
1.V (PxrQx) - (Vo PrxaVr Qx) BY andR
1.1.Vx (Px AQx) - Va Px BY allR
1.1.1. ,Vx (Pz AnQx) F Px BY alll x
1.1.1.1. ,Vx (Pz rQz), (P AQx) F Px BY andL
1.1.1.1.1. ,Vx (Px rQx), Px,Qx - Px BY axiom
1.2.Vx (P AnQx) FVr Qx BY allR
1.2.1. ,Vz (PxAQx) F Qx BY alllL x«
1.2.1.1. ,Vx (Pz rQx), (P AQx) F Qu BY andL
1.2.1.1.1. ,Vx (Pz rQz), Px,Qr - Qx BY axiom
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REFINEMENT LOGIK — ZUSAMMENFASSUNG |

Links Rechts
H A= B H+-C implieslL |H+ A= DB impliesR
H A=B HFA H AFB
H B HFC
H ANB,H FC andl. | H- AAB andR
H A B, HFC HEA
HERB
H AvB,HFC orL | HFAVB orR1
H A HFC HEA
H,B,H'+C HFAVEB orR2
HEB
H A HFC notlL | HF —A notR
H-AHFA H, AFff
H A HEFA axiom
HNx B,H FC allL ¢t |H+-Va B allR
H,Vx B,B|t/x|,H'"+C H F Bl /x|
H dvr B,H' - C exL |HFdx B exR t
H,Bl2' /x|, H' - C H & Blt/x]
t ist ein beliebiger Term, ' eine neue Variable
Zusatzregel fiir klassische Logik HEFAv-A magic
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT DES KALKULS I

¢ Refinement Logik ist korrekt
— Alle Regeln der Refinement Logik sind korrekt — Ubung
— Alle vollstiandigen Beweise haben giiltige Formeln als Wurzeln

Beweis durch strukturelle Induktion iiber Beweisbaum
- Blatter sind Regelanwendungen ohne Teilziele (axiom, magic)
- Knoten im Beweisbaum sind Regelanwendungen

— Alle beweisbaren Formeln sind gultig

¢ Refinement Logik ist vollstandig
— Fiir jede giiltige Formel C' gibt es einen Beweis mit Wurzel - C
Beschreibe systematische Beweisprozedur
- Erzeuge alle moglichen Substitutionen aller Quantoren (ineffizient!)

- Zeige: wenn Prozedur nicht terminiert, ist die Formel widerlegbar

Details aufwendig — mehr spater bei Tableauxverfahren

— Alle giiltigen Formeln sind beweisbar
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SEQUENZENKALKUL: BEWEISMETHODIK I

e Kalkiil garantiert Korrektheit formaler Beweise

— Kalkiil 1st selbst keine Methode um Beweise zu finden

e Es gibt Leitlinien fur erfolgreiche Beweissuche
— Versuche vorrangig Zweige abzuschlielen (axiom)
— Verwende Dekompositionsregeln, die Formeln dquivalent aufbrechen
— Verwende orL vor orR1 / orR2
— Verwende exL und allR vor exR und allL
— Wihle anwendbare Regel, welche die wenigsten Teilziele erzeugt

Methodik ist als “Taktik” programmierbar

e Beweismethodik lift Fragen offen
— Auswahl der Substitution fiir Quantoren erfordert “Vorausschau™

— Maschinennahe Methoden finden Substitution durch Unifikation
Mehr dazu in §5ff
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