Inferenzmethoden

Einheit 14

Logiken hoherer Stufe

1. Lineare Logik
2. Matrixmethoden fiir Fragmente

3. Higher-order Logik



Lineare Logik



LINEARE LOGIK I

Ressourcen-orientierte Logik

¢ SchlieBen tiber Konsequenzen von Handlungen
— Formeln sind Ressourcen, die aufgebraucht werden
— Manche Ressourcen werden als wiederverwendbar gekennzeichnet
— Adéquater fiir Planung und Modellierung von Aktionen
— Keine Frame-Axiome erforderlich

¢ Viele andersartige Grundoperatoren erforderlich
— Mehrerere Varianten von Konjunktion, Disjunktion, Implikation
Kommutative und nichtkommutative Versionen
Idempotente und nicht-idempotente Versionen (z.B. A t/ A A A)
— Additive, multiplikative und exponentielle Operatoren

e Logik gilt nach 30 Jahren immer noch als kompliziert
— Semantik von der Fachwelt nur wenig verstanden
— Bereits aussagenlogisch unentscheidbar
— Nur 1n Fragmenten automatisierbar  (— Proof Nets / Lineare Konnektionsmethode)
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SYNTAX UND SEMANTIK I

e Syntax der (aussagenlogischen) linearen Logik
—1, L, T, 0 und elementare Propositionen sind (atomare) Formeln
— Sind A und B Formeln, dann auch
AL, A®B, A®B, A—B, A&B, A®B, A, 1A

— Pradikatenlogische Syntax ist analog zur Standardlogik

¢ Keine leicht zu definierende Semantik
— Dialogische Semantik (Game Semantics) erklirt Operatoren

— Einfachere Semantik basiert auf Beweisbarkeit im Sequenzenkalkiil

e Lineare Logik ist als substrukturelle Logik beschreibbar
— Sequenzenkalkiil ohne allgemeine Kontraktion und Ausdiinnung
Nur wiederverwendbare Ressourcen konnen verdoppelt werden
Alle anderen Hypothesen werden “verbraucht” (Linearitit)

— Regeln definieren Bedeutung der einzelnen Operatoren
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BEDEUTUNG DER KONNEKTIVE I

e A+: Lineare Negation (Wechsel zwischen Verwenden und Erzeugen)
e AX B: Multiplikative Konjunktion, ein A und ein B
o A& B: Additive Konjunktion, freie Wahl zwischen A und B (nicht beide)

e A®B = (A1®B<1)": Multiplikative Disjunktion
o A®B = (AL&B1)": Additive Disjunktion, genau ein A oder ein B
e AoB = (AQRB L)L: Multiplikative Implikation

— genau ein A wird verbraucht um ein B zu erzeugen

e 1: Multiplikative Einheit
— Kann verbraucht werden, ohne dal3 etwas produziert werden mufl
— Kann ohne Ressourcen erzeugt werden

e [ : Additive Einheit

— Kann nicht verbraucht werden
— Kann erzeugt werden und dabei beliebige Ressourcen verbrauchen/erzeugen

e | = 11: Multiplikativ leere Ressource
e 0 = T-: Additiv leere Ressource

e ! A: A kann beliebig oft verwendet werden (Exponential)
oe7A = (! (AL))L: A kann beliebig oft erzeugt werden (Exponential)
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BEISPIELFORMALISIERUNGEN I

e Chemische Reaktion: 2xWasserstoff+Sauerstoff=2xWasser

— Klassische Formel Hon HonOy = H-O n H5O driickt dies nicht aus,
denn dies wire gleichwertig zu Hy 1 Oy = H>0

— Lineare Logik beschreibt Ressourcen H>® Hy009 —o HyO® H>0
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BEISPIELFORMALISIERUNGEN I

e Chemische Reaktion: 2xWasserstoff+Sauerstoff=2xWasser

— Klassische Formel Hon HonOy = H-O n H5O driickt dies nicht aus,
denn dies wire gleichwertig zu Hy 1 Oy = H>0

— Lineare Logik beschreibt Ressourcen H>® Hy009 —o HyO® H>0

¢ Planungsprobleme mit Auswahl

— Fiir 6€ bekomme ich Zigaretten
Fiir 6€ bekomme ich ein Tagesticket Berlin ABC

— Klassische Logik: 6€ = Cig, 6€ = ABC - 6€ = Cig n ABC

— Lineare Logik: 6€—Cig, 6€—ABC F 6€ — Cig & ABC

6€—Cig, 6€—ABC I 12€ — Cig ® ABC
oder sogar !(6€—Cig), (6€—ABC)
- 12€ — (CigABC) & (CigCig) & (ABCRABC)
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denn dies wire gleichwertig zu Hy 1 Oy = H>0
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¢ Planungsprobleme mit Auswahl

— Fiir 6€ bekomme ich Zigaretten
Fiir 6€ bekomme ich ein Tagesticket Berlin ABC

— Klassische Logik: 6€ = Cig, 6€ = ABC - 6€ = Cig n ABC

— Lineare Logik: 6€—Cig, 6€—ABC F 6€ — Cig & ABC

6€—Cig, 6€—ABC I 12€ — Cig ® ABC
oder sogar !(6€—Cig), (6€—ABC)
- 12€ — (Cig®ABC) & (Cig®Cig) & (ABCRABC)

e Tagesmenu eines Restaurants

— 25€ —o ((Tomatensuppe & Hiihnersuppe) & Salat) ® (Fisch & Rind)
® (5€—o ((Eiskreme & Kuchen) ® !Kaffee) )

— In klassischer Logik nicht beschreibbar
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REFINEMENT KALKUL FUR LINEARE LOGIK I

Multiplikatives Fragment Additives Fragment
H H ,A—~BFG,G —-L HFG,A—-B —oR|| H,OFG OL|HFG, T TR
HEG,A H,AFG,B H, A&B' FG &LL| H - G, A&B &R
H BFG H ARG HEG, A
H A®BFG @L| H,H'FG,G'A®B  @R|| H, A&B+F G Lol HEFG,B
H A BFG HFG, A H,BFG
H'FG B H ASBFG L] HF G, ASB ®R1
H H A®BFG,G'" WL HFG,AXB BR|| H AFG HFG, A
H ARG HFG,A B H BFG H\G,A®B BR2
H' BFG HFG,B
H1kEG 1L/ F1 IR Exponentiale
HFG HIAFG WLl HEG,7A R
1+ ILHFG, L 1Rl Hrc e G
MG HIAFG L HF G, A c-R
Negation H (A AFG HEFG,?7A,7A
1 1 1L 1 g
H A~ FG LIHFG, A Rl miAra Ll 2 G714 R
TR A”gemet'”zR:gj'” ", 2AF G?? I HFG,7A 7R
’ ) cu axiom . _
i) H AFG HFG,A
H AFG Regeln fir Quantoren wie bei Pradikatenlogik

H, H', G,G" sind multi-sets. Weakening und contraction gibt es nur fiir Exponentiale
H' und G? bestehen nur aus den entsprechenden Exponentialen
Die Regel axiom darf keine verbleibenden Hypothesen haben. Es gibt keine OR oder T L regel
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

- (6€—Cig) —o (6€-—0ABC) — ((6€R6€)—(Cig®ABC))
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

- (6€—Cig) — (6€-—ABC) — ((6€R6€)—-(CigRABC)) BY ——R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) —o ((6€R6€)—(Cig®QABC))
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

- (6€—Cig) — (6€-—ABC) — ((6€R6€)—-(CigRABC)) BY ——R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—ABC - (6€R6€)—(Cig®ABC)
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

= (6€—Cig) — (6€-—0ABC) — ((6€R86€)—-(Cig®ABC)) BY ——<R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC - (6€£R6€)—(Cig®RABC) BY —R
1.1.1. 6€—Cig, 6€-—0ABC, 6€ERGE - Cig®ABC
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

= (6€—Cig) — (6€-—0ABC) — ((6€R86€)—-(Cig®ABC)) BY ——<R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC - (6€£R6€)—(Cig®RABC) BY —R
1.1.1. 6€—Cig, 6€-—0ABC, 6€ERGE - Cig®ABC BY ®L
1.1.1.1. 6€—oCig, 6€—ABC, 6€, 6€ - Cig®ABC
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

= (6€—Cig) — (6€-—0ABC) — ((6€R86€)—-(Cig®ABC)) BY ——<R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC - (6€£R6€)—(Cig®RABC) BY —R
1.1.1. 6€—Cig, 6€-—0ABC, 6€ERGE - Cig®ABC BY ®L
1.1.1.1. 6€—oCig, 6€—ABC, 6€, 6€ - Cig®ABC BY ®R
1.1.1.1.1. 6€—Cig, 6€ I Cig

1.1.1.1.2. 6€—ABC, 6€  ABC
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

= (6€—Cig) — (6€-—0ABC) — ((6€R86€)—-(Cig®ABC)) BY ——<R
1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC - (6€£R6€)—(Cig®RABC) BY —R
1.1.1. 6€—Cig, 6€-—0ABC, 6€ERGE - Cig®ABC BY ®L
1.1.1.1. 6€—oCig, 6€—ABC, 6€, 6€ - Cig®ABC BY ®R
1.1.1.1.1. 6€—Cig, 6€ I Cig BY —L
1.1.1.1.1.1. 6€ F 6€

1.1.1.1.1.2. Cig  Cig

1.1.1.1.2. 6€—0ABC, 6€ F ABC
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)
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1. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——<R
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC - (6€£R6€)—(Cig®RABC) BY —R
1.1.1. 6€—Cig, 6€-—0ABC, 6€ERGE - Cig®ABC BY ®L
1.1.1.1. 6€—oCig, 6€—ABC, 6€, 6€ - Cig®ABC BY ®R
1.1.1.1.1. 6€—Cig, 6€ I Cig BY —L
1.1.1.1.1.1. 6€ F 6€ BY axiom
1.1.1.1.1.2. Cig  Cig BY axiom
1.1.1.1.2. 6€—0ABC, 6€ F ABC
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BEWEIS FUR 6€—Cig, 6€—ABC - 12€—(CigABC)

|_
1
1
1
1
1.
1
1
1
1
1

(6€—Cig) — (6€-—0ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY ——R
. 6€—Cig = (6€—ABC) — ((6€R6€)—o(Cig®ABC)) BY —oR
1. 6€—oCig, 6€—oABC | (6€R6€)—o(Cig@ABC) BY —oR
1.1. 6€—Cig, 6€—oABC, 6€Q6E€ + Cig®ABC BY L
1.1.1. 6€—Cig, 6€—ABC, 6€, 6€ - Cig®ABC BY ®R
1.1.1.1. 6€—oCig, 6€ F Cig BY —oL
1.1.1.1.1. 6€  6€ BY axiom
.1.1.1.1.2. Cig = Cig BY axiom
.1.1.1.2. 6€—ABC, 6€ - ABC BY —oL
1.1.1.1.1. 6€ F 6€ BY axiom
.1.1.1.1.2. ABC F ABC BY axiom
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(Cig®Cig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(Cig®Cig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))

1.

[ (6€—Cig) F ((6€R6€)—(CigkCig))

BY —oR
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))

1.
1.

[ (6€—Cig) F ((6€R6€)—(CigkCig))

1. 1(6€—Cig), 6€R6E I CigrClig

BY ——R
BY —oR
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

- 1(6€—Cig) — ((6EREE)—(Cig®Cig))

1. 1(6€—Cig) F ((6€ER6€)—(CigkCig))

1.1. [(6€—Cig), 6€R6E F CigRCig

1.1.1. !(6€—Cig), !(6€—Cig), 6€ER6E F CigRCig

BY ——R
BY —oR
BY c-L
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

- 1(6€—Cig) — ((6EXREE)—-(Cig®Cig)) BY —oR
1. 1(6€—Cig) F ((6ER6E)—-(CigkCig)) BY —R
1.1. [(6€—Cig), 6€EREE F CigRCig BY c-L

1.1.1. 1(6€—Cig), |(6€—Cig), 6EXEE - CigxCig  BY IL
1.1.1.1. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6€R6E F CigQCig
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

- 1(6€—Cig) — ((6EXREE)—-(Cig®Cig)) BY —oR
1. 1(6€—Cig) F ((6ER6E)—-(CigkCig)) BY —R
1.1. [(6€—Cig), 6€EREE F CigRCig BY c-L
1.1.1. 1(6€—Cig), |(6€—Cig), 6€ERX6E I CigwCig  BY IL
1.1.1.1. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6€06E F Cig®lig  BY IL
1.1.1.1.1. 6€—oCig, 6€—Cig, 6ERX6E I CigkCig
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

- 1(6€—Cig) — ((6EXREE)—-(Cig®Cig)) BY —oR
1. 1(6€—Cig) F ((6ER6E)—-(CigkCig)) BY —R
1.1. [(6€—Cig), 6€EREE F CigRCig BY c-L
1.1.1. 1(6€—Cig), |(6€—Cig), 6€ERX6E I CigwCig  BY IL
1.1.1.1. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6€06E F Cig®lig  BY IL
1.1.1.1.1. 6€—Cig, 6€—Cig, 6€ER6E  CigRCig BY ®L
1.1.1.1.1.1 6€—Cig, 6€—Cig, 6€, 6€ I Cig®Cig
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))

1
1
1
1.
1
1
1

T I e e T

e e e

1
1.
1
1

. 1(6€—Cig) F ((6€ER6EE)—o(CigRCig))
. 1(6€—Cig), 6ERGE  CigaClig

|(6€—Cig), |(6€—Cig), 6€R6E F CigRCig
. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6ER6E F CigQCig

1. 6€—Cig, 6€—Cig, 6€EXREE F CigRCig

1.1 6€—Cig, 6€—Cig, 6€, 6€ I Cig®Cig
1.1.1. 6€—Cig, 6€ F Cig

1.1.2. 6€—Cig, 6€ I Cig

BY —R
BY —R
BY c-L
BY 'L

BY L

BY ®L
BY ®R
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))

1
1
1
1
1
1.
1
1
1
1

e e e e e e

e e e e e

1
1
1
1.
1
1
1

. 1(6€—Cig) F ((6€ER6EE)—o(CigRCig))
. 1(6€—Cig), 6ERGE  CigaClig

|(6€—Cig), |(6€—Cig), 6€R6E F CigRCig
. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6ER6E F CigQCig

. 6€E—Cig, 6€—Cig, 6€EXR6E - CigRCig

.1 6€—oCig, 6€—Cig, 6€, 6€ F CigkCig
1.1. 6€—Cig, 6€ I Cig

1.1.1. 6€ - 6€

.1.1.2. Cig F Cig

1.2. 6€—Cig, 6€ I Cig

R = e = T ==

BY —R
BY —R
BY c-L
BY 'L

BY L

BY ®L
BY ®R
BY —oL
BY axiom

BY axiom
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BEWEIS FUR !(6€—Cig) - 12€—o(CigCig)

= 1(6€—Cig) — ((FEREE)—-(Cig®Cig))

1
1
1
1
1
1.
1
1
1
1
1
1

e e e e e T T = =

e e e e T e T =

1
1
1
1
1.
1
1
1
1

. 1(6€—Cig) F ((6€ER6EE)—o(CigRCig))
. 1(6€—Cig), 6ERGE  CigaClig

|(6€—Cig), |(6€—Cig), 6€R6E F CigRCig
. 6€—Cig, |(6€—Cig), 6ER6E F CigQCig

. 6€E—Cig, 6€—Cig, 6€EXR6E - CigRCig

6€—oCig, 6€E—Cig, 6€, 6€  CigxClig
1. 6€—Cig, 6€ F Cig

1.1. 6€ F 6€

1.2. Cig F Cig

2. 6€—Cig, 6€ + Cig

2.1. 6€ - 6€

2.2. Cig = Cig

e e e
e e e e

BY —R
BY —R
BY c-L
BY 'L
BY L

BY ®L
BY ®R
BY —oL
BY axiom
BY axiom
BY —L
BY axiom

BY axiom
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

- (AR AN ® (BB A) (AN B)L
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

N
1.

(ARAH @ (B A) B (AN B)* BY R
- (AR AH @ (BB A), (AN B)*
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

N
1.
1.

(A ALY R (BB A)D(AD B)* BY R
F (AR AN @ (B A), (A® B)* BY ‘R
1. ABF (AR AN @ (BS A)
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

F (A AN @ (BB A)D(AD B)* BY R
1. F (AR AN @ (BRA), (AB B)* BY ‘R
1.1. ABF (ARAH ® (BB A) BY ®R

1.1.1. H A AL

1.1.2. A BF B%A
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

(A ALY R (BB A)D(AD B)* BY R

L F(ARANH ®(BRA), (A% B)* BY ‘R
1. AB F (ARAYH® (BB A) BY ®R
1.1, F AW AL BY %R
1.1.1. F A AL

1.2. A%BF BWA
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

|_
1
1
1.
1
1
1

(A ALY R (BB A)D(AD B)* BY R
. F (AR AN ® (BB A), (A® B)* BY ‘R
. ABB F (AR AN @ (B A) BY ®R
1. F AW AL BY %R
1.1, F A AL BY ‘R
1.1.1. AR A
2. AYBF+ BW%A
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

|_
1
1
1.
1
1
1

(AF AN @ (BB A)F (AX B)L

.k (A AL ® (BN A), (A% B)*

. AXBF (AB AN ®(BYA)
1. F AR AL

1.1, F A AL

1.1.1. AF A

2. A%YB F BHYA

BY &R
BY ‘R
BY ®R
BY &R
BY ‘R

BY axiom
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

F (A AN @ (BB A)D(AD B)* BY R
1. F (A AN @ (BRA), (A B)* BY ‘R
1.1. ABF (ARAH ® (BB A) BY ®R
1.1.1. F A% A+ BY %R
1.1.1.1. - A A+ BY ‘R
1.1.1.1.1. AF A BY axiom
1.1.2. ABF BRXA BY ¥R
1.1.2.1. AB F B, A
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

F (A AN @ (BB A)D(AD B)* BY R
1. F (A AN @ (BRA), (A B)* BY ‘R
1.1. ABF (ARAH ® (BB A) BY ®R
1.1.1. F A% A+ BY %R
1.1.1.1. - A A+ BY ‘R
1.1.1.1.1. AF A BY axiom
1.1.2. ABF BRXA BY ¥R
1.1.2.1. AB F B, A BY &L
1.1.2.1.1. B+ B

1.1.2.1.2. AF A
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BEWEIS FUR (AN AH)® (BN A) X (AN B)*

F (A AN @ (BB A)D(AD B)* BY R
1. F (A AN @ (BRA), (A B)* BY ‘R
1.1. ABF (ARAH ® (BB A) BY ®R
1.1.1. F A% A+ BY %R
1.1.1.1. - A A+ BY ‘R
1.1.1.1.1. AR A BY axiom
1.1.2. A%BF+ BXA BY R
1.1.2.1. AB |+ B,A BY BL
1.1.2.1.1. B+ B BY axiom
1.1.2.1.2. AF A BY axiom
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MATRIXBASIERTE BEWEISSUCHE FUR LINEARE LOGIK I

e Erweitere Matrixcharakterisierung der Giultigkeit
— F' ist gultig gdw. alle Pfade durch F' komplementar

— Komplementaritatsbegriff muf3 ergéanzt werden
- Unifizierbarkeit der konnektierten Terme (wenn Pradikatenlogik)
- Erreichbarkeit der Literale beil exakter Verwendung der Ressourcen

e Erweitertes Beweissuchverfahren
— Unverdndertes konnektionen-orientiertes Pfadiiberpriifungsverfahren

— Erweiterter Komplementarititstest
- Termunifikation liefert Substitution o) von y-Variablen durch Terme
- Prafixunifikation liefert Substitution o, fiir lineare Prifixe
- Zusitzliche Linearititstests sichern Ressourcenverwendung

— Substitutionen liefern Reihenfolge von Regeln im Sequenzenbeweis

¢ Bisher nur fiir multiplikatives Fragment gelungen
— Charakterisierung + Beweisverfahren fiir MLL (—, ®, %, 1, L, )
— Matrixcharakterisierung fiir MELL (MLL + Exponentiale !, 7))
— Fiir ALL (&, @, 0, T, ) gibt es nur separate Verfahren — Galmiche
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LINEARE POSITIONSBAUME I

e Zuordnung von Typen und Polaritaten (analogzu », v, =, -)
— Wurzel hat Polaritit <
— Nachfolgerpolaritaten und -typen werden tabellarisch bestimmt
a [[(AB)(ABB) ' (A—B)' |3 [(A®B)'(ABB)'|(A—B)"o [(AH)T|(AH)F
A" A A" s A" A A o] A" | A’
BT | BF B | 8| B" | BT BT

e Erginze lineare Positionen ¢, 1) zum Formelbaum
— Wende die folgenden fiinf Erweiterungsregeln solange wie moglich an

0, B, B, @, O

IB\E a\i a\i 5 i i «, 3, a stehen fur

13 (87 (8 | a-, 3-, atomare Positionen

- - steht fur beliebig
IB viele o-Positionen

z.B. |1]: Fiige 1-Position unmittelbar vor « ein, wenn vor « ein 3 vorkommt
— Entstehender Baum ist linearer Positionsbaum der Formel
— p-Positionen gelten als Variablen, 1)-Positionen als Konstante
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POSITIONSBAUM FUR ((ABAL)®(BXA))S(ANB)*:

T
A o
|
F e F F T T
A ag Uas B ais A ais A a2q B a24
| | | | | |
e 1r|O WY w Y Y
Has ar Haq2 Hai4 H a2 Hasa3
o | |
| F| & (b (b
75’| ay 7§’| aii 0 19 B a2
(I (i \ 297 5/
Has Haio | aig
g 1
e 1r|O
Oaq aie
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LINEARE PRAFIXE I

¢ Lineare Positionen codieren Linearitatsbedingungen
— Trennen a-Ebenen von 5-Ebenen und atomare Positionen vom Rest

— Helfen sicherzustellen, da3 jede Position genau einmal verwendet wird
und Sequenzenregeln in der richtigen Reihenfolge angewandt werden

— Stellen sicher, da3 Ressourcen korrekt aufgeteilt werden konnen

— Technische Verwendung dhnlich wie bei konstruktiver Logik

e Bestimme lineares Prafix eines Atoms P

— Liste der linearen Positionen zwischen Wurzel und P

¢ Definiere lineare Substitution o,
— Abbildung von -Positionen in Strings tiber linearen Positionen
— o, induziert Reduktionsordnung C;, auf linearen Positionen:

Ist o7 (u) = vy...v, dann gilt v,Cpu fiir jede 1-Position v;

e Lineare Multiplizitit nur fiir Exponentiale (MELL)
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KOMPLEMENTARITATSBEDINGUNGEN I

Komplexeres Kriterium als in konstruktiver Logik

e Aufspannende Menge Con von Konnektionen
— Jeder Pfad durch Positionsbaum enthélt Konnektion aus Con
e Komplementaritit jeder Konnektionen {u, v}
—or(pre(u))=or(pre(v)) (ggf. auch Komplementaritit unter o))
e Zulassigkeit von o,
—Ist op(pre(u)) = sjvsq, dann mull oy (pre(v))=siv sein
e Linearitat von Con

— Jede atomare Position ist maximal einmal konnektiert
— Keine Ressource wird mehrfach verwendet

e Relevanz von F' fiir Con

— Jede atomare Position 1st mindestens einmal konnektiert
— Jede Ressource wird auch eingesetzt

e Minimalitat von Con
— Keine echte Teilmenge von Con spannt den Positionsbaum auf
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MATRIXCHARAKTERISIERUNG FUR MLL I

¢ Wichtige Erkenntnisse
— Ist eine aufspannde Paarung Con o;-komplementir fiir £/,
dann ist die induzierte Ordnung <1 = (< UL ;)" irreflexiv
— Ist eine aufspannde Paarung Con o;-komplementér fiir /'
und o, zuldssig, dann ist Con linear (vereinfacht die Matrixcharakterisierung)
— Ist eine aufspannde Paarung Con o;-komplementir fiir /', linear und

relevant, dann ist Con genau dann minimal, wenn |Con| = #3(F') + 1
(vereinfacht den Test auf Minimalitat)

Eine Formel F' ist gultig in M LL, wenn es eine zulassige
Substitution o7, und eine minimale Menge Con von o ;-komplemen-
taren Konnektionen gibt, so daBb F' relevant fiir Con ist und jeder

Pfad durch den Positionsbaum von F' ein Element von C enthalt
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MATRIXBEWEIS FUR ((ABAL)®(BSA))B(ASB)*

e .

F ¥ F F T T
"4| ag |:||a8 B| (,I,L;Al ais ‘/Z} a1 B| a94
Y [Lr]O ¥ ¥ ¥ ¥
Has 7 D%/DGM ?(1»20 Dlazss

(8%
F F
?§)| a4 28)| ai Oaig Uaoy
v v T~
Uas Uaqg | a1s
- ﬁ/ \ %,
(g)| an D|(1:17
¥ 17 |0
Hay 116

’]?F

ao

T
[AlaﬁA;).'AF A1G3A8.°AT J A17(],19A20.'AT

[AICHOAH-.BF A1@10A14-'AF} AjrageAgz: BT
LJ

e Alle vier Pfade sind durch drei Konnektion aufgespannt

— Con = {{ae, ag}, {ais, a1}, {a13, az}}

— Con ist minimal (es gibt zwei 5-Positionen in F")
— F'ist relevant fiir Con (alle atomaren Positionen erscheinen in Con)
— Con ist o -komplementar fiir die zulidssige Substition

o ={e/A1, €/As, €/As, aza/A12, a19/A14, a10/A17, /A2, €/As3}

e Die Formel ist giiltig in MLL
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EXTENSIONSVERFAHREN FUR MLL I

e Pfadiiberpriifungsverfahren wird geringfiigig erweitert
— Regeln aus Einheit 6 miissen verwendete Konnektionen verwalten

— Linearitétstest wird dynamisch im Extensionsschritt durchgefiihrt
Guter Filter, um erfolglose Suchpfade friihzeitig zu eliminieren

— Keine Reduktionsregel (Anwendung wiirde Linearitit verletzen)

— Relevanz und Minimalitit mul3 separat am Ende gepriift werden

e Komplementaritatstest wird erweitert
— Termunifikationsverfahren entfillt fiir MLL
— Prafixunifikationsverfahren mit Logik-spezifischen Regeln

— Uberpriifung der Zulissigkeit separat am Ende

e Verfahren bisher nur auf ML L anwendbar

— Matrixcharakterisierung fiir MELL ist komplexer und benotigt
Multiplizitaten, Weakening-Tabelle, aufwendigere Priafixunifikation
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KONNEKTIONSKALKUL FUR LINEARE MATRIZEN I

¢ Regeln verwalten Objekte der Form C, M, P, o, Con

— Aktuelle Klausel, Restmatrix, Pfad, Substitution, Konnektionsmenge

— Substitution o und Konnektionsmenge Con werden lokal bestimmt,
und an Unterziele weitergereicht und von dort zurtickgereicht

e Startregel
— Fiir Beweis von M wihle Startziel C=M, setze P={}, o=|]|, Con={ }
= ./\/l ret U,(’On

FM,M,{},H,{} retO,COn
— admissible(o)

= |Con| = #5(M) + 1

- atoms(M) < | Con Start

— Substitution und Konnektionsmenge werden im Unterziels bestimmt

und auf Zuldssigkeit, Minimalitidt und Relevanz gepriift
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REGELN DES LINEAREN KONNEKTIONSKALKULS I

e Bereinigung: AbschluB} des aktuellen Pfades
—C, M, P, Con ist beweisbar, wenn C leer ist

-{}, M, P,o,Con ret 0,Con| Axiom

— Regel schlieB3t einen Ast im Konnektionskalkiilbeweis
— Eingabesubstitution und -konnektionsmenge werden Riickgabewert

e Extension: Verlangerung des aktuellen Pfades
—C, M, P, Con ist beweisbar, wenn es L C, L'~ ,PU{L} gibt, sodal3
¢ = {L, L'} komplementir, ¢ € Con oder cN | J Con = () (Linearitét)
und Ly(PU{L}), M, PU{L} sowie CNLy, M, P beweisbar sind
=C,M,P,o,Con ret 0,,Cong
= LG(PU{L}), M, PU{L},0p, Con{L, L'} ret o ,Cony
~CNLsg, M, P,o1,Cony ret o,,Cons
= LeC
- L'~ PU{L}
- op(L') = op(L)
={L,L'}eCon v {L,L'}N|JCon =) Extension L, L/ p
— Bisherige Substitution und Konnektionsmenge kann erweitert werden
— Resultat des ersten Teilziels wird weitergereicht, dann zuriickgegeben
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

- M

[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT

JA1CL10A12ZBF A1G1OA143AF} ;A17a22A23:BT4
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start

1.

= M, ML LY

[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT

L‘h@loAlz B A1G1OA143AF} i Aq7a Ags: B'
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start

1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p
1.1. F {}, M, {A"}, o1, {{A", A"}}

1.2. - {B" A"}, M, {},

p1=1{e/As, £/ As}

[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}

L‘h@loAlz B A1a1oA143AF} i Aq7a Ags: B'
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p
1.1. = {}, M, {A"}, o1, {{A" A"}} BY Axiom o1, {{AF, AT}}

1.2. F {B" A"}, M, {},

p1=1{e/As, £/ As}

[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}

L‘h@loAlz B A1a1oA143AF} i Aq7a Ags: B'
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p
1.1. = {}, M, {A"}, o1, {{A" A"}} BY Axiom o1, {{AF, AT}}

1.2. F {B", A"}, M, {}, o1, {{A", A"}}

p1=1{e/As, £/ As}

[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}

L‘h@loAlz B A1a1oA143AF} i Aq7a Ags: B'
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p
1.1. = {}, M, {A"}, o1, {{A" A"}} BY Axiom o1, {{AF, AT}}

1.2. F {B", A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", py
1.2.1. F {AT}7 M? {BF}7 02, {{AFaAT}7{BF7BT}}

1.2.2. F {}, M, {},

P1 = {6/A57 €/A8}
[AlagA;):AF AlagAg:AT J A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}
0y =01ps ={€/A1, €/As, €/ As, an/A1, €/Ax}

L‘h@loAlz:BF A1a1oA143AF} A17a22A23:BT
P2 = {6/141, a22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

- M

-

—
N

[

P MM AL

[

BY Start
BY Extension A", A", p;

A M, {ATY oy, {{AT, AT} BY Axiom o1, {{AF, AT}}
2. FAB AT, M, {1}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B”, ps

2.1, F {A"}, M, {B"}, o9, {{A", A"}, {B", B"}}

BY Extension A", A", p3

2.1.1. F {}, M, {B", A"}, o3, {{A", A"}, {B",B"}, {A", A"}}

1.2.1.2. F {}, M, {BF},
1.2.2. F {}, M, {},
p1= {€/A5, 5/148} p3 = {CL22/A12, a19/A14> al()/AN; 5/1420}
B /\ s /—\ 7
[AlagA;):AF AlagAg:AT A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}
O =01P2 = {5/1417 5/145, 5/1487 CL22/A12, 5/1423}
i L‘h@loAlz:BF A1a1oA143AFl | ArragnAss: B | 03 = 0ap3 ={e/ A1, €/ A5, £/ A, a2/ Ara,
w - a19/Ars, aro/Arr, €/ A, £/Aaz}
P2 = {E/Ah CL22/A12, 5/A23}
INFERENZMETHODEN §14: 19 LOGIKEN HOHERER STUFE




EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p

Ao AR M, {A"} o, {{AT AT} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,

—
N

Aok {AT}7 M? {BF}7 02, {{AFaAT}7{BF7BT}}
BY Extension A", A", p3
1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, a3, {{A", A"}, {B",B"}, {A", A"}}

BY Axiom o3, {{A", A"} {B" BT} {A", A"}
1.2.1.2. - {}, M, {B"},
1.2.2. B {} M, {},
p1= {€/A5, 5/148} p3 = {CL22/A12, a19/A14> al()/AN; 5/1420}
r /\ s /—\ 7
[AlagA;):AF AlagAg:AT A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}
O =01P2 = {5/1417 5/145, 5/1487 CL22/A12, 5/1423}

i L‘h@loAlz:BF A1a1oA143AFl ¥A17a22A23IBT¥ 03 = 09p3 = {€/A1, €/As, €/ Ag, axn/Aia,
- w - arg/Ava, aro/Avr, €/ Az, £/ A3}

P2 = {E/Ah CL22/A12, 5/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p

Ao AR M, {A"} o, {{AT AT} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,

—
N

A0 F A{ATH M, {B"Y}, o9, {{A", AT}, {B", B"}}
BY Extension A", A", p3
1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, a3, {{A", A"}, {B",B"}, {A", A"}}
BY Axiom oy, [{A7 ATV [BF BT} [AT, AT)
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B",B"},{A", A"}}}

1.2.2. B {} M, {}
p1= {€/A5, 5/148} p3 = {CL22/A12, a19/A14> al()/AN; 5/1420}
r /\ s /—\ 7
[AlagA;):AF AlagAg:AT A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}
O =01P2 = {5/1417 5/145, 5/1487 CL22/A12, 5/1423}
i L‘h@loAlz:BF A1a1oA143AFl ¥A17a22A23IBT¥ 03 = 09p3 = {€/A1, €/As, €/ Ag, axn/Aia,
- w - arg/Ava, aro/Avr, €/ Az, £/ A3}

P2 = {E/Ah CL22/A12, 5/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, (], {} BY Extension A", A", p

Ao AR M, {A"} o, {{AT AT} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,

—
N

Aok {AT}7 M? {BF}7 02, {{AFaAT}7{BF7BT}}
BY Extension A", A", p3
1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, a3, {{A", A"}, {B",B"}, {A", A"}}

BY Axiom o3, {{AF, AT} {B"Y, BT}, {AT, A"}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B" B"}, {47, A"} }}
BY Axiom o3, {{A", AT} {B", BT}, {AT A"}
1.2.2. F {}, M, {},
p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
T /\ 1] /—\ 1]
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
oo =01p2 ={e/A1, €/As, €/As, asa/A1a, €/Ass}
JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
N w - aig/Ars, aro/Arz, €/As, €/Ass}

P2 = {E/Ah CL22/A12, 5/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
1. M, M, {}, 1], {} BY Extension A", A", p

Ao AR M, {A"} o, {{AT AT} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,

—
N

10k {AT}7 M? {BF}7 02, {{AFaAT}7{BF7BT}}
BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF BT} {AT AF}
1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, a3, {{A", A"}, {B",B"}, {A", A"}}

BY Axiom o3, {{AF, AT} {B"Y, BT}, {AT, A"}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B" B"}, {47, A"} }}
BY Axiom o3, {{A", AT} {B", BT}, {AT A"}
1.2.2. F {}, M, {},
p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
T /\ 1] /—\ 1]
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
oo =01p2 ={e/A1, €/As, €/As, asa/A1a, €/Ass}
JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
N w - aig/Ars, aro/Arz, €/As, €/Ass}

P2 = {E/Ah CL22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
MM, {L L BY Extension A", A", p
1.1, F{} M, {A"}, o1, {{A", A"}} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,
1.2.1. F {A"}, M, {B"}, o9, {{A", A"}, {B",B"}}
BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF BT} {AT AF}

-

1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, a3, {{A", A"}, {B", B}, {A", A"}}
BY Axiom o3, {{AF AT} {BF BT} {AT A"}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, 03, {{A", A"} {B",B"} {A", A"}}}
BY Axiom o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT AF}
1.2.2. F{} M, {}, o3, {{A", A"}, {B", B"}}

p1=1¢/As, /As} p3 = a2/ A1, a19/A1s, a0/ A1z, €/As}
r /\ s /—\ 7
[AlagA;):AF AlagAg:AT A17a19A202AT or=p1 ={e/As, €/As}
O =01P2 = {5/1417 5/145, 5/1487 CL22/A12, 5/1423}
i L‘h@loAlz:BF A1a1oA143AFl | ArragnAss: B | 03 = 0ap3 ={e/ A1, €/ A5, £/ A, a2/ Ara,
- w - arg/Ava, aro/Avr, €/ Az, £/ A3}

P2 = {E/Ah CL22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
MM, {L L BY Extension A", A", p
1.1, F{} M, {A"}, o1, {{A", A"}} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E{B" A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B", B", p,
1.2.1. F {A"}, M, {B"}, o9, {{A", A"}, {B",B"}}
BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF B} {AT AF}

-

1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, o3, {{A", A"}, {B", B"}, {A", A"}}

BY Axiom o5, {{AF AT} {BF BT}, {AT AF}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B", B"} {A", A"}}}

BY Axiom o3, {{AF, A"} {BF BT} {A", AF}
1.2.2. F{} M, {}, o3, {{A", A"}, {B", B"}}

BY Axiom o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT, AF}

p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
0y = 01 ps = {e/ A1, €/ As, £/ As, a2/ A1z, €/ Az}

JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
- -~ - 19/ Ava, a0/ A1z, €/ Ao, €/ Ass}

P2 = {E/Ah CL22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
MM, {L L BY Extension A", A", p
1.1, F{} M, {A"}, o1, {{A", A"}} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E {B", A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B" B" py oy {{A" A"} {B" B"} {A" A"}}
1.2.1. F {A"}, M, {B"}, oo, {{A", A"},{B",B"}}
BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF B} {AT AF}

-

1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, o3, {{A", A"}, {B", B"}, {A", A"}}
BY Axiom o5, {{AF AT} {BF BT}, {AT AF}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B", B"} {A", A"}}}
BY Axiom o3, {{AF, A"} {BF BT} {A", AF}
1.2.2. F{} M, {}, o3, {{A", A"}, {B", B"}}
BY Axiom o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT, AF}
p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
0y = 01 ps = {e/ A1, €/ As, £/ As, a2/ A1z, €/ Az}
JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
- -~ - 19/ Ava, a0/ A1z, €/ Ao, €/ Ass}

P2 = {E/Ah CL22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

= M BY Start
B MM {G T D BY Extension A", AT, p1 oy, {{AF AT} {BF BT} {AT A"}}
1.1, F{} M, {A"}, o1, {{A", A"}} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E {B", A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B" B" py oy {{A" A"} {B" B"} {A" A"}}
1.2.1. B {A"}, M, {B"}, o9, {{A", A"} {B", B"}}

BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF B} {AT AF}

-

1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, o3, {{A", A"}, {B", B"}, {A", A"}}
BY Axiom o5, {{AF AT} {BF BT}, {AT AF}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B", B"} {A", A"}}}
BY Axiom o3, {{AF, A"} {BF BT} {A", AF}
1.2.2. F{} M, {}, o3, {{A", A"}, {B", B"}}
BY Axiom o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT, AF}
p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
0y = 01 ps = {e/ A1, €/ As, £/ As, a2/ A1z, €/ Az}
JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
- -~ - 19/ Ava, a0/ A1z, €/ Ao, €/ Ass}

P2 = {E/Ah CL22/A12, €/A23}
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EXTENSIONSBEWEIS FUR ((ABAL)®(BBA))F(ANB)*

- M BY Start o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT AF}}
B Mo MY LD BY Extension A", AT, p1 oy, {{AF AT} {BF BT} {AT A"}}
1.1, F{} M, {A"}, o1, {{A", A"}} BY Axiom o, {{AF A"}}
1.2. E {B", A"}, M, {}, o1, {{A", A"}} BY Extension B" B" py oy {{A" A"} {B" B"} {A" A"}}
1.2.1. = {A"}, M, {B"}, o9, {{A", A"}, {B", B"}}

BY Extension A", A" p3 o3, {{A" A"} {BF B} {AT AF}

-

1.2.1.1. F {}, M, {B", A"}, o3, {{A", A"}, {B", B"}, {A", A"}}
BY Axiom o5, {{AF AT} {BF BT}, {AT AF}
1.2.1.2. F {}, M, {B"}, o3, {{A", A"}, {B", B"} {A", A"}}}
BY Axiom o3, {{AF, A"} {BF BT} {A", AF}
1.2.2. F{} M, {}, o3, {{A", A"}, {B", B"}}
BY Axiom o3, {{AF, AT} {BF BT} {AT, AF}
p1=1¢e/As, ¢/As} p3 =A{ag /A2, arg/Ars, aro/Arr, €/ A0}
[A1a3A5:AF AjasAg: AT AyrargAag: AT o1=p1  ={e/As, e/As}
0y = 01 ps = {e/ A1, €/ As, £/ As, a2/ A1z, €/ Az}
JAlamAH:BF AlamAM:Aﬂ | ArranAsi BT 03 = 0aps = {e/ A1, €/ As, £/ As, az/ A,
- -~ - 19/ Ava, a0/ A1z, €/ Ao, €/ Ass}

P2 = {E/Ah a22/1412, €/A23}
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LINEARE PRAFIX-UNIFIKATION I

Unifiziere Prafix-Strings konnektierter Atome

e Ahnlich zur Prifix-Unifikation fiir konstruktive Logik
— Gleiches Transformationsverfahren im Stil von Martelli-Montanari
— Regeln wie bei konstruktiver Logik

— Regeln Ry, R4, Rg, R7 konnen entfallen, da alle M LL-Prifixe
die Form 1011905 . . . 1,0, oder o119y . . . 1,0, haben

¢ Transformationsregeln fiir Lineare Logik

Ry {e=c¢le}, o ~ {},0

Rs {Xs=¢|Xt},o ~ {s=¢lt},o

R; {Vs=zle}, 0 ~ {s=¢le}, [z/V]Uao

Rs {VstT=eVit},o ~ {Vit=V|s'}, o

Ry {Vst =z"Vit}, o0 ~ {(Vit=V'|sT}, 2TV /V]U«o

Ry {Vs=zXt}, o ~ {Vs=2z2X|t}, 0 (V#X,und s=¢, t#¢, oder X Konstante)
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LINEARE LoOcCIK IM RUCKBLICK I

e Ressourcenlogik mit andersartigen Grundoperatoren
— Additive, multiplikative und exponentielle Operatoren
— Logik hoherer Stufe
— Klassische und nichtklassische Logik simulierbar

e Modifikation des Matrixkalkiils erforderlich

— Formelbaum muf} um spezielle lineare Positionen erweitert werden

— Komplementaritit verlangt Unifizierbarkeit linearer Prafixe

— Ressourcenverwaltung verlangt Linearitit, Relevanz, Minimalitit

— Charakterisierung bisher nur fiir M LL und MELL moglich
Integration des additiven Fragments bisher nicht gelungen

— Wird mit MELL die Grenze von Matrixkalkiilen erreicht?

¢ Erweiterung des Extensionsverfahrens entsprechend
— Pfadiiberpriifungsverfahren muf3 um Linearititstest erweitert werden
— Komplementarititstest benotigt lineare Prafix-Unifikation
— Implementiert als kompakte Beweiser linTap und linCop fiir MLL
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Higher-order Logik



LLOGIK HOHERER STUFE I

¢ Logik erster Stufe hat nur einfache Variablen
— Keine Quantifizierung iiber Funktions- oder Pradikatensymbole erlaubt

e Konstrukte hoherer Stufe kommen in der Realitat vor
— Funktionen (2. Stufe): “Bestimme z+2 bei Eingabe x” AT 242
— Induktionsprinzip: VP.P(0) A (Vy:N.P(y) = P(y+1)) = Va:N.P(x)
— Zwischenwertsatz: Vi R—RYa < b:R.(f(a)>0n f(b)<0) = Fz:R. f(x)=0
— Funktionale (3. Stufe): Ableitungsoperator MNf.df /dx
— Quantifizierung tiber Funktionale, ...

e Logik hoherer Stufe hat keine Einschrankungen
— Extrem einfache Syntax: z, \z.t, f(a), Vo P, P=(Q)
— Fester Auswertungsmechanismus Reduktion: (Ax.t)(a) — tla/x]

e Logik hoherer Stufe ist minimale Grundlagentheorie
— Keine Abstiitzung auf Mengentheorie erforderlich
— Reduktion erklart Wert von Ausdriicken

— Mathematische Konzepte werden nicht iiber Axiome erklart sondern als
definitorische Abkiirzung fiir komplexe Terme  (logizistischer Ansatz)
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[LOGIK HOHERER STUFE — SYNTAX I

e Alphabet fiir erlaubte Symbole
— V: Variablensymbole

e Terme
— Variablen x €V
— Ax.t, wobel £ <€) und t Term A-Abstraktion
— ft,wobei tund f Terme Applikation

—(t), wobei t Term
— (P = @), wobei P,() Terme
— (Va P), wobei £ €) und P Term

e Konventionen
— Applikation bindet stéarker als A-Abstraktion
— Applikation 1st links-assoziativ: ftt,=(ft)t,
— Notation f(Z,...t,) entspricht iterierter Applikation [ ¢.. .t
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LOGIK HOHERER STUFE — (WERT-)SEMANTIK

e o-Konversion: Umbenennung gebundener Variablen
— Ersetze Teilterm der Gestalt A\x.t durch \z.t|z /x| (2 neue Variable)
— Ersetze Teilterm der Gestalt Va PP durch Vz P|z/x]
— Terme ¢ und u sind kongruent (a-konvertibel), wenn sie auseinander
durch endlich viele Umbenennungen gebundener Variablen entstehen
¢ (3-)Reduktion: Auswertung von Termen
— Ersetze Teilterm der Gestalt (\z.t)(s) (Redex) durch t|s /x| (Kontraktum)

— t 1st reduzierbar auf u (¢ SN w), wenn u aus ¢t durch endlich viele
Reduktionen und Umbenennungen entsteht (£ Termersetzung)

e (Semantische) Gleichheit t = s

— Es gibt einen Term u mit ¢t — v und s — u

e Normalform von t: Wert eines Terms
— Irreduzibler (Redex-freier) Term v mit ¢ = u
— Der Wert eines Terms ist eindeutig (— ist konfluent)
— Nicht jeder Term hat einen Wert (keine starke Normalisierbarkeit)

e Semantik von V und =- analog zur Pradikatenlogik
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion AN =
Disjunktion vV =
Falschheit 1 =
Negation - =

Existenzquantor dx A

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion vV =
Falschheit 1 =
Negation - =

Existenzquantor dx A

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion V = MMBVP((A=P)=(B=P))=P
Falschheit 1 =

Negation - =

Existenzquantor dx A

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion V = MMBVP((A=P)=(B=P))=P
Falschheit 1l = vpPP (intuitionistisch)
Negation - =

Existenzquantor dx A

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion V = MMBVP((A=P)=(B=P))=P
Falschheit 1l = vpPP (intuitionistisch)
Negation - = MVP(A=P)

Existenzquantor dx A

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion V = MMBVP((A=P)=(B=P))=P
Falschheit 1l = vpPP (intuitionistisch)
Negation - = MVP(A=P)

Existenzquantor dx A VP (Vo (A=P)) = P

Gleichheit —
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DEFINITION LOGISCHER STANDARDKONZEPTE I

Junktoren werden zu benutzerdefinierten Funktionen

Konjunktion A = MIBVP(A=(B=P))=P
Disjunktion V = MMBVP((A=P)=(B=P))=P
Falschheit 1l = vpPP (intuitionistisch)
Negation - = MVP(A=P)

Existenzquantor dx A VP (Vo (A=P)) = P

Gleichheit —

Ae.  \y VP (P(x)= P(y))
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DEFINITION VON ZAHLEN: CHURCH NUMERALS I

n = MM f"x — )\f.)\x.f(f...gx)...z

S = AN . nf(fx) n-mal

add = MmAn M x. mf(nfx)

mul = dm.A\n N\ x. m (nf) x

exp = mAnMNAx.nmfx

zero = \n.n(AnF) T

p = M.snd((n (\fx. (s, match £x with (f,x)— f x)) (A\z.0, 0)))
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DEFINITION VON ZAHLEN: CHURCH NUMERALS I

n = MM f"x — )\f.)\x.f(f...gx)...z

S = AN . nf(fx) n-mal

add = MmAn M x. mf(nfx)

mul = dm.A\n N\ x. m (nf) x

exp = mAnMNAx.nmfx

zero = \n.n(AnF) T

p = M.snd((n (\fx. (s, match £x with (f,x)— f x)) (A\z.0, 0)))

N = MVP (VyP(y)= P(sy)) = P(0) = P(x) N(z)2z <N
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DEFINITION VON ZAHLEN: CHURCH NUMERALS I

n = MM f"x — )\f.)\x.f(f...gx)...z

S = AN . nf(fx) n-mal

add = MmAn M x. mf(nfx)

mul = dm.A\n N\ x. m (nf) x

exp = mAnMNAx.nmfx

zero = \n.n(AnF) T

p = M.snd((n (\fx. (s, match £x with (f,x)— f x)) (A\z.0, 0)))
N = VP (VyP(y)= P(sy)) = P(0) = P(x) N(z)2z <N
Abkiirzungen

T = AAy.X

F = XAy

if b then s else t = bst

(s,t) = M\p.pst

match pair with (z,y) —t pair (Ax.\y.t)
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CHURCH NUMERALS: AUSWERTUNG VON FUNKTIONEN I

sT (AN nf(fx)) (M- x " x)
M (M Mx " x) f(f x)

M.Ax. (Ax. f" x) (f x)

M Ax. " (fx)

M x. frrlx

lllllll

]
S
+
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CHURCH NUMERALS: AUSWERTUNG VON FUNKTIONEN I

sT (AN nf(fx)) (M- x " x)
M (M Mx " x) f(f x)

M.Ax. (Ax. f" x) (f x)

M Ax. " (fx)

M x. frrlx

]
S
+

addmn (AmAn M x. mf(nfx)) mn
(An N Xx. mf(nfx))n
M. mf(nfx)

M (M x fx) f(mfx)
MAx (Ax. fx) (n fx)

M Ax. f™"(m fx)

M (M x " x) fx)

M Ax 7 ((Ax. f x) x)
NAx (" x)

M- Ax. [ x

llllllllllllllll lllllll

]
3
+
S

p—

EEEEEEEEEEE ODEN §14: 27 LOGIKEN HOHERER STUFE




BEWEISFUHRUNG IN LOGIK HOHERER STUFE I

Extensionsverfahren ahnlich wie bei Pradikatenlogik

e Erweiterte Matrixcharakterisierung der Giiltigkeit
— F' ist giiltig gdw. alle Pfade durch F' komplementar
— Komplementaritdt mit erweitertem Substitutionsbegriff
- Pradikats- und Funktionssymbole diirfen ersetzt werden

- Konnektierte Terme miissen nur semantisch gleich sein

e Erweitertes Beweissuchverfahren . TPS (Andrews)
— Konnektionen-orientiertes Pfadiiberpriifungsverfahren
— Komplementaritiatstest mit Unifikation hoherer Stufe — Huet

- 1.A. unentscheidbar (!) und erheblich komplizierteres Verfahren

e Beweise sind normalerweise sehr kurz und elegant

— Aber erheblich schwerer zu finden
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BEWEIS DER GRUNDEIGENSCHAFTEN DER (GLEICHHEIT I

= = Az \yVP(P(z)= P(y))

e Reflexivitat: a=a { PﬂCLF}
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BEWEIS DER GRUNDEIGENSCHAFTEN DER (GLEICHHEIT I

= Mz \yVP(P(x)= P(y))

e Reflexivitat: a=a { P@aﬂ

¢ Kommutativitat: a=b = b=a p bT DaF

Ny

A\z.—Pz/X]
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BEWEIS DER GRUNDEIGENSCHAFTEN DER (GLEICHHEIT I

= Mz \yVP(P(x)= P(y))

e Reflexivitit: a=a { P@a F}
e Kommutativitat: a=>b=- b=aqa PbT DaF

Xb/ Az.~Pz/X]
e Transitivitit: a=bb=c= a=c % bF

Xb/ Q/ P/X,P/Y]
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BEWEIS DER GRUNDEIGENSCHAFTEN DER (GLEICHHEIT I

= = Az \yVP(P(z)= P(y))

e Reflexivitat: a=a { P@aﬂ

¢ Kommutativitat: a=b = b=a p bT DaF

Ny

A\z.—Pz/X]

e Transitivitat: a=b rb=c = a=c % bF

A

~ N
Pa' Xa* PbHF
X!

P/X,P]Y]

e Substitutivitat: Pa ra=b= Pb

[P/ X]
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INTUITIONISTISCHE LOGIK HOHERER STUFE I

e Unterstiitzt formale Manipulation von Algorithmen
— Synthese aus Spezifikationen, Optimierung, Verifikation, ...
— Einheitliche Sprache fiir Spezifikation, Programmierung, Deduktion. ..

e (Zur Zeit noch) viele verschiedene Formulierungen
— Martin-Lo61’sche Typentheorie (Computational Type Theory)
— Kalkiil der Konstruktionen
— System £
— LCF (Logik berechenbarer Funktionen)

e Beweissysteme interaktiv mit taktischer Steuerung
— AUTOMATH (historischer Vorlaufer)
— Nuprl, MetaPRL (Computational Type Theory)
— Alf / Agda, ... (Martin-Lof Typentheorie)
— Lego, Coq (Kalkiil der Konstruktionen)
— Cambridge LCF

¢ Viele erfolgreiche Anwendungen
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