Inferenzmethoden

Einheit 17

Termersetzungssysteme

1. Motivation und Grundbegriffe
2. Knuth-Bendix Vervollstandigung
3. Narrowing

4. Unifikation durch Transformation



TERMERSETZUNG IN DER DEDUKTION I

Effiziente Verarbeitung von Gleichheiten

e Mechanismus zur Losung des Wortproblems
— Wortproblem: Sind s und ¢ gleich aufgrund der Axiome einer Theorie?
— Methode: Vereinfachung der Ausdriicke bis textliche Identitit erreicht
— Hilfsmittel: Zielgerichtete Anwendung einer Menge von Gleichungen

e Gleichheiten als Vereinfachung betrachtet
— Gleichheiten a = b erhalten Richtung a—b
— Reduktion: Ersetzung von Teiltermen durch einfachere gleiche Terme

¢ Eigenstandiges Forschungsgebiet Rewriting
— Eigenschaften von Systemen syntaktischer Transformationsregeln
— Verwendet eigene, z. T. abweichende Notationen

¢ Vielfaltige Anwendungen
— Integration in Theorembeweiser durch erweiterte Unifikationsalgorithmen
— Mogliche Methode zur Implementierung von Theoriekonnektionen
— Schliissel fiir Unifikationstheorie, Logiksysteme, Berechnungsmodelle
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TERMERSETZUNG AM BEISPIEL DER (GRUPPENTHEORIE I

¢ Basisaxiome einer Gruppe mit Verkniipfung -

E-Tr =2 linksseitiges Einselement
r-e=2x rechtsseitiges Einselement
Y-y =e Linksinverses

(u-v) - w=u-(v-w) Assoziativitiit
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TERMERSETZUNG AM BEISPIEL DER (GRUPPENTHEORIE I

¢ Basisaxiome einer Gruppe mit Verkniipfung -

E-Tr =2 linksseitiges Einselement
r-e=2x rechtsseitiges Einselement
Y-y =e Linksinverses
(u-v) - w=u-(v-w) Assoziativitiit
e Als Reduktionsregeln

't e-r —

o xr-e—x

r3 y-y—e

ry (u-v)-w—u-(v-w)
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TERMERSETZUNG AM BEISPIEL DER (GRUPPENTHEORIE I

¢ Basisaxiome einer Gruppe mit Verkniipfung -

E-Tr =2 linksseitiges Einselement
r-e=2x rechtsseitiges Einselement
Y-y =e Linksinverses
(u-v) - w=u-(v-w) Assoziativitiit
e Als Reduktionsregeln

't e-r —

o xr-e—x

r3 y-y—e

ry (u-v)-w—u-(v-w)
e Anwendung von Regeln zur Beweisfihrung
(@-a)-b=(e-a)(a-b)
L @oa)b=a-(a-b)
L a-(a-b)=a-(a-b)

TERMERSETZUNGSSYSTEME
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REWRITING: GRUNDBEGRIFFE I

¢ Termersetzungssystem (.4, R)
— A Alphabet, R Menge von Reduktionsregeln iiber A*

[ Reduktionsregel t—s (t, s Terme iiber A)

—t (Redex) keine Variable

— Alle Variablen von s (Kontraktum) kommen in ¢ vor

r
o u — v: Regelanwendung von r = t—s auf u

t—s

u=(e-a)- (a-b)
rL=¢€- -1
t=c¢-x
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REWRITING: GRUNDBEGRIFFE I

¢ Termersetzungssystem (.4, R)
— A Alphabet, R Menge von Reduktionsregeln iiber A*

[ Reduktionsregel t—s (t, s Terme iiber A)

—t (Redex) keine Variable
— Alle Variablen von s (Kontraktum) kommen in ¢ vor

T
o u — v: Regelanwendung von r = t—s auf u
— Teiltermmatching: Bestimme Substitution o, so da3 o Teilterm von

u
t—=s
UQ:tO'
u=(e-a)- (a-b) Ug=€-a
ry=¢- 1 o = |a/z]

t=c¢-x
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REWRITING: GRUNDBEGRIFFE I

¢ Termersetzungssystem (.4, R)
— A Alphabet, R Menge von Reduktionsregeln iiber A*

[ REdllktiOllSl'egEI t—s (t, s Terme iiber A)

—t (Redex) keine Variable
— Alle Variablen von s (Kontraktum) kommen in ¢ vor

T
o u — v: Regelanwendung von r = t—s auf u
— Teiltermmatching: Bestimme Substitution o, so da} to Teilterm von u

— Ersetzung: Ersetze to durch so
Uu

u=(e-a) (a-b) g =€-a / \ s=ux
TL=¢€- T = |a/x] Vo=a
v=a-(a-b)

t=c¢-x
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REWRITING: GRUNDBEGRIFFE 11 I

* :
o u — w: Iterierte Anwendung von Regeln
— u— u (ohne Anwendung von Regeln)

* . . .
— u—>w, falls es ein v € A* gibt mit © — v und v — w

e Normalform: nichtreduzierbarer Term
— Term v, der nicht durch Regelanwendungen “reduziert” werden kann

— Wert von v: Normalform v mit © —s v

e Wichtige Anforderungen an Termersetzungssysteme
— Ist die Normalform eines Terms eindeutig? — Konfluenz
— Hat jeder Term eine Normalform? — Normalisierbarkeit

— Wenn ja, fiihrt jede Anwendung von Regeln dorthin?
— Starke Normalisierbarkeit
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KONFLUENZ I

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e (a - a) - b hat zwei Normalformen
—@-a)-b 3 e-b>0b
—(@-a)-b = a-(a-b)

— Die Normalformen sind nicht weiter reduzierbar, aber verschieden

TERMERSETZUNGSSYSTEME
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KONFLUENZ I

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e (a - a) - b hat zwei Normalformen
—@-a)-b 3 e-b>0b
—(@-a)-b = a-(a-b)

— Die Normalformen sind nicht weiter reduzierbar, aber verschieden

¢ Konfluenz von (A, R)

— Ketten von Regelanwendungen sind immer zusammenfiihrbar

* * . u
Aus t1Ts (u—1und u — s fir ein u) t1s / &
S t
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KONFLUENZ I

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e (a - a) - b hat zwei Normalformen
—@-a)-b 3 e-b>0b
—(@-a)-b = a-(a-b)

— Die Normalformen sind nicht weiter reduzierbar, aber verschieden

¢ Konfluenz von (A, R)

— Ketten von Regelanwendungen sind immer zusammenfiihrbar

S * . u
Aus t1Ts (u—1und u — s fir ein u) t1s / &
folgt t]s (t — v und s — v fiir ein v) s /
X

(V)
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KONFLUENZ I

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e (a - a) - b hat zwei Normalformen
—@-a)-b 3 e-b>0b
—(@-a)-b = a-(a-b)

— Die Normalformen sind nicht weiter reduzierbar, aber verschieden

¢ Konfluenz von (A, R)

— Ketten von Regelanwendungen sind immer zusammenfiihrbar

S * . u
Aus t1Ts (u—1und u — s fir ein u) t1s / &
folgt t]s (t — v und s — v fiir ein v) s /
ti/s \\ %
v
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KONFLUENZ I

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e (a - a) - b hat zwei Normalformen
—(@-a)-b 2 e-b5b
—(@-a)-b = a-(a-b)

— Die Normalformen sind nicht weiter reduzierbar, aber verschieden

¢ Konfluenz von (A, R)

— Ketten von Regelanwendungen sind immer zusammenfiihrbar

* * . u
Aus t1Ts (u—1und u — s fir ein u) t1s / &
folgt t]s (t — v und s — v fiir ein v) s t
— Regeln entsprechen “echten” Gleichungen tls X %
U

Gleiche Beweiskraft wie Anwendung der Gleichheiten

Das einfache Regelsystem fiir die Gruppentheorie ist nicht konfluent
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NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder Term eine Normalform?

e Regeln fiir Gruppentheorie sind unvollstandig
— Gleichung der Assoziativitat gilt in zwei Richtungen
— Naive Losung: Zusatzregel fiir Rlickwartsanwendung der Assoziativitit

rq e-T—T
Iy roe—T
Is y-y—e
ry (u-v) - w—u-(v - w)
rs u-(v-w) — (u-v)-w
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NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder Term eine Normalform?

e Regeln fiir Gruppentheorie sind unvollstandig
— Gleichung der Assoziativitat gilt in zwei Richtungen
— Naive Losung: Zusatzregel fiir Rlickwartsanwendung der Assoziativitit

rq e-T—T

ro roe—T

Is y-y—e

ry (u-v) - w—u-(v - w)

rs u-(v-w) — (u-v)-w
— Reduktionskette (@-a)-b — @-(a-b) — (@-a)-b—> .. terminiert nicht
— Normalform existiert dennoch: (@-a)-b — e-b — b
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NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder Term eine Normalform?

e Regeln fiir Gruppentheorie sind unvollstandig
— Gleichung der Assoziativitat gilt in zwei Richtungen
— Naive Losung: Zusatzregel fiir Rlickwartsanwendung der Assoziativitit

rq e-T—T

ro roe—T

Is y-y—e

ry (u-v) - w—u-(v - w)

rs u-(v-w) — (u-v)-w
— Reduktionskette (@-a)-b — @-(a-b) — (@-a)-b—> .. terminiert nicht
— Normalform existiert dennoch: (@-a)-b — e-b — b

e Schwache Normalisierbarkeit
— Jeder Term besitzt eine Normalform
— Der A-Kalkiil ist nicht schwach normalisierbar (z.B. (Ax.z z)(Az.x x))
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NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder Term eine Normalform?

e Regeln fiir Gruppentheorie sind unvollstandig
— Gleichung der Assoziativitat gilt in zwei Richtungen
— Naive Losung: Zusatzregel fiir Rlickwartsanwendung der Assoziativitit

rq e-T—T

ro roe—T

Is y-y—e

ry (u-v) - w—u-(v - w)

rs u-(v-w) — (u-v)-w
— Reduktionskette (@-a)-b — @-(a-b) — (@-a)-b—> .. terminiert nicht
— Normalform existiert dennoch: (@-a)-b — e-b — b

e Schwache Normalisierbarkeit
— Jeder Term besitzt eine Normalform
— Der A-Kalkiil ist nicht schwach normalisierbar (z.B. (Ax.z z)(Az.x x))

e Starke Normalisierbarkeit ( (A, R) noethersch )

— Jede Kette von Regelanwendungen terminiert
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NACHWEIS STARKER NORMALISIERBARKEIT I

Das System 77..7r4 ist stark normalisierbar

¢ Definiere wohlfundierte - Ordnung auf A*

— z.B. lexikographische Ordnung: Lange und Ordnung im Alphabet
— Sinnvolle Ordnung auf Aistz.B. (=) > > 2> ... =«

e Zeige, daB jede Regel t— s die Ordnung respektiert
-7 e-Tr -
—To e >=X
-3 Y-y >=e

—ry: (w-v)-w=u-(v-w)

e Konsequenz: Jede Reduktionsfolge terminiert
— Jede Reduktionsfolge liefert eine bzgl. > absteigende Kette von Termen

— Wohlfundiertheit von >: es gibt keine unendlichen absteigenden Ketten
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STEUERUNG VON TERMERSETZUNGSYSTEMEN

e Vermeide nicht normalisierbare Regelsysteme
— Terme ohne Normalform sind fiir automatisches Schlielen ungeeignet

— A-Kalkiil ist Logik hoherer Stufe und hochgradig unentscheidbar

e Heuristische Steuerung bei schwacher Normalisierbarkeit

— Strategische Steuerung vermeidet nichtterminierende Reduktionsketten

e Konfluenz ist sehr wichtig
— Andernfalls wird Backtracking iiber Reduktionen erforderlich

um Gleichheit von Termen nachzuweisen

e Optimal: vollstindige Termersetzungssysteme
— (A, R) noethersch und konfluent

Der Einsatz vollstindiger Termersetzungssysteme fiihrt immer zum Ziel!
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
— Regel 1st gerichtet: Anwendung in Gegenrichtung nicht moglich

e Regeln sollen Gleichungen vollstindig ersetzen
— Konfluenz kann durch Ausrichtung verloren gehen
— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen notig

e Superposition von Regeln 7;, r;

T3 T4
T-r—>e (x-y)-z
—-(y-2)
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
— Regel 1st gerichtet: Anwendung in Gegenrichtung nicht moglich

e Regeln sollen Gleichungen vollstindig ersetzen
— Konfluenz kann durch Ausrichtung verloren gehen
— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen notig

e Superposition von Regeln 7;, r;

=’I"3 T4
— Unifiziere Teilterme der linken Seiten beider Regeln 7-z—e (:L‘-g)(-z |
| — X (Y2
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
— Regel 1st gerichtet: Anwendung in Gegenrichtung nicht moglich

e Regeln sollen Gleichungen vollstindig ersetzen
— Konfluenz kann durch Ausrichtung verloren gehen
— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen notig

e Superposition von Regeln 7;, r; ,r . (T-2)y ra:
— Unifiziere Teilterme der linken Seiten beider Regeln 7-z—¢ (zy)-2
— Bilde kritischen Term ¢ aus instantiierten Teiltermen | —(y-2)
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
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— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen notig

e Superposition von Regeln 7;, 7; et EEY L
— Unifiziere Teilterme der linken Seiten beider Regeln 7-—e (zy)-2
— Bilde kritischen Term ¢ aus 1nstantnerten Telltermen / —v(y2)
— Bilde Termpaar s, s’ mit ¢ — s und ¢ —> s’ ey T (z-y)
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
— Regel 1st gerichtet: Anwendung in Gegenrichtung nicht moglich

e Regeln sollen Gleichungen vollstindig ersetzen
— Konfluenz kann durch Ausrichtung verloren gehen
— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen nétig

e Superposition von Regeln 7;, 7; (z-2):
— Unifiziere Teilterme der linken Seiten beider Regeln T / )

— Bilde kritischen Term ¢ aus 1nstantuerten Telltermen
— Bilde Termpaar s, s’ mit ¢t — s und ¢ —> s’ 6 Y (z-y)

— Normalisiere s, s’ zu kritischem Termpaar u, v
6 $—>$
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ERZEUGUNG VOLLSTANDIGER REGELSYSTEME I

e Ausgangspunkt: System von Gleichungen
— Axiomatische Beschreibung der Bedeutung von Termen einer Theorie

e Transformiere Gleichungen in gerichtete Regeln
— Regel 1— s ersetzt Gleichung ¢ = s
— Regel 1st gerichtet: Anwendung in Gegenrichtung nicht moglich

e Regeln sollen Gleichungen vollstindig ersetzen
— Konfluenz kann durch Ausrichtung verloren gehen
— Zusatzregel fiir Gegenrichtung wiirde starke Normalisierbarkeit zerstoren
— Verfahren zur Vervollstindigung von Reduktionssystemen nétig

e Superposition von Regeln 7;, 7; (z-2):
— Unifiziere Teilterme der linken Seiten beider Regeln T xV )

— Bilde kritischen Term ¢ aus 1nstantuerten Telltermen
— Bilde Termpaar s, s’ mit ¢ — s und ¢ —> s’ 6 Y 95

— Normalisiere s, s’ zu kritischem Termpaar u, v
— Falls u#v bilde neue Regel u—v (v—u, falls v = u) € 90—>3?
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG I

Vervollstandigung durch Superposition

e Ausgangspunkt: noethersches Regelsystem

— 1.a. einfache Umwandlung eines Gleichungssystems

e Ziel: vollstandiges Regelsystem

e Methode: schrittweise Superposition aller Regeln

—unter Verwendung einer wohlfundierten Termordnung >

U
e Abbruchkriterium: lokale Konfluenz r r!
S / \ t

— Je zwei Regelanwendungen sind zusammenfiihrbar

e Korrektheit: XU/

— Starke Normalisierbarkeit: neue Regeln erhalten die Termordnung >

— Konfluenz folgt aus lokaler Konfluenz und starker Normalisierbarkeit
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fur alle v folgt t| s aus v —~stundv — s
Induktion iiber maximale Lange n aller Reduktionsketten

n=0: Es folgt v=t=s, also t| s trivialerweise
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fur alle v folgt t| s aus v —~stundv — s v

7\ 8
AN

n=0: Es folgt v=t=s, also t|s trivialerweise 4 N

t/ \s

Induktion iiber maximale Lange n aller Reduktionsketten }1

n-+1: Falls v iﬂf oder v L> s, dann v=t oder v=s

r *

T *
Ansonsten v —t; —tund v —> s —> s
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fur alle v folgt t| s aus v —~stundv — s

(¥
. . . . . t / \ S
Induktion iiber maximale Linge n aller Reduktionsketten Ve N a1
n=0: Es folgt v=t=s, also t| s trivialerweise / = AN
n+1: Falls v —= t oder v — s, dann v=t oder v=s te s

r *

T *
Ansonsten v —t; —tund v —> s —> s

Lokale Konfluenz: t1ls; mit einem Term =z
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fur alle v folgt t| s aus v —~stundv — s

(¥
Induktion iiber maximale Lange n aller Reduktionsketten }1'</\‘ 1
* *
n=0: Es folgt v=t=s, also t| s trivialerweise S 2N
| o 0 S .
n—+1: Falls v — ¢t oder v — s, dann v=t oder v=s L 8
r * w

Ansonsten v —s t; —> t und v — ] —> S
Lokale Konfluenz: t11s1 mit einem Term z
Induktionsannahme fiir ¢;: t; —> ¢, t; — 2 also tlz mit w
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DASs DiIAMOND LEMMA I

— s stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent

e Fiir jeden Term v gibt es ein n, so daB jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von — : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fur alle v folgt t| s aus v —~stundv — s

(¥
Induktion iiber maximale Linge n aller Reduktionsketten }1'</\‘ 1
* *
n=0: Es folgt v=t=s, also t| s trivialerweise S 2N
n+1: Falls v —= t oder v — s, dann v=t oder v=s t . s
r * r * >U/ /

Ansonsten v — t; —>tund v — s —> S \\ //

Lokale Konfluenz: t1ls; mit einem Term =z

Induktionsannahme fiir ¢;: t; —> ¢, t; — 2 also tlz mit w U

x X

Induktionsannahme fiir s1: s; — 2 — w, s; — s also w/.s mit u

Insgesamt ¢ — w — w und s —> u, also s
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KNUTH-BENDIX VERFAHREN I

Eingabe: Endliche Menge G von Axiomgleichungen, Termordnung .
Ausgabe: Bei Terminierung vollstandiges Termersetzungssystem
oder Fehlermeldung

Initialisiere Regelmenge R := ()
Solange G nicht leer
Wihle Gleichung aus G und reduziere sie mit Regeln aus ‘R
Falls reduzierte Gleichung nicht von der Form z=x
Dann Falls reduzierte Gleichung 148t sich nicht mit > zu neuer Regel richten
Dann Abbruch ‘Termordnung nicht ausreichend’
Sonst Bilde neue Regel und fiige sie zu ‘R hinzu;
Reduziere alle Regeln aus ‘R untereinander;
Falls eine der reduzierten Regeln die Termordnung > verletzt
Dann entferne sie aus R und
nehme sie in G auf, sofern sie nicht von der Gestalt x=x 1st;
Bilde alle kritischen Paare zwischen der neuen Regel
und den iibrigen Regeln und fiige sie als Gleichungen zu G hinzu
Ergebnis R
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

I exr — I
Io re—2x
Is xTxr —re

ry  (y)z— 2 (y2)
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

€-e
Ta: UARY

I'h exr — I $'67 \\f-x—m
Iy T-e — T

— [ - €
I's Tr — € rs
ry  (2y)z = x(y2)
I's e — e Superposition von 75 und 73
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

(T-x)-y
Trs3. T4
I exr — T T-r—e (x-y)-z
—-(y-2)
Iy T-e — T
rs Tr—e «Y x<xy)
oK
f () o oy SR
I's e — e Superposition von 75 und 13 Y
I'g f(xy) — Y Superposition von 73 und 74
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

r3: rg:
rq er — T Tor—ve \f.(x.y)%y
Ty re—x B
rs Tr—e N o
f (s o oy e
I's e — e Superposition von 75 und 13 f
I'g f(xy) — Y Superposition von 73 und 74
ry T —x Superposition von 73 und rg
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

rz: r3-
exr — T :c—)/ \f-x—m
xre —xT
Tr — e R rs o C
(2y)-2 = 2-(y-2)
e — e Superposition von 75 und 13
f(xy) — Y Superposition von 73 und 74
T —x Superposition von 73 und rg
rTr — e Superposition von r3 und 77
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

z(Ty)
rq exr — T %L/ \;’Q;.y)w
rs T-e — T
Is Tr — e R
ry  (2y)z—a(y2)
I's e — e Superposition von 75 und 13
I'g T (xy) =y Superposition von 73 und 74
ry T —x Superposition von 73 und rg
rg rTr — e Superposition von r3 und 77
I'g v (Ty) =y Superposition von 7 und 77
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KNUTH BENDIX VERVOLLSTANDIGUNG AM BEISPIEL I

¢ Vollstandiges Regelsystem fur die Gruppentheorie

zy-((xy) (YT
Iy er — T

G T4:
-uﬁ (4) (52
Iy Te — T

77 T g)

Sl
<

Iy (x-y)z — z(y-2) y(2-T)
_ N T8 T T-r—e
Is € — e Superposition von 75 und 73 r1i0. Ty-e
I's E(xy) — Y Superposition von r3 und 74 551 et
Iy T —x Superposition von r3 und rg
rs rT — e Superposition von r3 und 77
I'g x(fy) — Y Superposition von 7 und 77
I'10 (xy) — YT Superposition von 74, 74, Ts, T9 (aufwendig)
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THEORIEUNIFIKATION MIT TERMERSETZUNG I

e Komplementaritat von Theoriekonnektionen

R(z(¢-c), z-(z-b))F
e (2-(¢-¢)

o=|c/z|

— Konnektion benutzt Theorieunifikation fiir Gruppentheorie

e Unifikation von R(z-(¢-c), z-(Z-b))¥ und R(c, b)T
R(z-(¢-c), z2:(Z:b)) = R(c,b)
4 R(z-e,2(z-b) = R(c,b)
2 R(z-e,b) = R(c,b)
= R(z,b) = R(c, b)
— R(c,b) = R(c, b) o=|c/z]

uni f

¢ Integriere Unifikation und Termersetzung

— Bestimme Substitution wihrend der Ersetzung
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NARROWING I

Verallgemeinerte Anwendung von Rewrite-Regeln

e Rewriting einer Gleichung u=w mit der Regel t—>s.
U=W — V=W
v entsteht aus u durch Ersetzung eines o =0
Teilterms to durch so /\

e Einfaches Verengen mit der Regel t—>s:
{u=w}UE — {v=w}UE

v entsteht aus u durch Ersetzung eines
. . V=SS0
Teilterms to durch so und anschlieBender OA OA

Anwendung von o auf den ganzen Term

e Lassiges Verengen mit der Regel f,...t, — s:
{u=wlUFE — {v=w, ti=us,...,y,=u, }UE
v entsteht aus u durch Ersetzung des Auftretens von fu ... u, durch s.
Bestimmung der Substitution wird in Gleichungssystem verschoben
Verengen + Martelli-Montanari—Regeln liefern vollstindiges (Unifikations-)

Verfahren fiir Losung einer Menge von Gleichungen unter einer Theorie
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TERMERSETZUNGSSYSTEM FUR EINFACHE ARITHMETIK I

Arithmetische Rewrite-Regeln fiir ganze Zahlen

Iy v(n(z)) — x Vorginger/Nachfolger
Ir's O+x —x Null als Linksidentitit
s r+0—x Null als Rechtsidentitat

Iy n(z)+y — n(r+y) Addition links
rs r+n(y) = n(r+y) Addition rechts
I'e r+v(y) — v(r+y) Subtraktion
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v(n

0

(@) = @
+xr —x

r+0—x

n(r)

+y — n(x+y)

r+n(y) — nlx+y)
r+o(y) = vz +y)

TERMERSETZUNGSSYSTEM FUR EINFACHE ARITHMETIK I

Arithmetische Rewrite-Regeln fiir ganze Zahlen

Vorginger/Nachfolger
Null als Linksidentitit
Null als Rechtsidentitat
Addition links
Addition rechts
Subtraktion

Als Arithmetische Regeln fur Lassiges Verengen

ro {u
rs {u
ry {u
rs {u

r¢ {u

1419
1415
1415
1415

:tl—l—tz:

r1 {ulv(t)|=w}UE, 0 ~~ {u

—w}lUFE, 0 ~ {u
=w }UFE, 0 ~ {u
=w tUFE, 0 ~ {u
=w}lUFE, 0 ~ {u
=w}lUE, 0 ~ {u

=w, n(x)=t}UFE, o

=w, 0=t1, x=ty}UFE, o

=w, x=t1, 0=t }UFE, o
n(x+y)|=w, n(x)=t,, y=t.}UE, o
n(z+y)|=w, r=t1, n(y)=t2}UFE, o

!
&
!

v(z+y)|=w, x=t1, v(y)=ta }UFE, o
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TERMERSETZUNGSSYSTEM FUR EINFACHE ARITHMETIK I

Arithmetische Regeln fiir Lassiges Verengen

ro {u
rs {u
rq {u
rs {u

Ts {’LL

1419
1415
1415
1415

:ty+ti

ri {ufv(t)|=w}UE, 0 ~ {u

=w UFE, 0~ {u
—w}lUFE, 0 ~ {u
=w}lUE, 0 ~ {u
=w}lUE, 0 ~ {u
—w}lUFE, 0 ~ {u

=w, n(x)=t}UFE, o

=w, 0=ty, x=t2}UFE, o

=w, x=t1, 0=t }UFE, o
n(z+y)|=w, n(x)=t, y=t2}UE, o
n(z+y)|=w, x=t1, n(y)=t2}UE, o

!
!
!

v(z+y)|=w, r=t1, v(y)=t }UFE, o

Martelli-Montanari—-Regeln fiir Unifikation

TD {f(Sl, .ey

ET {z=x}UE, 0
VE {z=t}UF, o
VE, {t=2}UF, o

sp)=f(t1, .., ty) JUE, 0 ~ {s1=ty, .., s,=t, JUE, o

~ F. o
~» Elt/x], olt/z]
~ Elt/x], olt/x]

(v ¢t)

(xgt, tg))
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THEORIE-UNIFIKATION DURCH TRANSFORMATION I

Gleichungen o (nur relevantes) angewandte Regeln
{(z+2)+v(0) = n(0)}

] re: rt+vu(y)—v(r+y)

[
{'U(ml—i_yl) — n(())a T =T+, U(yl) — U(O)} H D
{v(z1+y1) = n(0), 21 = 2+, y; = 0} [] VE
{v(z140) = n(0), x1 = z+x} [0/41] VE
{U(($+$)—|—O> = n(O)} [:U—I—x/arl] ri: v(n(x))—x
{xo =n(0), n(xy) = (x+x)+0} (] VE
{TL(TL(O)) = <ZC—|—CU>+O} [n(O)/ZEQ] rs. x+0—x
{n(n(0)) = x3, x3 =x+x, 0 =0} (] TD
{n(n(0)) = x3, x3=x+z} (] VE
{n<n(0>) = SC—HC} [x+x /23] ry: n(z)+y—n(zty)
{n(n(0)) = n(x4tys), = =n(r4), T = Ys} j TD
{n(0) = z4tys, n(xy) =2, ys = x} [] VE
{n(0) = x4+, n(zy) = v} /4] VE
{n(O) = £U4—|—TL<$4)} [n(m)/x] r5. x+n(y)—n(z+y)
{n(0) = n(zs+ys), rs =24, n(ys) = n(rs)} [n(z4) /2] TD
{0 = 254ys, x5 = 24, n(y5) = n(x4)} (n(x4)/x] VE
{O = XT41Ys5, n(y5) = n(m)} n(xq)/x, 4/ 5] TD
{0 = 244ys, ys = 4} (n(z4) /] VE
{O = SC4-|—$4} (n(xq) /2, x4/ys5] ro. 0+a—x
{0=u¢, 0=1my, v6 = 24} (n(z4) /2] VE,
{0 = 564} (n(x4) /2, 0/2¢] VE,

[n(

i

Ergebnis: o(x) = n(0)
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ANWENDUNG VON TERMERSETZUNG IN DER DEDUKTION I

¢ Unifikationsalgorithmus fiir Theoriekonnektionen
— Nur bei vollstidndigen Regelsystemen moglich
z.B. Einfache Arithmetik, Gruppentheorie, Gleichheitstheorien
— Nicht jede Theorie kann als vollstandiges Regelsystem formuliert werden

— Heuristische Steuerung fiir unvollstindige Systeme praktisch erfolgreich

¢ Deduktion als Termersetzungssystem formulierbar
— In beschrinkten Bereichen sinnvoll einsetzbar

— Niedriges Niveau, kein Ersatz fiir verdichtete logische Verfahren

Effiziente Einbettung in Konnektionsmethode noch offen
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