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Aufgabe 2.1(Eigenschaften der Logik erster Stufe)

Beweisen Sie den Satz von Löwenheim:In der der Logik erster Stufe kann jede erfüllbare Formel in
einem abz̈ahlbaren Universum erfüllt werden.

Was bedeutet dieser Satz für die Anwendbarkeit der Logik erster Stufe?

Aufgabe 2.2(Matrix-Beweise)

Beweisen Sie folgende Formeln im Matrix-Kalkül

Stellen Sie dazu zunächst den annotierten Formelbaum und die zugehörige zweidimensionale Ma-
trixdarstellung auf. Identifizieren Sie alle Konnektionenund alle Pfade durch die Matrix. Zeigen Sie,
daß alle Pfade eine solche Konnektion enthalten und geben Sie eine zulässige Substitution an, welche
diese Konnektionen komplementär macht.

2.2–a A ∨B⇒¬(¬A ∧¬B)

2.2–b (∃x¬Px)⇒¬, (∀xPx)

2.2–c (∀xyz Sxy ∧Syz⇒Gxz) ∧ (∀xy Gxy⇒Sxy) ⇒ ∀abcd Sab ∧Scd ∧Sbd⇒ (∃uGau)

2.2–d (∀xyz Sxy ∧Syz⇒Gxz) ∧ (∀xy Gxy⇒Sxy) ⇒ ∀abcd Sab ∧Scd ∧Sbd⇒Gad

Konstruieren Sie aus dem fertigen Matrixbeweis die induzierte Reduktionsordnung, linearisieren Sie
diese und erzeugen Sie daraus einen Tableauxbeweis.

Aufgabe 2.3(Logik-Puzzle zum Tüfteln)

Lösen Sie das sogenannte “Agatha Murder Puzzle” mithilfe des Matrix-Verfahrens.

1. Agatha hates Charles
2. Agatha hates herself
3. If a person is not richer than Agatha then the Butler hates that person
4. If Agatha hates somebody then Charles does not hate that person
5. If Agatha hates somebody then the Butler hates that persontoo
6. Everyone likes at least one of Agatha, the Butler, or Charles
7. Nobody kills a person that is not richer
8. If you kill someone, you must hate that person

Agatha is dead. Show that neither Charles nor the Butler killed her

Versuchen Sie zunächst ein informales, logisches Argument. Formulieren Sie dann obige Aussagen
in der Logik erster Stufe und konstruieren Sie daraus schrittweise den Matrixbeweis.
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Aufgabe 2.4(Aussagenlogische Konnektionsmethode)

Prüfen Sie mit Hilfe der Konnektionsmethode, ob die folgenden Matrizen gültig sind. Geben Sie
entweder einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.
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AF
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Zur Zeit- / Platzersparnis sollten Sie mehrere Schritte in einer Matrix durchführen. Numerieren Sie dazu die
Konnektionen in der verwendeten Reihenfolge durch, und machen Sie die Richtung der Konnektionen deutlich.

Aufgabe 2.5(Prädikatenlogisches Extensionsverfahren)

Beweisen Sie die folgenden Matrizen mit Hilfe des allgemeinen Extensionsverfahrens.

PxF PyT

PfyF

PffzT

PfaT

QabcdT QxyzvF

QvxyzT

QzvxyT

QcdabF QbcdaF

Aufgabe 2.6(Komplexität des Extensionsverfahrens)

2.6–a Zeigen Sie durch Angabe eines Beispiels, daß das (aussagenlogische) Extensionsverfahren
im schlimmsten Fall exponentiellen Zeitaufwand (gemessenan der Anzahl der Variablen und
Klauseln) benötigt.

2.6–b Wie ist die Komplexität des Verfahrens, wenn man sichauf Matrizen mit maximal 2 Literalen
pro Klausel beschränkt?
Welche Konsequenz hat dieses Ergebnis für die Komplexität des 2SAT Problems?
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Lösung 2.1
Zum Beweis des Satzes von Löwenheim verwenden wir Teile desVollständigkeitsbeweises für ana-
lytische Tableaux.

Es seiX eine erfüllbare Formel. Dann können wir fürX ein vollständiges TableauT mit der system-
atischen Beweismethode konstruieren. DaX erfüllbar ist, kannT nicht geschlossen sein, besitzt also
mindestens einen Zweigϑ, der eine Hintikka Folge ist. Wie im Vollständigkeitsbeweis gezeigt, istϑ
damit erfüllbar durch eine Interpretation über dem Universum der Terme, also über einem abzählbaren
Universum. DaX zum Zweigϑ gehört, istX über demselben Universum erfüllbar.

Bedeutung: Logik erster Stufe kann überabzählbare Universen nicht von abzählbaren trennen. Für
alle (logischen) Aussagen, die über den reellen Zahlen nicht gelten, gibt es bereits ein abzählbares
Gegenmodell (z.B. über den rationalen Zahlen).

Anmerkungen:

1. Das Argument hier ignoriert die Tatsache, daß wir Tableaux bisher nur mit signierten Formeln
diskutiert haben und die Beweise nur über die FormelXF geführt haben. Man kann aber die
Vorzeichen fallen lassen (eines dabei durch Negation ersetzen) ohne daß sich das Argument des
Beweises ändert.

2. Ich habe die Aussage eines Teilbeweises im Vollständigkeitsbeweis verallgemeinert. Statt
X gültig ⇒ XF hat vollsẗandiges Tableau

benötigen wir
für jede FormelX hatXF hat vollsẗandiges Tableau.

Ein Blick auf die systematische Methode zeigt, daß die Gültigkeit für die Konstruktion des
vollständiges Tableaus nicht benötigt wird.
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Lösung 2.2

2.2–a A ∨B⇒¬(¬A ∧¬B)

Matrix-Beweis

Die Matrix wird aus dem Formelbaum aufgebaut. Dabei werdenα-Submatrizen nebeneinan-
der geschrieben,β-Submatrizen übereinander und dann werden überflüssigeKlammern gestrichen.
Es bleibt die folgende Matrix mit zwei Konnektionen.

AT

BT

AF BT

In der Matrix gibt es nur zwei Pfade (von links nach rechts!),die jeweils eine Konnektion
enthalten. Damit ist die Formel gültig.

Tableaux-Beweis(Skizze, ohne Baumstruktur)

A∨B ⇒ ¬(¬A∧¬B)F α
¬(¬A∧¬B)F α
A∨BT β
¬A∧¬BT α
¬AT α
¬BT α
AF

BF

BT BT

× ×

2.2–b (∃x¬Px)⇒¬(∀xPx)

Matrix-Beweis
P aF P xT

a ist δ-Variable, σ = [a/x]

Tableaux-Beweis

∃x¬Px ⇒ ¬(∀x Px)F α
∃x¬PxT δ(a)
¬(∀x Px)F α
(∀x Px)T γ(a)
¬PaT α
PaF

PaT

×
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2.2–c (∀xyz Sxy ∧Syz⇒Gxz) ∧ (∀xy Gxy⇒Sxy) ⇒ ∀abcd Sab ∧Scd ∧Sbd⇒ (∃uGau))

Matrix-Beweis

SxyF

SyzF

GxzT

Gx′y′F

Sx′y′T

SabT ScdT SbcT GauF

✭✭✭✭✭✭
✭✭✭✭✭✭

✭✭✥✥
✭✭✥✥

✥✥✘✘
✘✘✘✘

✘✘✘✘
✏✏✏✏

✏✏✏✏
✏✏✏✏

✏✏
✦✦

a,b,c,d sindδ-Variablen, σ = [a/x, b/y, c/z, c/u]

Es gibt 6 Pfade, die durch die drei angegebenen Konnektionenkomplementär gemacht werden.
Dabei spielt die zweite Klausel keine Rolle, denn alle drei Literale der ersten Klausel sind mit
dem Literal einer “Einerklausel” konnektiert.

P.S.in einem “sieht man direkt”-Matrixbeweis gibt man nur die Konnektionen an, die tatsächlich
benötigt werden. Dann kann man die Komplementarität unter σ leicht prüfen und sieht anhand
des Bildes, dass alle Pfade abgedeckt sind.

2.2–d (∀xyz Sxy ∧Syz⇒Gxz) ∧ (∀xy Gxy⇒Sxy) ⇒ ∀abcd Sab ∧Scd ∧Sbd⇒Gad

Matrix-Beweis: Hier ist eine Klauselkopie erforderlich

Sx1y1F

Sy1z1F

Gx1z1T

Sx2y2F

Sy2z2F

Gx2z2T

Gx′y′F

Sx′y′T

SabT ScdT SbcT GadF

❵❵❵❵❤❤❤❤❤❤ ✭✭✭✭✭✭
✭✭✥✥

✘✘✘✘
✏✏✏
✏✏
✏✦
✦
✦✦
✦✦
✟✟
✟✟
✟✟
✧✧
✧✧
✧✧
✑✑
✑✑

❤❤❤❤❵❵❵❵❳❳❳❳❳❳

a,b,c,d sindδ-Variablen, σ = [a/x1, c/y1, d/z1, a/x′, c/y′a/x2, b/y2, c/z2]

Mit diesen Konnektionen sind alle Pfade abgedeckt
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Lösung 2.3
Informal: Wenn Charles der Mörder wäre, müsste er Agathahassen (8). Da Agatha sich selbst haßt
(2) kann Charles sie nicht hassen (4).

Wenn der Butler der Mörder wäre, dann wäre Agatha reicherals er (7). Damit müsste der Buter sich
selbst hassen (3). Außerdem haßt er Agatha und Charles, weilAgatha diese beiden haßt (1,2) und
der Butler loyal ist (5). Damit ist Voraussetzung (6) verletzt ... der Butler mag weder Agatha, noch
Charles, noch sich selbst.

Ausformuliert:

Agatha hates Charles
∧ Agatha hates Agatha
∧ ∀p ¬(p is richer than Agatha) ⇒ The Butler hates p
∧ ∀p Agatha hates p ⇒ ¬(Charles hates p)
∧ ∀p Agatha hates p ⇒ The Butler hates p
∧ ∀p p likes Agatha ∨ p likes The Butler ∨ p likes Charles
∧ ∀p,q p kills q ⇒ ¬(p is richer than q)
∧ ∀p,q p kills q ⇒ p hates q
∧ ∀p,q p likes q ⇔ ¬(p hates q)
⇒ ¬(The Butler kills Agatha) ∧ ¬(Charles kills Agatha)

Vereinfacht

H(a,c)
∧ H(a,a)
∧ ∀p ¬R(p,a) ⇒ H(b,p)
∧ ∀p H(a,p) ⇒ ¬H(c,p)
∧ ∀p H(a,p) ⇒ H(b,p)
∧ ∀p ¬H(p,a) ∨ ¬H(p,b) ∨ ¬H(p,c)
∧ ∀p,q K(p,q) ⇒ ¬R(p,q)
∧ ∀p,q K(p,q) ⇒ H,p,q)
⇒ ¬K(b,a) ∧ ¬K(c,a)

Im Matrixbeweis muß eine Klauselkopie eingesetzt werden

HacT HaaT RpaT

HbpT

Hap1F

Hcp1F

Hap12
F

Hbp12
T

Hap22
F

Hbp22
T

Hp3aF

Hp3bF

Hp3cF

Kp4qF

Rp4qF

Kp5q1F

Hp5q1T

KbaT

KcaT

✏✏✘
✘✘✘

✘✘✥✥
✭✭✭✭

Es gibt nurγ-Variablen und Konstanten,σ = [c/p5, a/q1, a/p1, b/p4, a/q, b/p, b/p3, a/p
1
2, c/p

2
2]
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Lösung 2.4
Das Verfahren wird jeweils bis zum nächsten Bereinigungs-oder Rücksetzungsschritt innerhalb einer
Matrix beschrieben. Indizes an den Konnektionen numerieren die Reihenfolge ihrer Anwendung.

2.4–a

AT

BT

AF .

BF

AT

BF .

1

2
Keine weitere Extension, Bereinigung oder Rücksetzung m¨oglich.

Nicht gültig, Gegenbeispiel¬A ∧ B

2.4–b

AT

BT

AF .

CF

CT . BF

1

2

∼
2 AT

BT

AF

CF

CT BF .
3

Gültig

2.4–c

AT

BT

BF

CT

CF

DF

DT

BF

AF .
1

∼ AT

BT

BF .

CT

CF .

DF

DT .

BF .

AF

2 3 4

5
Gültig

2.4–d

AT

BT

CT

AF .

BF

AF .

BT .

BF

AT

CF

AF

1

2

3

∼
2

AT

BT

CT

AF

BF .

AF

BT

BF .

AT .

CF

AF

4 5

6

∼
2

AT

BT

CT

AF

BF

AF

BT .

BF

AT .

CF

AF .

7

89

❀

AF

BF

Keine Extension, Bereinigung oder Rücksetzung möglich.
Nicht gültig, GegenbeispielA ∧ B ∧ ¬D

Die Matrix wäre gültig, wenn in Klausel 3 einAT statt demAF stehen würde.

2.4–e

AF

BT

CT

DF

BT

AT . BF

DT

CF

1

∼
2

AF

BT

CT

DF .

BT

AT BF .

DT

CF .
2

3

4

∼

AF

BT

CT .

DF .

BT

AT BF .

DT

CF

❀

AT CF

❀

CF

Keine Extension, Bereinigung oder Rücksetzung möglich.
Nicht gültig, Gegenbeispiel¬A ∧ ¬B ∧ C ∧ ¬D

Die Matrix wäre gültig, wenn in Klausel 2 einBF statt demBT stehen würde.
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2.4–f

AT

BF

CT

AT .

BT

CT .

AF

BT

CT .

AF

BT

CF

BF . CF

1

2

3

4

∼

AT

BF

CT

AT

BT

CT

AF .

BT

CT .

AF

BT

CF

BF . CF

1

5

Gültig – 5 Schritte, wenn man richtig anfängt

Lösung 2.5
Bei der Lösung dieser Aufgabe ist zu berücksichtigen, daßBezeichnera, b, c, d, e.. für Konstanten
(δ-Variablen) stehen undx, y, z, u, v, w, .. für (γ-)Variablen.

2.5–a

PxF PyT .

PfyF

PffzT .

PfaT .

1 2

3

Entwicklung der Substitutionen während der Beweisführung
(1) [y/x]
(2) [fz/y, y/x] bzw. nach Einsetzen[fz/y, fz/x]
(3) [fa/x, fz/y, fz/x] bzw. nach Auflösen[a/z, fa/y, fa/x]

2.5–b Erster Versuch

QabcdT QxyzvF .

QvxyzT

QzvxyT

QcdabF QbcdaF
1

Der erste Schritt führt zur Substitutionen[a/x, b/y, c/z, d/v]. Im zweiten Schritt ist keine Ex-
tension möglich für das LiteralQvxyzT , da die Anwendung der Substitution dieses inQdabcT

transformiert

Ein Kopie der zweiten Klausel mit denγ-Variablen ist erforderlich. (Alle anderen Klauseln
haben nurδ-Variablen)

QabcdT QxyzvF .

QvxyzT

QzvxyT

Qx’y’z’v’F

Qv’x’y’z’T

Qz’v’x’y’T

QcdabF QbcdaF
1

Wieder führt der erste Schritt führt zur Substitutionenσ= [a/x, b/y, c/z, d/v], was wir der
Übersicht halber direkt einsetzen.



Vorlesung Inferenzmethoden 7 Übung 2

QabcdT QxyzvF .

QdabcT

QcdabT

Qx’y’z’v’F .

Qv’x’y’z’T

Qz’v’x’y’T

QcdabF QbcdaF
1 2

Im zweiten Schritt erweitertσ zu [a/x, b/y, c/z, d/v, d/x′, a/y′, b/z′, c/v′], was wieder einge-
setzt wird.

QabcdT QabcdF .

QdabcT

QcdabT

QdabcF .

QcdabT

QbcdaT

QcdabF . QbcdaF
1 2 3

∼

QabcdT QabcdF .

QdabcT

QcdabT

QdabcF .

QcdabT .

QbcdaT

QcdabF QbcdaF .
1 2 3

4

∼
2

QabcdT QabcdF .

QdabcT .

QcdabT

QdabcF

QcdabT

QbcdaT

QcdabF QbcdaF .
1 2 3

45

Im Verlauf der weiteren Schritte hat sich die Substitution nicht mehr verändert, so daß wir
insgesamt 5 Konnektionen haben, die mitσ = [a/x, b/y, c/z, d/v, d/x′, a/y′, b/z′, c/v′] kom-
plementär werden.
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Lösung 2.6

2.6–a Als erstes Beispiel, das gerne benutzt wurde um zu zeigen, daß Resolution schneller als die
Konnektionsmethode ist, nehmen wir folgende prädikatenlogische Formel

PaT

PxF

PfxT

Pf 8aF

Das Extensionsverfahren (ohne Reduktionstechniken) würde von der mittleren Klausel insge-
samt 8 Kopien ziehen müssen um den Beweis zu führen

PaT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

PxF

PfxT

Pf 8aF

Ersetzt man8 durch 2n, dann sieht man schnell, daß2n Kopien gezogen werden müssen,
währen der Resolutionsbeweis zuerstPf 2aT , dannPf 4aT , . . . und schließlichPf 2naT ableitet
und hieraus die leere Klausel erzeugt.

Dies ist aber kein echtes Beispiel, da auch der Text des letzten LiteralsPf 2naF exponentiell
wächst und somit die Laufzeit linear bleibt. Ein echtes Beispiel muß rein aussagenlogisch sein
und bis auf wenige Ausnahmen mindestens 3 Literale pro Klausel verwenden

Eine aussagenlogische Matrix, die exponentielle Laufzeiterzeugt, müsste dafür sorgen, daß
in n Klauseln mindestens2n Pfade durchlaufen werden müssen. Wenn man pro Klausel min-
destens 3 Literale verwendet, dann gibt es in jedem Extensionsschritt mindestens 2 Alternative
für die weitere Verarbeitung. Durch die Gestaltung der Matrix muß nun sichergestellt werden,
daß keine dieser Alternativen vor Erreichen der vollen Pfadlängen terminiert.

Auch wenn die Grundidee relativ klar ist, ist es nicht leichteine konkrete Matrix dieser Art
zu gestalten. Es wird ziemlich schnell ersichtlich, daß manneben denn “Hauptklauseln” eine
Reihe von Zwischenklauseln benötigt, die dafür sorgen, daß Pfade nicht frühzeitig abgeschlossen
werden können. Wenn die Anzahl dieser Klauseln polynomiell in n ist, bleibt die Laufzeit dann
insgesamt exponentiell in der Größe der Matrix.

In der Literatur gelten die sogenannten Pigeonhole Formelnals Standardbeispiel für ein schw-
eres aussagenlogisches Beweisproblem. Sie sagen aus, daß man n+1 Tauben nicht inn
Taubenschlägen unterbringen kann, weil ansonsten 2 Tauben im gleichen Taubenschlag sein
müssen. Im der deutschen Literatur spricht man auch vom “Schubfachprinzip”.

In Logik erster Stufe mit Zahlen ist dies ein sehr einfach zu lösendes Problem. Der Beweis
wird mittels Induktion geführt und ist sehr schnell durchzuführen. In der Aussagenlogik ist
es jedoch ein komplexes Problem und führt zu einer Schar vonFormelnPn, n ∈N, die für ein
konkretesn besagen:

Wenn Taube 1 sich im Taubenschlag 1 befindet oder ... Taube 1 sich im Tauben-
schlagn befindet, und wenn Taube 2 sich im Taubenschlag 1 befindet oder... Taube
n+1 sich im Taubenschlagn befindet,
dann ist Taube 1 im Taubenschlag 1 und Taube 2 im Taubenschlag1,
oder Taube 1 im Taubenschlag 1 und Taube 3 im Taubenschlag 1,
... oder Tauben im Taubenschlagn und Tauben+1 im Taubenschlagn.
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Mit xi,j drücken wir aus “Taubenschlagi ist durch Taubej belegt”. Nach Normalisieren der
obigen Aussage ergibt sich dann die folgende Matrix

x1,1
T

x2,1
T

...

xn,1
T

x1,2
T

x2,2
T

...

xn,2
T

. . .

. . .

x1,n+1
T

...

xn,n+1
T

x1,1
F

x1,2
F

x1,1
F

x1,3
F

. . .

. . .

x1,2
F

x1,3
F

x1,2
F

x1,4
F

. . .

. . .

x1,n
F

x1,n+1
F

x2,1
F

x2,2
F

. . .

. . .

. . .

. . .

xn,n
F

xn,n+1
F

❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤

Die Matrix hatn(n+1) Variablen undn+1 + n3+n2

2
Klauseln.

Um den inx1,1
T beginnenden Pfad zu schließen, müssen in jedem Schritt eine der Zweierk-

lauseln und aus diesem eine neue (!)n-Klausel angesteuert werden. In der Zweierklausel gibt
es genau eine Möglichkeit, aber in der konnektiertenn-Klausel fallen jeweilsn−1Alternativen
an. Da alle mitT markierten Klauseln durchlaufen werden müssen, fallen insgesamtO(nn)
Konnektionen an, die das Extensionsverfahren untersucht.Damit ist die Laufzeit insgesamt
exponentiell.

2.6–b Wenn die Matrix maximal 2 Literalen pro Klausel besitzt, dann wird das Extensionsver-
fahren in jedem Schritt (mindestens) ein Literal einer neuen Klausel konnektieren und das
ggf. verbleibende Literal zum aktuellen Pfad hinzufügen.Weitere Alternativen gibt es nicht.
Der erste Bereinigungsschritt wird somit (iterativ) den gesamten aktuellen Pfad bis zur Startk-
lausel zurückbauen.

Bei insgesamtn Klauseln wird das Verfahren in maximaln Schritten den im Startliteral be-
ginnenden Pfad abgeschlossen oder ein Gegenbeispiel gefunden haben. Bei maximal 2 Star-
tliteralen fallen also (einschließlich Bereinigungsschritten) maximal 4n Schritte an, d.h. die
Gültigkeit vonM kann in linearer Zeit (relativ zur Anzahl der Klauseln) bewiesen werden.

Im Gegensatz zumNP-vollständigen 3SAT liegt 2SAT inP oder genauer inO(n).


