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1. Turing-Berechenbarkeit

2. Rekursive Funktionen

3. Funktionale und logische Programme
4. Elementare Berechenbarkeitstheorie
5. Unlosbare Probleme



KERNFRAGEN ZUR BERECHENBARKEIT I

¢ \Welche Berechnungsmethoden sind denkbar?
— Es gibt weit mehr Modelle als nur die Standard PC Architektu
Lisp MaschinenParallelrechnemNeuronale NetzgQuantencomputegr
— Sind die Modelle miteinander vergleichbar?

¢ \Welche allgemeingiltigen Zusammenhange gibt es?
— Eigenschaften, die nicht vom Berechnungsmodelhalen?
— Beweismethoden wie Abschlul3eigenschaften und Prolesformation

e Gibt es Grenzen fir den Einsatz von Computern?
— Funktionen, die prinzipieklicht berechenbagind?
— Eigenschaften, dienentscheidbasind?
— Sprachen, die nicht vol@nhdigaufgeahltwerden kbnnen?

Mit welchen Techniken kann man dies beweisen?
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Es GIBT VIELE MODELLE FUR BERECHENBARKEIT
... SCHON LANGE VOR DEN ERSTEN COMPUTERN

e Turingmaschine* (Rechnen mit Papier und Bleistift
e Nichtdeterministische Turingmasching (Parallelismus/Quantenrechner
e n-rekursive Funktionen® (Mathematisches Rechnen
o \-Kalk Ul* (Funktionale Sprachen, LISP
e Logische Rep@asentierbarkeit* (Logikprogrammierung, PROLOG
e Markov-Algorithmen (Typ-0 Grammatiken) (Regelbasierte Sprachen
e Abakus (Das alteste mechanische Hilfsmittel
e JAVA-reduziert (Imperative hohere Sprachen
e Registermaschine (Assembler- /Maschinenprogrammierung

)
)
)
)
)
)
)
)
)

Viele Formalisierungen eines intuitiven Begriffes
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Theoretische Informatik [l

Einheit 5.1

Turing-Berechenbarkeit

1. Ruckblick: Turingmaschinen und Sprachen
2. Turing-berechenbare Funktionen

3. Berechnen vs. Akzeptieren



RUCKBLICK: TURINGMASCHINEN
DAS EINFACHSTE IMPERATIVE COMPUTERMODELL

Interner Zustand
: Akzeptieren
Endliche Seuerung i :
Ablehnen
Zustandsuberfuhrung
x| | vp
Band ----|B|1|1|/0|Cc|1||B|B|B

Lese-Schreibkopf

e Endlicher Automat + lineares Band
— Endliche Steuerunigest BandsymbolnterLese-Schreibkopf
— Keine separate EingabkEingabewort steht zu Anfang auf Band

e Einfacher Verarbeitungsmechanismus
— BandsymbolX wird gelesen
— InternerZustandy wird zu ¢’ verandert
— NeuesSymbolY wird auf das Band geschrieben
— Kopf wird in eine RichtungD (rechts oder linkslpeweqgt
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RUCKBLICK: TURINGMASCHINEN MATHEMATISCH I

Interner Zustand
Endliche Seuerung
Zustandsuberfiihrung 8

X1 YD

Band ----|B|1|1|0]|a|1|B|B|B|----
Lese-Schrel bkopf

Deterministischduringmaschine: 7-TupelM = (Q, X, T', 9, qo, B, F)
e () nichtleere endlich@ustandsmenge
e . endliches=ingabealphabet
e ['2) endlichesBandalphabet
0 5:QxI' = QxI'x{L, R} (partielle)Uberfiihrungsfunktion
¢ g, () Startzustand
e BeI'\X Leersymbol des Bands (“blank’)
e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden

Akzeptieren
Ablehnen

NTM analog mit mengenwertigem@ xI' — P.(QxT'x{L, R})
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RUCKBLICK: BESCHREIBUNG VON TURINGMASCHINEN I

—————————————————————————————————————————

e Ubergangsdiagramme i 0/0~ 0/0

— ZUSﬁnqe durch(notendargestellt | o\ Oras q@ Vb -
— qo markiert durchSart-Pfell, T sart\ v ~{ 9
' ala

Endzusande durchidoppelte Kreise °/~ 1

B/B—
—Firdé(q, X)=(p,Y,D) hatdas " @
. . X/YD |
Diagramm einé&kante ¢ — p o b/o—

— > undl oft implizit durch Diagramm bestimmit,eersymboheil3t3

e Ubergangstabellen Qrl 0 1 a2 b B

— Funktionstabelléur o ~ql(@aR) — — (q,bR) —

— heil3t %6 nicht definiert” a,(9,0R)(a,bl) — (q,bR) —

— Pfell — kennzeichnet q,/(9,0,L) — (g,a.R)(g,bL) —
— Stern* kennzeichnef” G —  —  — (9bR)(q,BR)

— >, ['und B oft implizit bestimmt e - = = = —

e Konvention: &§(¢,X) undefiniert fir Endzusindeg € F
— Turingmaschine &t an, wennj(q,.X) undefiniert ist
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RUCKBLICK: ARBEITSWEISE VON TURINGMASCHINEN

Konfiguration = Zustand + Bandinhalt + Kopfposition
— Formal dargestellt als TripeK = (u,q,v) € [*xQxI'"

- u, v. String links/rechts vom Kopf Zustand
— Nur der bereits ‘besuchte’ Teil des Bandes wird betrachtet

Blanksam Anfang von: oder am Ende von entfallen, wo ndglich
Achtung: im Buch wird das Tripel alsein (1) String ugv geschrieben

e Konfigurationsiubergangsrelation -

—(uZ,q, Xv) - (u,p, ZY v), falls 6(q, X) = (p,Y, L)
—(u,q, Xv) F (uY,p,v), falls 6(q, X) = (p,Y, R)
Sonderdlle fur Verhalten am Bandende

— (€, g, Xv) - (e, p, BY v), falls 6(¢q, X) = (p,Y, L)
—(uz,q, X)) F (u,p, 2), falls 6(q, X) = (p, B, L)
—(u, g, X) F (uY, p, B), falls 6(q, X) = (p,Y, R)
— (€, q, X ) = (e, p, v), falls 6(q, X) = (p, B, R)

K, F K,, falls ;=K oder es gibt eif{ mit X, - K und K - K,

Definition analog fir nichtdeterministische Maschinen
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RUCKBLICK: SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabeniif die - zu akzeptierendem Zustaniahirt
L(M)={weX*|IpecF.Fu,vel". (e q,w) F (u,p,v)}
— Bel Einhalten der Konventiondt A/ im akzeptierenden Zustand an
Definition identisch @ir nichtdeterministische Maschinen
DTMs akzeptieren dieselben Sprachen wie NTB4@onentielle Simulation)

e Semi-entscheidbare Sprache= Typ-0 Sprache
— Sprache, digon einer Turingmaschin&/ akzeptiert wird
— Alternative Bezeichnungelxekursiv) aufzahlbare Sprache
Turing-akzeptierbare Sprache

e Entscheidbare Sprache (auch:rekursive Sprachg

— Sprache, die von einer Turingmaschilfeakzeptiert wird,
die bei jeder Eingabe terminiert
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RUCKBLICK: PROGRAMMIERTECHNIKEN FUR TURINGMASCHINEN I

e Datenregister speichern Werte aus Menge\
— Simulation durch erweitertéustandsmeng@’ := ) x A"

e Mehrspur-Maschinen mit k Datenspuren
— Simulation durch erweitertes Bandalphabet= "

e Mehrband-Maschinen mit k unabhangigen Bandern
— Simulation mi2k-+1 Spuren: Inhalt, Kopfmarker + Endmarker

e Unterprogramme
— Simulation wie bei Unterprogrammen in Assemblersprachen

e Beschrankte Modelle fur Beweise
— Halbseitig unendliches Bark@ann beidseitiges Band simulieren
— Binares Bandalphabét= {1, B} kann jedes Alphabet codieren
— 2 Stackkonnen jede Konfiguration einer Turingmaschine simulieren

Genauso leistungsihig wie konventionelle Computer
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NEU: ZEIT- UND PLATZBEDARF VON TURINGMASCHINEN I

e Rechenzeitt s (w)
— Anzahl der Konfiguratioristbergangebis M bei Eingabev anhalt

e Speicherbedarf sy (w)
— Anzahl der Bandzellerdie M wahrend der Berechnung aufsucht

e Komplexitat: Bedarf relativ zur Gr 0l3e

—T(n) = maxX{ty(w)| jw|=n} Maximaler Bedarf relativ zur &nge

— Sy(n) = maX{sM(w) | ]w\:n} eines Eingabewortesvprst-casg

— Die Grol3enordnungler Funktionen (linear, quadratisch, kubisch,...)
ISt aussagelaftigerals die genauen Werte — Komplexititstheorie (§6)

e Komplexitat der Turingmaschine fur {0"1"|n>1}

— Zeitaufwand @ir Schleifeqy, g1, g2, g0’ 2n b/ 0/0c

— Gesamter eitaufwand quadratiscf2n?) (00 )L ;@i Libe g,

— Platzbedarf nicht @Rer als die Eingabe ~ ®/x 2= .

— Lineare Speicherplatzkompleait

b/b—
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DIE BERECHNETE FUNKTION EINER TURINGMASCHINE I

e Turingmaschinen berechnen Funktionen auf*
— Eingabeder Funktion wirdaufs Band geschrieben
— Bandinhalt wird durch Abarbeitung des Programmsmedert
— Wenn Maschine ardit, kannBandinhalt ausgegebeaverden
— Akzeptierende Endzustde werden irrelevantiblicherweisel” = )
Die urspiinglich vorgesehene Verwendung von Turingmaschinen

e Formale Beschreibung mittels Konfigurationeni ir N und omw)
— Anfangskonfigurationa(w) = (e,q9,w)
— Terminierung M |k := Ju, v, q, X.x = (u, q, Xv) » d(q, X) undefiniert
— Rechenzeitt yr (w) := min{j | a(w) ¥ x A Mk}
Undefiniert falls dieses Minimum nicht existiert, d.h. M halt nicht auf w

— Ausgabefunktionw(u, g, v) := v (Tingster Prifix von v, der zu S gehért)
Ausgabe beginnt unter dem Kopf bis ein Symbol nicht aus X erreicht wird

— Berechnete Funktionfys(w) := {w(k) | Fi<ty(w). a(w) Fr » Mk}
FOr DTMs ist fy;(w) = w(k) fur das eindeutig bestimmiemit a(w) e

Undefiniert, wenn ¢);(w) undefiniert, also wenn M auf w nicht halt
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BERECHNUNG MIT TURING-MASCHINEN AM BEISPIEL I

o M, =({q,9,0,}, {1}, {1.B}, 6,0, B, {}) mit __ 5| 1 B

Abarbeitungsbeispiels,q,111) ° (6,0,1111)
Fugt am Ende eines Wortes< {1}* eine 1 an (“Bierdeckelmaschine”)

e Mathematische Analyse
— Anfangskonfiguration a(1") = (eq,,1")
— Nachfolgekonfigurationen(1") + (1,q,1" 1) = (1",q,B)
= (1"19,11) F (6,9,B1"Y) F (6,0,17)

—1

— Terminierung max{j | a(w) ¥ (u,q, Xv) » 6(¢, X) undefiniert
= 2n—+2

_ Ergebnis a(1?) E™ (e,q,,1"1)

— Ausgabefunktion w(e,q2,1”+1) = 1+l

far, (1) = 1"t fur allen, DefinitionsbereicH1}*, WertebereicH1} "
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BEISPIELE FUR TURING-MASCHINEN I

o M, =({9,a}. {1}, {1,B}, 9, q, B, {})

mit 0, 1 B Abarbeitungsbeispiel:
— 4, | (9,B.R) (a,B.L) 4
q| — _ (6,9,111) = (e,9,B)

Loscht ein Wort vom Bandf,,(w) = e fur allew e {1}"

e M3 =({q,9,0,}, {1}, {1,B}. 4, q, B, {})

mit 5| 1 B . o
S a (G.1R) (6.BR) Abarbeltun?sbelsplele.
0, | (aLR) (a,B.R) (.9,1111)F (1111B,gB)
e — (e,0,111)F (111BBB...BB,gB)

Testet, ob Anzahl der Einseninec {1}* gerade ist

¢ fallsn gerade

1Y) = | steht fiir “undefiniert”
S(1) { 1 sonst ( )
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BEISPIELE FUR TURING-MASCHINEN 11 I

e M, =({9,9,9,9,9,}, {1}, {1,B},¢,, 4, B, {})

mit J 1 B

— q, (qovlvR) (ql,B,L)
(a,B.R) (a,B.R) . .
q, | (9,1,R) (q,1,L) Abarbeitungsbeispiel:
(q;1.L)

o (8,10 (@:LL) (€,0,11) F (¢,q,1111)

Verdoppelt Anzahl der Einsenf,;,(1") = 1*"

* M; = ({9,9,0,%, 10,1}, {0.1,B}, 4;, G, B, {;})

mit 5| 0 1 B
—q, | (9,0R) (q,1.R) (q,B.L _ o
21 232,1,& &o,L; ((22,1,L)) Abarbeitungsbeispiel:
iy (@:0L) (a,1L) (%,BR) (€,0,10011)F (¢,q,10100)

Addiert 1 auf die Birardarstellung einer natlichen Zahl
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TURING-BERECHENBARE FUNKTIONEN I

o f:X*— A* Turing-berechenbar
— f=f fur eine Turingmasching/ = (Q), >, I, 0, qo, B, ) mit AcI’

7T: Menge der Turing-berechenbaren Funktionen

e Berechenbarkeit aufZahlen: f:N—N
= Berechenbarkeit der Funktigfy.:>*—3* mit f.(w) =r(f(r ' (w)))
wobeir:N—>* injektive Repasentatiorvon Zahlen durch Wrter
- unareDarstellungr,:N—{1}* mitry,(n)=1"
- binareCodierung,:N—{0,1}* (ohne fihrende Nullen)
f wird berechnet durchf(z) = (f,(r(x)))

Berechenbarkeit auf anderen Mengen analog
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BERECHENBARKEIT ARITHMETISCHER FUNKTIONEN I

e Nachfolgerfunktion s:N—N mit s(n) = n+1
— Bei urarer Codierung: berechng: {1}*—{1}* mit s,(1") = 1"
- Turingmaschine muf3 eine 1 anfgen: s, = fy,
— Bel binarer Codierungs, = f.
. M muR Ziffern von rechts beginnend umwandeln, ggf. diertrag

e Division durch 2: div2:N—N mit diva(n)=|n/2]

— Bei urarer CodierungM muf3 (analog zu/,) je zwel Einsendschen
und eine neue hinter dem Ende des Wortes schreiben

— Bei bimarer Codierung muf3 nur die letzte Zifferdschen

Komplexere arithmetische Operationen beidtigen
Programmiertechniken flr Turingmaschinen
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AKZEPTIEREN ODER BERECHNEN? I

e Jede Funktion ist als Menge beschreibbar
—graph(f) ={(z,y)| f(z) =y}
Akzeptierende Maschinen erkennen Graphen berechenbham&tidénen
f berechenbar < graph(f) semi-entscheidbar — nachste Folie

e Jede Menge ist als Funktion beschreibbar

(1 fallswel,

Charakteristische Funktiater Sprachd.
| 0 sonst

_XL(w) =

(1 fallswel,

Partiell-charakteristische Funktiamon L
| L sonst

_¢L(w) =9

Charakteristische Funktionen erkannter Sprachen sirethenbar
L semi-entscheidbar<> 1, berechenbar
L entscheidbar < x, berechenbar — nachste Folie
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AKZEPTIEREN VS. BERECHNEN: BEWEISIDEEN

Simuliere Abarbeitung der jeweils anderen Maschine

e f berechenbar < graph(f) semi-entscheidbar
= : Bei Eingabew, v) “teste” ob f(w) = v ergibt

< : Bei Eingabew suche das “erste” Wort mit (w, v) € graph(f)

Suche mufl3 Wertdif w,v und Rechenzeitgrenze simultan durchlaufen !!
In der Literatur wird diese algorithmische Methode adftvetailing genannt

Maschinen nmissen nicht bei jeder Eingabe anhalten

e I semi-entscheidbar< ), berechenbar
= . Bel Eingabew “teste” obw akzeptiert wirdund gebe ggf. 1 aus
< : Bei Eingabew “teste” oby, (w) = 1 ergibt
Maschinen missen nicht bel jeder Eingabe anhalten

e L entscheidbar < x, berechenbar
— Wie oben, abebbeide Maschinen issen bei jeder Eingabe anhalten
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TURINGMASCHINEN IM RUCKBLICK I

¢ Allgemeinstes Automatenmodell
— Deterministischer endlicher Automat mit unendlichem Sperband
— “Beliebiger” Zugriff auf Speicherzellen
— Erkennung von Wirterndurch Endzustand
— Berechnen von Werteturch Ausgabe nach Terminierung
— Beide Modelle sind gleich achtig

e Nichtdeterministische Variante ist gleich stark
— Simulationsaufwand durch deterministische Maschinexpbnentiell
— NTM hilfreich fur Nachweis deAquivalenz zu Typ-0 Grammatiken

e Aquivalent zu realen Computern
— Reqister, mehreredhder, Unterprogramme, etc. simulierbar

Standardmodell fur Untersuchung von Berechenbarkeit
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