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DER M-KALKUL I

Grundlage funktionaler Programmiersprachen (isp, ML, Haskell,..)

e Einfacher mathematischer Mechanismus
— Funktionen werdedefiniertundangewandt
— Beschreibung des Funktionsverhaltens wird 2dmmender Funktion
— Funktionswerte werden ausgerechnet dictsetzervon Werten

e Leicht zu verstehende Basiskonzepte
1. Definition einer Funktion:
f = \x. 2%x+3 A-Abstraktion

Name der Funktion irrelevant fiir Beschreibung des Verhaltens

2. Anwendungder Funktion (ohne Auswertung):

f(4) = (Ax. 2%x+3) (4) Applikation
3. Auswertungeiner Funktionsanwendung (tathliches Ausrechnen):
(\x. 2%x+3) (4) 5 2%4+3 5 11 Reduktion

¢ Alle anderen Konstrukte konnen simuliert werden
— Der \-Kalkl ist eine Turingnachtige funktionale Programmiersprache
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MKALKUL — SYNTAX I

e Einfache Programmiersprache A-Terme
— Variablenz., v, z, xo, v, . . .

— \x .t, wobeliz Variable undt A-Term X-Abstraktion
Vorkommen vone in ¢t werdengebunden
— ft, wobeit und f \-Terme Applikation

— (), wobeit A\-Term

e Priorit atskonventionen sparen Klammern
— Applikation bindet shrkerals A\-Abstraktion Ae.ft = dx.(ft)

— Applikation istlinks-assoziativ: Jtt,= (f 1),
[ Beispiele fir A-Terme (mit implizitenund‘kosmetischenKlammern)
—X Symbole sind immer Variablen
— M. (Ox. (F(x))) Anwendung einer Funktion
—Af. (Og. (x. (((f g) (g x))))) Funktionen loherer Ordnung
—x(x) Selbstanwendung

— (Ax.x(x)) (Ax.x(x)) Fixpunkt
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MKALKUL — SEMANTIK I

e Interpretation als “normale” Funktionen ist kompliziert
— Erklarung bentigt Theorie vollsandiger HalbordnungerCfCs)

e Semantik von A\-Termen wird operational erklart
— Entspricht Methodik beim Rechnen auf Zahler(3+2) = 4x5 = 20
— A-Terme werden ausgewertet ImseduziblerTerm erreicht ist
— Irreduzible Terme werden al8erteangesehen

e Berechnung ist rein syntaktischer Mechanismus
— Auswertung ersetzt Funktionsparameter durch Funktrgonsaente
— Formales KonzepReduktion (Axz.t) (b) 2z, tlb/x]
Ersetzen defreien Vorkommerder A-Variablenx durch den\-Termb
— Berbtigt genaue Definition eines Substitutionskonzepts\aliérmen

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.3: 3 FUNKTIONALE & L OGISCHEPROGRAMME




VORKOMMEN VON VARIABLEN IN A-TERMEN I

e VVorkommen der Variablen 2 im Term ¢, informal
— Gebundenx erscheint im Bindungsbereich eingiAbstraktion\x
— Frel: x kommt int vor, ohne gebunden zu sein
—t heildtgeschlossefalls ¢ keine freien Variablen eniit
—t|xy, .., x,]: Termt hat nbgliche freie Vorkommen vony, .., x,

e Prazise, induktive Definition
x die Variablex kommt frei vor, y£x kommt nicht vor
Ax.t. beliebigeVorkommen vone in t werden gebunden
Vorkommen vony+#z in t bleiben unveiindert
ft  freile Vorkommen vorr in f undt bleiben frei

(t) gebundene Vorkommen vanbleiben gebunden

x gebunden
M. Ax. Mz, f x z) x

IV

x frel
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M-KALKUL — BERECHNUNG DURCH AUSWERTUNG I

e Ersetze Funktionsparameter durch -argumente
— Substitution t[b/x]: ersetze freie Vorkommen vanin ¢ durchb
Sonderélle: | A\x.t|b/x] = Az .t z ist nicht frei int
Ax.tb/y| = Az tlz/x])|b/y]  yAxfreiint, xfreiin b, z neu
dh. M. fx|f/x]=)g. g f (\f. £ £ ware ungewollte Selbstanwendung)
_Reduktion: (\z.t) (h) -2 t[b/x]

e Substitution und Reduktion am Beispiel

(An. AMf. A x. n £ (f x)) (Af.Ax.x)
= (An.(AMf.(Ax.((n £)(f x))))) (Af.(Ax.x)) (Reduktion ersetz)
— M. (Ox. (M. (Ax.x)) £)(f x))
— Af. (Ax. ((Ox.x) (£ x)))
—> M. Ax. f x

|2
On. M. Mx.n £ (f x)) Of. ) x.x) —s M.)\x. f x
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REDUKTION IST NICHT DETERMINISTISCH I

Naheliegende Reduktionsreihenfolge

(M. Xx. £ x (f £)) (Ax.)\y. y)

Ax. (Ax. Ay, 7) x ((Ox. Ay, v) (Ax.Ay. y))
Ax. (Ay. y) ((Ox.Ay. y) (Ax.Ay. y))

Ax. ((x.Ay. ) (Ax. Ay, y)

AX. Ay. Y

LT

Alternative Reduktionsreihenfolgen sind noglich
(M. Xx. £ x (f £)) (Ax.\y. y)

Ax. (Ax.Ay. ) x (Ox.Ay. v) (Ax. Ay, v))
Ax. (Ax.Ay. y) x (Ay. y)

Ax. (Ay. y) Qy. y)

AX. Ay. ¥

Bekommt man immer das gleiche Ergebnis?

LD
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WICHTIGE EIGENSCHAFTEN VON A-TERMEN I

e Bedeutung vonA-Termen ist ihr Wert
—Normalform: Term ohne keine Redizes als Teilterme
—u Normalform von ¢; « in Normalform undt — u
—t normalisierbar: es gibt eine Normalforma vont

e Hat jeder A-Term eine Normalform?
Nein: (Ax.x x) (Ax.x x) Ist nicht normalisierbar
— Terminierung vom\-Programmen ist nicht garantiert

e Haben normalisierbare A-Terme eindeutige Werte?
Notwendig fur Einsatz des A\-Kalkils als Programmiersprache
— Hihrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?
Wenn nein, kann man eine Normalform systematisch finden?
— Ist die Normalform eines-Terms eindeutig?
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REDUKTION NORMALISIERBARER M-"TERME I

e FUhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?

Nein: Reduktionsfolgen normalisierbarer Termé@gsen nicht terminieren
(Ax. Ay.y) ((Ox.xxx) (Ax.xxx)) (AX. X)

— (Ay.y) (Ax. x)

— AX. X

Eine “innermost” Strategidihrt bei diesem Term nicht zur Normalform
Ax.Ay.y) ((Ox.xxx) (Ax.xxx)) (Ax.%)

5 (Ax.AY.7) (Ox.xxx) Ox.xxx) (Ax.xxx)) (Ox.X%)

= Ox.A7.y) (Ox.xxx) Ox.xxx) Ox.xxx) Ox.xxx%)) (AX.X)

e Kann man eine Normalform immer finden?

—Ja: Reduktion deswul3ersten RedexIéftmost reductiot) fuhrt zur
Normalform, wenn es eine gibt Beweis: Curry & Feys 1958, p142
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EINDEUTIGKEIT VON NORMALFORMEN I

¢ \Was helldt “eindeutig”?
— Mussen Normalformen textlich identisch sein (Wie 4)?
— Oder sollen sie “nur” den gleichen Wert haben (Wiex und \y.y)?
— Gleichwertigkeit zu fordern ist semantisch sinnvoller

e Semantische Gleichheit vorh-Termen ist extensional
—t = w: es gibtv mitt — vundu — v (¢t undw sindkonvertierbay
— Auch Terme, die nicht normalisierbar sin@den gleich sein

e Ist die Normalform eines A-Terms eindeutig?
—Ja: Reduktion iskonfluent Beweis: Barendregt 1981 §3.2
Gilt t — w undt — v, so folgtu = v (Church-Rosser Theoren)

— Alle Normalformeneines)-Terms sinckongruentund kbnnen
(durch Konversionen) auf denselben Term reduziert werden

— Semantisclgleiche Terme haben dieselben Normalforroder keine
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VoM M-KALKUL ZU ECHTEN PROGRAMMEN I

e \-Kalk Ul ist der Basismechanismus
— Die Assemblersprachteinktionaler Programme
— Spezialhardward. {sp-Maschinen) kanm\-Terme direkt auswerten

e Programm- und Datenstrukturen werden codiert

— Berechnung auk-Ausdricken mulEffekte auf Struktur simulieren
(Analog zu konventionellen Computern, in denen alles als Bitmuster codiert wird)

e Die wichtigsten Strukturen sind leicht codierbar
— Boolesche Operationem; F, if b then s else t
— Tupel/ Projektionen{s,t), fst(p), snd(p), match p with (z,y) —t
— Zahlen und arithmetische Operationen
— Iteration oder Rekursion von Funktionen

e Codierung verwendet definitorische Erweiterungen
— Neue Sprachkonstrukte sidéfinitorische Abkirzungfur existierende
A-Terme, ggf. mit Parameteralinlich zu Macros)
z.B. doppelte Funktionsanwendungrice(f) = Xx. f(f(x))

Der A-Kalk tl kann alle berechenbaren Funktionen rep@asentieren
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DARSTELLUNG BOOLESCHER OPERATOREN IM M-KALKUL I

Wir brauchen zwei verschiedene Objekte und einen Test

-
F
if b then s else ¢t

AX . )\y . X Term fir “true”

A\X. )\y ' Term fir “false”

bst Term fir Konditional

Beweis: Die Konditional(-darstellung) ist invers zuT und F

if T then s else t if F then s else ¢
= Tst = Fst
= (Ax.A\y.x) st = (Ax.Ay.y) st
— (\y.s)t — (Ay.y)t
— S — 1

Zeige: wennF =T ware, dann sind alle A-Terme gleich (ibung)
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BILDUNG UND ANALYSE VON PAAREN I

(u,v) = Jlop. opu v
fst(p) (auchp.1 oderp,) = p (Ax.\y.x)
snd(p)  (auchp.2 oderps) = p (Ax.Ay.y)
match p with (z,y) —t = p (Ar.\y.t)

(uniformer Analyseoperator, oft eleganter in Anwendung)

Der Analyseoperator ist invers zur Paarbildung

match (u,v) with (z,y) —t
(w,v) A\x. \y.t)

(Aop. op u v) (A\x.\y.t)
—r Az . Ay.t)uwv

—  Qwy.tlu/zD v

—  tlu,v/m,yl  kurz i tu/au/y)
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SIMULATION VON ZAHLEN UND ARITHMETIK I

e Darstellung naturlicher Zahlen durch iterierte Terme
— Semantisch: wiederholte Anwendung von Funktionen

— Repiasentiere di€ahln durch den\-Term A\f . \x. £ (f..(fx)..)
— Notation’n = M. \x. f"x n-mal

(Markierungm hilft, eine Verwechselung von Zahlen und zugagen\-Termen zu vermeiden)
— BezeichnungChurch Numerals

o f:N"—N \-berechenbar.
— Es gibt einem\-Termt mit der Eigenschatft

f(x1y.sxpn) =m < t .. ¢, =m

e Operationen mussen “Termvielfachheit” berechnen

— Simulation einer Funktion auf Darstellung von Zahlen
mul3 Darstellung des Funktionsergebnisses liefern

—z.B. muRadd ™ m als Wert immer den Termm+n liefern
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ARITHMETISCHE OPERATIONEN IM M-KALKUL I

e Nachfolgerfunktion: s=An.\Mf. \x. £ (n f x)
—Der Wertvons mn ist der Termn+1
sn = (An.AMf. \xx. £ (nfx)) (M. \x. f"x)

— M. x. £ ((Mf. ) \x. f"x) f x)
— M. x. £ ((Ox. f"x) x)
— M. \x. £ (£" x)

— M. x. 77 x = n+l
e Addition: add = Am. \n. AMf.Ax. m £ (n £ x)
e Multiplikation: mul = Am. An. A\f.Ax. m (n f) x
e Test auf Null: zero = An. n (An.F) T
e \organgerfunktion:
P = An.snd((n (\fx. (s, match £x with (f,x)—f x)) (Az.0, 0)))
e Einfache Rekursion: PRs[b,h] = An. n h b

—Fur f = PRs[b,h] qilt: fO=bund f(sn)=h(fn)
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KORREKTHEIT DES PROGRAMMS FUR DIE ADDITION I

e Zeige: add m m reduziert zu m+n

(Am.dn. AMf.Ax. mf (nf x)) mn
(An.AMf.Ax. mf (nfx))n

M. Xx. mf (n f x)

A Ax. (Mf. ) \x. %) £ (m £ x)
A Ax. (Ox. £x) (n £ x)
M. x. £ (0 £ x)

A x. £ (M. A x. f"x) £ x)
A Ax. £ ((Ax. £7x) x)

A x. £ (£ x)

A Ax. £ x

add m n

| L [ S

]
3
+
S
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PROGRAMMIERUNG REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Funktion, die durch Gleichung f(x)=t[f, x| definiert ist
—d.h. im Programmibrpert darf f sich selbst una aufrufen
z.B. Fakulatsfunktion n! = if n=0 then 1 else n* (n-1)!

¢ Darstellung: Anwendung eines Fixpunktkombinators auft

— FixpunktkombinatarA-Term R, der jede rekursive Funktiofimit der
Eigenschaftf (z)=t|f, ] aus dem Funktiongkpert und den
Variablenbindungerf undx konstruieren kann

d.h. derA-Term F' = R (\f.\x.t) erfullt fUr alle x die Gleichung
RAfAxt)x = Fa=t[F x| = tlR(Af.\x.t),z]
Eine noch allgemeinere Forderung iBtu—=wu (R w) fUr jeden\-Termu

— Programmier notatioriif R(\f. Az .¢) ist “function f(z) =t"
d.h. function f(x) =1 ist definitorische Abkiirzung fur den Term R(\f . \x.1)

Analog ist “function f(x,y) =t” Abkurzung fir R\ f . x. \y.t)

Gibt es solche Fixpunktkombinatoren und wie programmiert man mit ihnen?
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FIXPUNKTKOMBINATOREN GIBT ES TATSACHLICH I

e Bekanntester Fixpunktkombinator ist der Y-Kombinator
—Y = M. (Ax. £ (xx)) (A\x. £ (xx))
Esqgilt Y ¢ = (Af. (Ax. £ (xx)) (Ax. £ (xx))) ¢
— (Ax.t(xx)) (Ax.t(xx))
— t ((x.t(xx)) (Ax.t(xx)))
t Yt) = ¢t (M. (Ox.f&xx)) Ox.f&xx))) D)
— ¢t ((Mx.t(xx)) (MAx.txx)))
—EsgiltalsoY ¢t =¢ (Y t) furjeden beliebigen Term
Das scheint widersinnig, wertre.B. die Nachfolgerfunktion ist

¢ Es gibt auch andere Fixpunktkombinatoren
—T = (Ax.Ay. 7y (xxy)) (Ax.Ay. v (xxy))
hier gilt sogarT t — t (T t) fur jeden beliebigen Term
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BEISPIELE REKURSIV PROGRAMMIERTER FUNKTIONEN I

e Fakultatsfunktion: Esist0! =1 und n! =n* (n—1)! fir n>0
— fak = function fak(n) =if zero(n) then 1 else mul n (fak(p n))
= Y (Afak.An. if zero(n) then 1 else mul n (fak(p n)))
e Subtraktion: n—m = n, fallsm=0, sonstin—(m—1))—1
—sub = function sub(n,m) =if zero(m) then n else p(sub n (pm))
e fest n<m:. Esistn<m genaudann, wenn+1—m =0
—less = An.Am. zero(sub (s n) m)

e Division: Suche das erstemitn<(z+1) » m). Starte Suche bei 0
—div = An.Am. (function search(z) =
if less n (mul zm) then p z else search(s z)) 0

e Ackermannfunktion:
— A = function A(n,x) =
if zero(x) then 1
else if zero(n) then if zero(p x) then 2 else add x 2
else A(p n) (A n(p x))
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DER M-KALKUL 1ST TURING-MACHTIG I

Alle p-rekursiven Funktionen sind A-berechenbar

e Nachfolgerfunktion s: s = An.AMf.Ax. n f (f x)
e Projektionsfunktionen pr,.: pr = Ax..)X%,. X,
e Konstantenfunktion ¢ : <" = Ax. . Ax,. W

e Komposition f o (g1, .-, 9n):
o = M.)Ag.. g, \x.f(gx)..(g,x)

e Primitive Rekursion Pr|f, g|:
PR = A\f.)\g. function h(x) = \y.if zeroy then fx else gx (py) (hx (py))

e Minimierung p|f]:

Mu = Af.)\x. (function min(y) =if zero(f xy) then y else min (sy)) 0
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DAS HALTEPROBLEM I

Terminierung von A-Termen ist unentscheidbar

e Beweis stitzt sich auf wenige Erkenntnisse
— Az.x terminiert mit Wert\x.x
— | =Y (Ax.x) terminiert nicht, d&' (\z.z) = (Ax. x x) (Ax. x x)
— Die Boole’schen Wahrheitswerte sind verschiedén# F

e Einfacher Widerspruchsbewels

—Wir nehmen an, Terminierung voxTermen sei entscheidbar
T falls t terminiert
F sonst

— Definiere d = \z.if h(x) then L else A\x.x.

— Dannh(Yd) = h(d(Y d)) = h(if h(Y d) then L else Ax.x)
h(l)=F, fallsh(Yd) =T

h(dx.x) =T, fallsh(Yd) =F

— Dies ist ein Widerspruch, also ist das Halteproblem nictdareidbar
Mehr zum Halteproblem un@hnlichen Unbsbarkeiten in Einheit 5.5

d.h. es gibt einen-Termh mit h(t) = {

alsoh(Y d) =
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ARITHMETISCHE REPRASENTIERBARKEIT I

Rechtfertigung logischer Programmiersprachen

e Spezifikation von Funktionen in logischem Kalkil
— Formeln repaisentierercin-/Ausgabeverhalten von Funktionen
— Repiasentation mul3 eindeutig sein (nur eine Ausgabe pro Eingabe
— Eindeutigkeit muld ausschliel3lielis logischen Axiomen bewelisksain

e Zentraler Begriff: Gultigkeit in einer Theorie
— LogischeTheorie T' gegeben durcformale Sprachend Axiome
— FormelF istgultig in 7" (=7 F'), wennrF' logisch aus den Axiomen folgt

e Berechenbarkeitsbegriff: £:N¥—N reprasentierbar in T’
— Es gibt eine Formel" mit =7 F (i1, ..,%,7) 9.0.W. f(i1,..,%1)=7,
d.h. in der Theorid'’ ist beweisbar, ol einen bestimmten Wert annimmt
—n Ist einTermder formalen Sprache, der di@ahl» codiert
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DIE ARITHMETISCHE THEORIE Q I

e Formale Sprache
— Sprache der Rdikatenlogik (mit Gleichheit)
— Konstantensymbdl
— Einstelliges Funktionssymbel
— Zweistellige Funktionssymbole undx

e Semantik Logik + 7 Axiome (ohne Induktion!)
Q: Vr,y.s(z)=s(y)=r=y Qi Vo.z+0=
Q, V. s(x)#0 Qs Va,y. x+s(y) =s(z +y)

Q; Vr. 2£0=Jy.x = s(y) Qs: Vx.zx0=0
Qr Vx,yxxsy)=(x*xy) +
e Axiome gelten auch fir Nichtstandardzahlen
— Es sind auclandere Interpretationen der Symbsle-, * moglich
Definiere Operationes) +, x auf NU{oo,00’ }
Kommutativiét, Assoziativiit missen auNU{oco,00" } nicht gelten

Dennoch kann man alle berechenbaren Funktion&h naptasentieren
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REPRASENTIERBARKEIT IN O |

e £:N*¥ N arithmetisch reprasentierbar
— [ istrepiésentierbar irQ, wobei n <N codiert als7 = s(...(s(0))...)

VO
n—mal

e Addition ist arithmetisch repr asentierbar
— Bestimme 3-stellige Forme@bD mit i+j=k gdw. =0 ADD(7, 7, k)
Einfach, dat+ Teil der Sprache ist: ADD(x1, x9,y) = y=21+x2

Korrektheit der Repr asentation

Zeige:fur alleid, j, k e N miti+j=Fk gilt o k=i+j (= ADD(7,7,K))
(Beweis fir i+j#k impliziert =g k+#i+j ist analog)

Sei: beliebig, aber fest. Wirdfhren den Beweis durch Induktiaiber;:

— Fir j = 0 folgt i=Fk, alsoi=k undiiber Axiom Q: =0 i+0=1i

— Es gelte=o n=i+; fur allen undj=m N miti+j=n und es gelté+;j=k.
Dann giltk = i+m+1 = n+1 undk=s(n).
Mit Axiom Qs folgt =g i+j = i+s(m) = sGi+m) = s(n) = k
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WICHTIGE REPRASENTIERBARE FUNKTIONEN I

e Multiplikation MUL(z1, T9,y) = Y=T1*To
e \ergleich < (Hilfspradikat tir Funktionsbeschreibungen) ~ LE(x,y) = dz.z+z=y

< LT(x,y) = LE(s(z),y)
e Subtraktion SUB(x1, xo,y) = x1=wo+y v (LE(x1,29) A y=0)
e Division DIV(x1,29,q) = dr.LT(r,z9) A To*q+r=1x4

Divisionsrest/Modulo
MOD(x1,x2,7) = LT(r,xs) A 3q. xo*q+r=1

e Teilbarkeit (pradikat) DIVIDES(x1,x2) = dq. x1*q=29
Primzahleigenschaft(pradikat)
PRIME(z) = LT(1,z) A Vy.(LT(y,z) ALT(1,y)) = —DIVIDES(y,x)

Reprasentierbarkeit in Q ist Turing-m achtig
— Alle u-rekursiven Funktionen sind regwsentierbar ir© — Anhang
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WEITERE MODELLE FUR BERECHENBARKEIT I

e Abakus

— Erweiterung des mechanischen Abakusiebig viele Stangen / Kugeln
— Zwei OperationenKugel hinzunehmen / Kugel wegnehmen

e Registermaschinen
— Direkter Zugriff aufendliche Zahl von Registern
— Register enthalten (unbegrenzte)imithe Zahlen
— Befehle entsprecherxiementarem Assembler

e MinI-PASCAL / mini-JAVA
— Basisversion einer imperativeideren Programmiersprache
— Arithmetische Operationen, Fallunterscheidung, Stdmel
— Operationale Semantgrklart Bedeutung der Befehle

e Markov-Algorithmen
— Wie Typ-0 Grammatiken, aber nigster Strategiéir Regelanwendung
— Verarbeitet Eingabewortstatt mit einem Startsymbol zu beginnen

Alle Modelle sind ebenfalls Turing-machtig
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DiE CHURCHSCHE THESE I

¢ Alle Berechenbarkeitsmodelle sindaquivalent
— Keines kann mehr berechnen als Turingmaschinen
— Es ist keine Funktion bekannt, die man intuitiv als beretlaen
ansieht, aber nicht mit einer Turingmaschine berechnen kan

e These von Alonzo Church Die Klasse der
Turing-berechenbaren Funktionen ist identisch mit
der Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen
— Unbeweisbale, aber wahrscheinlich richtige Behauptung
— Arbeitshypothesefur theoretische Argumente, die es

ermoglicht, in Beweisen intuitiv formulierte Programme
anstelle von konkreten Turingmaschinen zu verwenden
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BERECHENBARKEITSMODELLE IM RUCKBLICK I

e Es gibt vieleaquivalente Modelle
— Maschinenbasierte Modell&@uringmaschinen, Registermaschinen, ...
— Programmiersprachenbasierte ModeNeni-PASCAL, Mini-Java, ...
— Abstrakte mathematische Beschreiburekursive Funktionen
— Funktionale Programmierung-Kalkul
— Logische Programmierundrithmetische Repgsentierbarkeit

¢ Alle Berechenbarkeitsmodelle sind i.waquivalent
— These Alle berechenbaren Funktionen sind Turing-berechenbar
(oder rekursivi-berechenbar, arithmetisch ragentierbar, .. .)
— Die Theorie des Berechenbarigimgt nicht vom konkreten Modell ab
sondern basiert auf allgemeinen Eigenschaften, die allggi®
(implizit) gemeinsam haben
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ANHANG
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REPRASENTIERBARKEIT IN Q IST TURING-MACHTIG (I)

Definiere Min-rekursive Funktionen
Definition rekursiver Funktionen ohne primitive Rekursion

e R,,in. Menge der min-rekursiven Funktionen
— Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfuoik sowie

— Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen
durch Komposition oder Minimierung entstehen

Wichtiger Sonderfall fiir Vergleiche mit anderen Modellen

e R,,in © R: min-rekursive Funktionen sing-rekursiv
— Offensichtlich, da Additition:-rekursiv ist

e R CR,,in. u-rekursive Funktionen sind min-rekursiv
— Beschreibe Abarbeitung des Stacks einer primitiven Reedmr
— Suche nach erstem erzeugten Stack @sge 1 (Details aufwendig)
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REPRASENTIERBARKEIT IN Q IST TURING-MACHTIG (IT)

Alle min-rekursiven Funktionen sind repr asentierbar

e Nachfolgerfunktion s: S(z,y) = y=s(x)
e Projektionsfunktionen pr) : PR (Z1, .., Tn, YY) = Y=Tm
e Konstantenfunktion ¢t : CM (x1, .., 20, y) = y=m
e Addition add. ADD(z1, T2, y) = y=T1+Ts

e Komposition f o (g1, .5 9n):

H(Z,z) = 3y, Yn-(GLZ, y1) Ao AGR(Z, Yn) AF (Y1 o Yns 2))
H repiasentiertf o (g1, .., g»), wennF, Gy, ..G,, Rep@sentationen voi, g1, .., g,

e Minimierung p|f]:
H(Z,y) = Yw.LEGw,y) = [F(Z,y,0) < w=y]
H reprasentieru| f], wennF Rep@asentation vorf
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