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KOMPLEXITATSTHEORIE
WAS KANN MIT VERTRETBAREM AUFWAND GELbST WERDEN?

e Berechenbarkeitsanalyse alleine reicht nicht
— Klart nur die Grundsatzfrage: berechenbar/entscheidbamaoxie
— Fur praktische bsbarkeit mulBerechnungsaufwand vertretlsmain

e Typische Fragestellungen

— Wie schnell kann man Dategize in grol3en Datenbanken finden?
Bei 100 Milliarden Eintagen braucht man im Schnitt 50 Milliarden Schritte
.. aber nur 37 Schritte, wenn Sortierungs#iskkel vorhanden sind

—Warum ist eine https-Verbindung praktisch nicht zu knaGken
- Mit dem richtigen Schissel ist die Kommunikation sehr schnell
- Aber Angriffe auf die Versclilsselung brauchen mindesteins’ Schritte

— Kann man eine Rundreise durch alle Knoten eines grof3en &naph
In akzeptaber Zeit planen?
- Bisher nicht ndglich, schon ab 70 Knoten ist es so gut wieasflar
- Aber wenn jemand einen Vorschlag macht, kann man diesdnt i@erpiifen

Kann man den Aufwand moglichst genau analysieren?
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KOMPLEXITAT HANGT VON VIELEN FAKTOREN AB I

e Grolde der Eingabe
— Sortieren von 100 Milliarden Eirdgen daueridnger als 10000 Eirdge
— Bei kleinen Eingaben sind fast all&@sungen eines Problems gleich gut

e Berechnungsparadigma
— Deterministische sequentielle Algorithmen sind der &aad

— Parallele, nichtdeterministische, probabilistischgokithmen kKnnen oft
erheblich effizienter sein

— Echte parallele / nichtdeterministische Maschinen galbes jetzt) nicht

e Berechnungsmodell (Programmiersprache / Hardware)
— Turingmaschinen sind ineffizienter als von-Neumann Askturen
— Imperative, funktionale, logische Sprachen sind unteesiiich effizient
— Unterschiede sind erheblich geringer als bei Berechmargdigmen

e Art der betrachteten Ressource
— Zeitbedarfeines Algorithmus Time
— Speicherbedaides Verfahrens (RAM, Harddisk) Space
— Netzzugriffe, Zugriff auf andere Medien, Stromverbrauch
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KONSEQUENZ FUR SINNVOLLE KOMPLEXITATSANALYSEN |

e Komplexitat sollte Funktion der Eingabegrol3e sein
— Wie stark vachst der Ressourcenaufwand relativ zubl€&r des Problems?

e Entscheidend ist die Komplexiat der Algorithmen
— Hardwaresteigerungen bringen erstaunlich wenig
— Wenn Algorithmen schlecht sinditzt die beste Hardware wenig
Auch 100000 Cores heben den Unterschied zwischen 50 Midraund 37 nicht auf
e Die Mel3grofde der Komplexitat muld objektiv sein
— Unablangig von konkreter Hardware und Programmiersprache,
Optimierungsahigkeiten des Compilers oder Auswahl der Testdaten

e Genaue Analysen sind weder praktikabel noch sinnvoll
— Zumuhsambei nichttrivialen Algorithmen
— Zu abhangig vonProgrammiedetailsund Maschinenmodell
Komplexitatsmalde sollten von unwichtigen Details abstrahieren
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FRAGESTELLUNGEN DER KOMPLEXITATSTHEORIE I

¢ \Wie analysiert man die Komplexitat von Problemen?
— Formalismus zur Abs@tzung oberer und unterer Schranken
— Analysen auf der Basis abstrakter Algorithmen

e Komplexitatsklassen
— Welche Probleme haben (in etwa) den gleichen Schwietskaid?
— Kann man effiziente disungen wiederverwenden? (Problemreduktioh
— Was ist deZusammenhang zwischen Platz- und Zeitbetlarf

¢ Welche Probleme sind handhabbar?
— Wo liegt die Grenze?
— Gibt es Probleme, die nicht effiziertslbar sind?
— Lassen sich nichtdeterministischédungen effizient umsetzen?

— Welche Verbesserungknen unkonventionelle Aagze erreichen?
(approximierende, probabilistischMerfahren)
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Grundkonzepte der Komplexitatsanalyse

1. Komplexitsmodelle

2. Komplexiatsklassen und -hierarchien
3. Analyse konkreter Probleme

4. Handhabbarkeit



ABSCHATZUNG DER KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN I

e Formales Komplexitatsmodell basiert auf Turingmaschinen
— Bestimme Aufwand relativ zur GRe der Eingabe
- Thrr(n) =maXty(w)| lw|l=n} (worst-casg
- Syr(n) =max{sy (w) | lw|=n} Einheit 5.1, Folie 7
— Jedes andere (sequentielle) Maschinenmodiiéwgenauso gut geeignet
— Average-case Analyseninden zuatzlich statistische Modelle bétigen

e Konkrete Analysen verwenden einEinheitskostenmodell
— Vereinfachte (modellunalingige) Ahlung von Elementaroperationen
— Operationen wie, -, *,/,...dgelten (bei fester Zahlenm?e) als ein Schritt
— Konstanter Expansionsfaktbei Ubersetzung in Turingmaschinen

e \Wichtig ist asymptotisches Verhalten @ir grof3e Eingaben
— Komplexitat wird alsGroienordnungelativ zur Eingabed@i3e angegeben
(logarithmisch, linear, quadratisch, exponentiell, ...)
— Analyse kann additive Konstanten und konstante Fakt@morieren
(lassen sich durch Hardwaresteigerungen ausgleichen)
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DIE MATHEMATIK ASYMPTOTISCHER VERGLEICHE I

e g<,f (“f wachstasymptotisch schneller alg”)
— Es gibt einng e N mit g(n)<f(n) fur allen>n,
Ab einer bestimmten Stelle istimmer mindestens so grol3 wije

e (GrofRen-0Ordnung einer Funktion
— f alsobere SchrankeO(f) = {g:N—R"| Jc>0. g< cx [}
— f alsechte obere Schrankeo(f) = {g:N—R"|Ve>0. g<,cxf}
— f als untere Schranke2(f) = {g:N—R"| 3c>0. cxf<,g}
— f als exakte Schrank® (f) = {¢:N—R"| 3¢, >0. ex f<,9<,x [}
Schreibweisen aucl¥ (1) = O(An.1), O(n) = O(An.n), O(n*) = O(An.n?)...

e Beispiele fir Ordnung konkreter Funktionen

— Konstante Funktiony, (n)=k fur allen g1€0O(1)
— Polynomei,(n)=5n°+2n° + 47 go€O(n?)
Allgemein: cotcrxn+..+cpxn e O(n™)
— Logarithmenfunktionerny;(n)=logiy n g3 € O(logon)
)

— Fakul&tsfunktion:g,(n)=n!=1x2x%..xn g1€O(n"
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KOMPLEXITAT VON MASCHINEN UND SPRACHEN I

e Komplexitat einer Maschine M
— M hatZeitkomplexiat O( f), falls T, € O( f)
— M hatPlatzkomplexiit O(f), falls Sy; € O( f)

e Komplexitat einer Sprache (“eines Problems™)L
— L hat (deterministische) Zeitkomple&t O( f),
falls es eine DTMM mit 7, € O(f) und L = L(M) gibt
— L hat nichtdeterministische Zeitkomple&itO( f),
falls es eine NTMM mit T, O(f) und L = L(M) gibt

— L hat (nicht-)deterministische PlatzkomplexiiO( f), falls
L =L(M)fureine DTM (bzw. NTM)M mit Sy; € O(f)
— Statt “Sprache L" wird oft auch “Problem P" oder “Menge M" benutzt

e Komplexitatsklassen

TIME( f) ={L|L hatdeterministische ZeitkompleattO(f)}
NTIME( f) ={L|L hat nichtdeterministische ZeitkomplexitO( f)}
SPACE(f) ={L|L hatdeterministische PlatzkompletO(f)}
NSPACE(f) = {L | L hat nichtdeterministische Platzkompléxi©O( f)}
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WICHTIGE KOMPLEXITATSKLASSEN I

e LOGSPACE =|J, SPACE(logh n)

Klasse demit logarithmischem (Berechnungs-)PlafisbarerProbleme
o P =, TIME(n")

Klasse dern polynomieller Zeit bsbarerProbleme
o NP =J, NTIME(nk)

Nichtdeterministisch in polynomieller Zeib$bareProbleme

e PSPACE =\J, SPACE(n*)
Klasse dern polynomieller PlatzdsbarerProbleme

e NPSPACE =|J, NSPACE(n*)
Nichtdeterministisch in polynomieller PlatadbareProbleme

e EXPTIME =, TIME(2™)
Klasse demn exponentieller ZeitdsbarerProbleme

Wie stehen diese Klassen zueinander?
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7ZEIT- VS. PLATZKOMPLEXITAT I

e DTIME(f) CNTIME(f)
— NTMs sind mindestens genauso effizient wie DTMs

e DSPACE(f)CNSPACE(f)

— Gleiches Argument

e NTIME(f)SDSPACE(f)
—In Zeit O( f) kann man maximabD( f) Speicherzellen verwenden

e NSPACE(f)CDTIME(27) (alls f <(log, n))
— Eine terminierende Maschine, die maxinféh) Bandzellen aufsucht,
terminiert nach maximalT'|/) x |Q|  f(n) Schritten
(Zahl der Konfigurationen = BandinhakeZustandex Kopfpositionen)
e Hierarchie der wichtigsten Komplexitatsklassen
~-LOGSPACECPCcNPCPSPACECEXPTIMEC ...
— Es wird vermutet, dalf3 alle Inklusionen echt sind
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KOMPLEXITATSANALYSE KONKRETER PROBLEME I

Wie effizient ist ein Problem losbar?

e Obere Schranke:Analyse von Losungsalgorithmen
— Problem istmaximal so schwer wie der beste bekannte Algorithmus
— Mathematische Analyse spezifischer Algorithmen ist anflig
— Haufig reicht ein@Abschatzung auf Basis der Algorithmenidee

e Untere Schranke: Mindestzahl notwendiger Operationen
— Zeigt an, ob ein bsungsalgorithmusptimalist
Weitere Optimierungendnnen sich auf Details konzentrieren
— Analyse aufwendig, da selten klar ist was wirklich notwignsit

e Oft gibt es L licken zwischen oberer und unterer Schranke
— Es ist unklar, ob der beste bekannte Algorithmus optintal is

— Haufig: Algorithmus muf3 gezielt naclbsung des Problensichen
und Suche nachdsung ist aufwendiger als ihre Konstruktion
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ANALYSE KONKRETER ALGORITHMEN: BINARSUCHE I

function searchy;,(x,L) = ListeL mul3 sortiert sein

let function search;(x,L,left,right) =
if left>right then return false
else
mid := (left+right) div 2;
if x<L[mid] then search,(x,L,left,mid-1)
elseif x>L[mid] then search,(x,L,mid+1,right)
else return true
fi;
return search;(x,L,1,length(L))

— Anzahlvon Operationempro Aufruf von search; ist eineKonstantek
Anzahl der Aufrufe vorsearch, ist entscheidendir Komplexi@at

— Abstandvon left undright halbiert sich pro Aufru{mit Abrundung)
— Abstand zu Beginn ist—1 (n ist die GiOl3e der Listd.)
— search; terminiertbel Erfolg odemwenn Abstand Null ist

Losung der Gleichungme(n) = k+time(|n/2|) ist time(n) = kxlogyn

U

Binare Suche ist inO(logs n)
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KOMPLEXITATSABSCHATZUNG: SORTIERVERFAHREN I

Abstrakte Algorithmenskizze reicht fur Laufzeitanalyse

e Identifiziere Laufe (geordnete Tellfolgen) in der Liste
9/7/8|2/1|5|6
e \/erschmelze Llaufe zu neuen Laufen ol718l2l11516

718/9/112/5|6

—Verschmelzen liegt i (n) (Liste wird jeweils komplett durchlaufen)
—Verschmelzen halbiert Anzahl dealfe(je zwel werden gemischt)

e Wiederhole bis Liste geordnet ist 7181911121516

112|5|6|7|8|9

— Am Ende ist ein einziger Laufbrig, d.h. dieListe ist sortiert
— Man braucht maximabg, n Verschmelzungszyklen

Sortieren durch Verschmelzen ist inO (n* logs 1)
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ANALYSE UNTEREN SCHRANKEN: SORTIEREN I

Geht sortieren schneller alsO (n* logs n)?

e Sortierverfahren mussenkElementevergleichen
— Sonst kann die Anordnung der Elemente nicht garantiemever
— Wieviel Vergleiche werden bétigtumay, .., a,, zu ordnen?
— Bestimme Anzahl der Vergleicharfdenunginstigsten Fall

e Betrachte Entscheidungsbaunvon Algorithmen

ai <> as
< >
a9 <> as a9 <> as
< > < >
a1a20as @,1 < CL@ @,1 < CL@ asz3asa1
< > <
aiasar asa1a aoa1as aoas3aq

— Innere Knoten entsprechen den durcligetenVergleichen
— Kanten markiert mivergleichergebnis<,>)
— Blatter sind resultierend&énordnung der Elemente
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ANALYSE UNTEREN SCHRANKEN: SORTIEREN (II)

|a1a3a2‘ |CL3(11(12‘ ‘agal(lg‘ ‘CLQCLgCLl‘

e Jeder Algorithmus entspricht einem Entscheidungsbaum
— Abarbeitung @ir konkrete Eingabeantspricht einem Ast im Baum
— KonkreteLaufzeit des Algorithmugntspricht_ange des Astes
— Komplexitatdes Algorithmus entsprichiiefe des Entscheidungsbaumes
Komplexit@at von Sortieren= minimale Tiefe von Entscheidungsmen

e Wie tief ist ein Entscheidungsbaum?
— Jeder Entscheidungsbauor hata, .., a,, hatn! Blatter
— Ein birarer Baum defiefe k& hat maximab® Blatter
— Jeder Entscheidungsbaum hat mindestesi® log, /!
—logy n! =log,(IT¢) = XLy logy i> XL »logy(n/2)=n/2x(logyn — 1)

Sortieren ist in Q2(n * logs n)
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KOMPLEXITAT HAUFIGER PROBLEMSTELLUNGEN I

e Arithmetik auf grof3en ( k-stelligen) Zahlen
— Addition: Einstellig von rechts nach links miitbertrag O(k)
— Multiplikation: Jede Stelle muf3 mit jeder multipliziert werden? (k?)
— Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k?)

o Matrixmultiplikation mnXmn-Matrizen O(n?)

e Berechnung vonn/! O (n?x(log, n)?)
— Obergrenzen-fache Multiplikation vonn undn!:  n * log, n * log,(n'")
— Untergrenzen /2-fachn/2x(n/2)l: n/2 xlogy(n/2) * n/4x(logy n — 2)

e Primzahltest bel k-stelligen Zahlen O (k1?)
— AKS Algorithmus auf Basis tiefer mathematischer Einscht  (2002)
— Alle fruheren Verfahren waren exponentiell
— Alle bekannterfFaktorisierungsverfahren sind exponentiell
— Ergebnigyut fur offene kryptographische Systerfveahlek > 500)
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

Gegebem Stadte, eine Kostentabelle von Kostenum von Stadt nach
Stadt; zu reisen und eine KostenbesghkungB. Gibt es eine Rundreise
durch allen Stdte, deren Kosten unter dem Linaitliegt?

e Formulierung als Graphenproblem — Handout Graphentheorie

— EinHamiltonscher Kreigm GraphenG = (V, F) ist ein Kreis, der nur
aus Kanten aug’ besteht und jeden Knoten genau einmalibet:

— TSP: Finde einen Hamiltonschen Kreis mit Kosten maximial

10 10
@ @) @ @)
9 4 9 4
8 8
3 @ 3) @ |7
15 23 15 1 23
12 12
) ©) ) ©)
Nur eine Rundreis€1,3,5,6,4,2] Mehrere Rundreisen aglich
Kosten:73 Kosten von[1,2,6,5,4,3] sind57
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WAS 1ST DIE KOMPLEXITAT DES TSP-PROBLEMS? I

e Graphen konnen sehr komplex sein

10 14 14
(1) (2) (1) 10)
9 > AN 13\ 8 11
8 38 44
N D 2 -
: (3) 4) . 8) . 11) ;
11 21 12
15 23 25 29
12 16 .
(5) (6) (9) 12

e Einziger allgemeiner Algorithmus ist “Generate & Test”
— Test ist linear, aber es gibkponentiell viele Mvglichkeiten
— Es ist kein bessererdsungsalgorithmus bekannt

Ist das TSP noch effizient handhabbar?
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60...] 1000 1 Mio|100 Mrd
Wachstum
log,n| 1ns 2ns 3ng 6ns 12ns
n| 3ns o6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns300us 30s
nxlog,n| 10ns 25ns 45ns 65ns  85ns110ns 3us 6ms  18m
n? 30ns120ns$270n$480ns 750nsl.1us | 300us 300s 950y

n’| 300n$2.4us 8.1:519.2us 37.5:8 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300us300m$ 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us 1.1s 17.3h 116y2.5Mrdy

Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?

logn n n? n’ 2" 3"
Problemsteigerung*"’-fach 1000-fach 31-fach 10-fach plus 10 plus @
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KONSEQUENZ FUR HANDHABBARKEIT VON PROBLEMEN |

e Investitionen In Hardware helfen nur beschrankt

— Wenn ein Algorithmus nicht in polynomieller Zedauft,
nutzt auch ein Hochleistungsrechner nichts

— Es lohnt sich, in di&erbesserung von Algorithmezu investieren
Geeignetere Datenstrukturen, bessere Suchstrukturen,
Grundsitzlich neue Zugnge (out-of-the-box Denken)

— Lohnenswert sind Verbesserungen um mindestens emiée@ordnung
z.B. vonO(n?) auf O(n?) auf O(nxlogn) oder vonO(2") auf O(2v")

e Polynomielle Losbarkeit ist entscheidend
— Ein Problem gilt als handhabbar, wenn esAniegt

— Unterschiede innerhalb polynomieller Komplé&tisind tolerierbar
aber durchaus relevariirfkonkrete Implementierungen

— Exponentieller Aufwandist fur die Praxisunakzeptabel
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