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Zusammenfassung Dieser Artikel gibt einettJberblick Uiber die primitiv- und
pu-rekursiven Funktionen. Er ist gedacht als Hintergrundemiti zur Erganzung
der relativ knappen Abhandlung in der Vorlesung “Einfuhguin die Theoreti-
sche Informatik I1”.

1 Rekursive Funktionen

Rekursive Funktionen sind moglicherweise der altestekkete Ansatz zur Erklarung
von Berechenbarkeit (Dedekind 1888 [3]). Das Konzept antstange, bevor man tiber
Maschinenmodelle nachdachte, und benutzt einemathematisch&orgehensweise
um zu beschreiben, welche Funktionen berechenbar sind.

Das Konzept der rekursiven Funktionen geht davon aus, daBetgiff der Be-
rechenbarkeit etwas intuitiv Einsichtiges sein ist. Baiigegn elementaren Funktio-
nen wirde niemand ernsthaft bezweifeln, dal sie bereehesdin muissen. Hierzu
zahlt zum Beispiel dieNachfolgerfunktior(oft mit s bezeichnet), die bei Eingabe ei-
ner natirlichen Zaht die nachstgrof3ere Zahl bestimmt, denn Zahlen ist eiaend
tuitivsten Berechnungsmechanismen. Auch die sogenamnigektionsfunktionerdie
aus einer Gruppe von Werten, .., x,, einen spezifischen Wer, herausgreifen — wir
bezeichen sie mipr;’ — sind offensichtlich berechenbar und das gleiche giltafile
Konstantenfunktiongmlso Funktionen, die unabhangig von der Eingahe., x,, im-
mer denselben Weft zuriickgeben. Wir verwenden hierfur die Bezeichnupg

Intuitiv einsichtig ist auch, dal3 man berechenbare Funkticauf verschiedene Ar-
ten zusammensetzen kann und dabei wieder eine bereché&nldteon erhalten muf3.
Dies gilt sicherlich fur die einfachéompositionvon Funktionen, also die Hintereinan-
derausfuhren mehrerer Berechnungen, bei der das ErgeineisReihe von Funktio-
nengs, .., g, als Eingabe fur eine andere Funktigmient, was man ublicherweise mit
folgi, .., gn) bezeichnet.

Auch dielteration einer Funktionf, also ihre wiederholte Anwendung auf ihr eige-
nes Ergebnis, ist ist offensichtlich leicht zu berechnenPrinzip entspricht dies einer
vielfachen Kompositioryo fo...of. Im Gegensatz dazu ist die Anzahl der Kompositi-
onssschritte jedoch nicht fest vorgegeben, sondern gdpaon der Eingabe. In der
Mathematik verwendet man daher zur Beschreibung einedatiafRekursion da dies
praziser ist und (induktive) Beweise tUber Eigenschafenechenbarer Funktionen ver-
einfacht. Die rekursive Betrachtung erlaubt es auch, datton mehrstelliger Funktio-
nen zu beschreiben, was mit der einfachen Schreibwgige...o f nicht moglich ist.
Bei der sogenanntgimimitiven Rekursioiibernimmt eine Initialfunktiory die Berech-
nung des Startwertes fir null Iterationen, wahrend ecteiffunktion die Rolle einer
erweiterten Komposition tbernimmt: sie bestimmt, wie Oeberige Funktionsergeb-
nis, die Anzahl der bisher durchgefihrten Iterationen diedrestlichen Eingabewerte



im nachsten lterationsschritt weiterverarbeitet werd&fir verwenden im folgenden
die Bezeichnund’r|g, /| fur die so entstehende Funktion.

Primitive Rekursion und Komposition sind derart macht\gechanismen, dal es
schwer ist, berechenbare Funktionen zu konstruieren,iclie mit diesen Operationen
ausgedruckt werden konnen. Erst einige Jahrzehntersgilite sich heraus, dafld ei-
ne weitere Operation, die sogenaniaimierungnotig war, um alle berechenbaren
Funktionen zu beschreiben. Minimierung, Ublicherweise i bezeichnet, sucht die
erste Nullstelle der Funktiofi. Im Prinzip ist auch dies wieder ein iterativer Prozess.
Im Gegensatz zur primitiven Rekursion wird allerdings diezahl der Iterationsschrit-
te zu Beginn nicht vorgegeben. Die Suche wird erst beendatnwie erfolgreich war
und kann daher moglicherweise nicht enden.

Es ist leicht einzusehen, daf’ die oben beschriebenen Baektund Operationen
auf dem Papier schematisch, also durch einfaches BefolgenfRechenvorschrift, aus-
gerechnet werden konnen. Wichtig ist aber auch, wie diesdh&vorschrift formali-
siert werden kann, so dal3 keine Zweifel Giber die durchmefide Berechnung ent-
stehen konnen. Heutzutage wirde man dafir eine Progienspnache entwickeln, die
dann auf einem abstrakten Maschinenmodell, meist einevdxriNeumann Maschine,
ausgefuhrt wird. Diese Maschinenmodelle wurden abes€rgahre nach den rekursi-
ven Funktionen entwickelt und sind — aus mathematischédt Siauch wenig elegant,
da die Beschreibung der Bedeutung eines Programms aufgvishdind Beweise meist
sehr kompliziert macht.

Der Kalktl der rekursiven Funktionen wurde daherRmktionenkalldl gestaltet,
der zur Beschreibung von Berechenbarkeit nur die Funkticedbst verwendet. Man
legt fest, welcheésrundfunktionerals berechenbar gelten und welchperationerauf
berechenbare Funktionen angewandt werden kdnnen, umbeeeehenbare Funktio-
nen zu erzeugen. Die Funktionsargumente tauchen iBekshreibungler berechenba-
ren Funktionen tiberhaupt nicht auf, sondern erst, wersedteinktionen fur konkrete
Eingabewerte ausgerechnet werden sdlidn.diesem Sinne ist der Kalkiil der rekur-
siven Funktionen eingehr abstrakte mathematische Programmierspradieeman als
Vorlaufer des informatiktypischeBaukastensystenasisehen konnte.

Die wesentliche Schwierigkeit fur Informatiker liegt heutage in deAbstraktion
also der Beschreibung des Funktionsverhaltens, ohne eapl&it auf die Funktionsar-
gumente einzugehen. Wir wollen diese Vorgehensweise ayesiBeispielen erlautern.

Beispiel 1 (Abstrakte Funktionsbeschreibungen)

— Wir wollen eine Beschreibung der Funktien finden, welche bei Eingabe einer
Zahlx den Wertz+2 berechnet, also 2 addiert. Dabei darf in der Beschreibung de
Funktion das Argumenit nicht genannt werden.

Wir wissen, dal¥-+2 dasselbe ist wie die zweifache Addition von 1, alspl+1.
Abstrahiertist dies die doppelte Anwendung der Nachfdlgektions, alsos(s(x)).
Damit ist die Funktiont, die Komposition vons unds und die gesuchte Beschrei-
bung ist 4, = s0s.

! Diese Vorgehensweise ist aus der Analysis bekannt, in deklaleitungsoperatod /dz eben-
falls nur auf Funktionssymbole ohne Argumente angewanit,wim die erste Ableitung einer
Funktionals Funktionzu generieren.



— Gesucht ist eine abstrakte Beschreibung/tétition zweier Zahlen: undy.
Das Ergebnis lal3t sich darstellen alfache Addition von 1z+y = o+ 1+...+1.

Diese Iteration muf3 nurekursivbeschrieben werden. y—mal
Der Initialwert fir y = 0 ist eine null-fache Addition von 1 x+0 ==z
Im Schrittfall verwenden wir das Ergebnis der Addition voandy,

um die Addition vonr undy+1 zu bestimmen r+(y+1) = (z+y)+1)

Wir miussen nun diese Gleichungen als Funktionsanwendaulbgschreiben. Der
Initialwert ergibt sich durch Anwendung derojektionpr{ auf die Eingabe:. Der
Schrittfall ergibt sich durch Anwendung venauf das bisherige Funktionsergeb-
nis z+y. Die Anzahly der bisher durchgefiihrten Iterationen und der Eingabewer
x werden nicht verwendet und mussen durch eine entspreetemgektion aus-
geblendet werden. Die Schrittfunktion hatte somit diet&lesopr?, wobeii die
Position des bisherige Funktionsergebnisses unter degd#enten bezeichnet.

Bei der Ublichen Formalisierung der primitiven Rekurseswartet man das Funk-
tionsergebnis an der letzten Stelle aller Argumente. Darare die gesuchte Be-
schreibung der Additionsfunktiondd = Pr|pri, soprs]

— Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahiemdy lal3t sich am einfachsten
durch einen Suchprozel3 beschreiben. Man sucht, beginmemntkbgrol3eren der
beiden Zahlerr undy, die kleinste Zaht, die vonz undy geteilt wird.

Um diese Suche in der Denkweise der rekursiven Funktiondegahreiben, muf3
man zunachst einen Test auf Teilbarkeit als rekursive &omk ;;,;4.s darstel-

len (siehe Beispidl 16), welche bei Eingahe z) genau dann den Wert 0O liefert,
wennz die Zahly teilt. Addiert man dann die Ergebnisse vaR,qes(z, z) und
taivides (Y, 2), SO bekommt man genau dann das Resultat 0, wenn beide Tests er
folgreich waren.

Auf ahnliche Weise erganzt man noch einen Testxely bzw. y<z gilt (siehe
Beispiel[9). Dies ergibt insgesamt eine rekursive Funkfipdie genau dann das
Resultat O liefert, wenn ein gemeinsames Vielfaches verund y und mindes-
tens so grol3 wie beide Zahlen ist, und die gesuchte Bescimgpities kleinsten
gemeinsamen Vielfachen istyV = 1. f.

Eine detaillierte Herleitung der Beschreibung viari” werden wir in Beispiel 15
auf Seité 1b angeben.

Wir werden im folgenden eine prazise Definition der rekegsiFunktionen ange-
ben und den Entwurf und die Analyse rekursiver Funktioneriaar Reihe von Bei-
spielen illustrieren. Dabei werden wir auch einige abgelei Programmierschemata
vorstellen, welche den Entwurf rekursiver Funktionen bficé erleichtern. Wir begin-
nen mit der wichtigen Unterklasse deimitiv-rekursiven Funktiongrstellen anschlie-
Rend eine Funktion vor, die intuitiv berechenbar, abertqamitiv-rekursiv ist, und be-
trachten schlie3lich die Erweiterung duf)rekursive FunktionerWir werden zeigen,
dal} die Klasse der rekursiven Funktionen identisch mit deffdring-berechenbaren
Funktionen auf natirlichen Zahlen ist. Somit konnen Agmaschinen und rekursive
Funktionen wahlweise dazu eingesetzt werden, um nachzawedall eine Funktion
berechenbar ist.



2 Primitiv-rekursive Funktionen

Die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist die Meraller Funktionen, die aus
elementaren Grundfunktionen durch beliebig haufige Ardueg von Komposition
und primitiver Rekursion aufgebaut werden konnen. Wirdeersie im folgenden ofter
mit dem KurzelPR bezeichnen. Als Grundfunktionen verwenden wir die Nageo!
funktion, Projektionen und Konstanten.

Definition 2 (Grundfunktionen).
— Die Nachfolgerfunktios: N—N ist definiert durchs(z) = z+1 fur alle z e N
— Die Projektionsfunktionenpr;:N"—N sind definiert durchpr (z1, .., z,) = xj
furalle zq, .., x,, e N, wobein e Nundk € {1..n}.
— Die Konstantenfunktionen::N"—N sind definiert durch:} (x1, .., x,,) = k fur
alle z4, .., x,, e N wobein, k e N.

G={stU{pr} | neN,1<k<n}U{c} | n, k e N} istdieMenge der Grundfunktionen

Es gibt minimalistische Formulierungen der rekursiven Kiomen, in denen als
Grundfunktionen nur die Nachfolgerfunktion, die Projekien und die einstellige Null-
funktion z = ¢} verwendet werden, da alle anderen Konstantenfunktioreeains durch
Komposition erzeugt werden konnen. Andere Formulieranggwenden anstelle von
pr; die Bezeichnungeni; oderr;,.

Definition 3 (primitiv-rekursive Operationen).

— Die Kompositionfo(gy, .., g, ):N*—N der Funktionenf:N"—N, g1, ..g,:NF =N
fur beliebigen, k € N ist die eindeutig bestimmte Funktibrmit der Eigenschaft
h(i)> = f(gl('f;)> ) g7l<£> ﬂ
fur alle & e N*.
— Die primitive RekursionPr[f, g]:N*—N zweier Funktionenf:N*~! N und
¢:NF+1 N fir beliebigek>1 ist die eindeutig bestimmte Funktiérfur die gilt
h(&,0) = f(z) und h(z,y+1) = g(2,y, h(Z,y))
fur alle 2 e N*~! undy e N.

In der Denkweise imperativer Programmierspraﬁrmntspricht die Komposition
einer Folge von Anweisungen und die primitive Rekursiore@infachen Zahlschleife,
die allerdings in umgekehrter Reihenfolge abgearbeitet\dimh = fo(g1, .., g,) ZU
berechnen, wiirde man folgende Anweisungen verwenden.

Vo= (X, .,x) s oo ¥, =00 (%, 0,x) s hi=f(y, ., y,)
Um h = Pr(f, g| zu berechnen, wiirde man folgende Schleife verwenden.

2 i ist abkuirzend fur ein Tupéley, ..., 2., ) von naturlichen Zahlen.
% In funktionalen Programmiersprachen kénnen Kompositiod primitive Rekursion wesent-
lich direkter ausgedriickt werdefio (g1, .., g» ) entspricht dem komplexen Ausdruck

fU.Il (Xl’ .. ’Xk) -> f(gl(X], o . ,Xk) LR ’gn(xl’ A ’Xk‘) )
und Pr|f, g| einer einfachen rekursive Funktionsdeklaration
function h(Z,y) = if y=0 then f(2) else g(z,y-1,h(Z,y-1))



h:=f(x,..,x); for i:=1 to y do h:=¢g(x,,..,x,,i-1,h)
Das Resultat entspricht jeweils dem Funktionswértz, .., z).

Definition 4 (primitiv-rekursive Funktionen).
Die MengeP R derprimitiv-rekursiverFunktionen ist definiert al£ R :U;’;OPRH.
Dabei sind die Klasse®R; induktiv wie folgt definiert.

PRy = G und

PRit+1 = PRiU{fo(g1, -, 9n) | RnEN, f,01...90 e PR JU{Pr[f, 9] | f,9€PR;}

In anderen WortenPR besteht aus den Grundfunktionen und allen Funktionen,
die hieraus durch iterierte Komposition oder primitive Reton entsteher?R; be-
schreibt die Funktionen, bei deren Aufbau maximétkerationen benotigt. Die obige
Definition prazisiert diesen intuitiven Gedanken, ist ratig Nicht-Mathematiker oft
schwer zu handhaben. In vielen Fallen ist die folgende &tiarisierung handlicher.

Korollar 5
1. DieNachfolgerfunktior ist primitiv-rekursiv.

2. DieProjektionsfunktionemr) sind primitiv-rekursiviir alle n e N undk € {1..n}.

3. DieKonstantenfunktionen; sind primitiv-rekursiv ir alle n, k € N.

4. Die Kompositionfo(gi, .., g, ):N*—N der Funktionenf:N"—N, g1, ..g,:NF =N
ist primitiv-rekursiv @ir alle n, k € N, wennf, g;...g,, primitiv-rekursiv sind.

5. Die primitive RekursionPr[f, g|:N*—N zweier Funktionenf:N*~!—+N und
¢:NFT1 3 Nist primitiv-rekursiv fir alle k£ € N, wennf undg primitiv-rekursiv sind.

Will man also zeigen, dal3 eine gegebene Funktigmimitiv-rekursiv ist, so muf3
man — wenm nicht eine der Grundfunktionen ist — entweder zeigen, dgi¥iestiv-
rekursive Funktionerf, g;...g,, gibt, so dafl®» = fo(g1, .., g,) ist, oder zwei primitiv-
rekursive Funktionerf undg finden, so dald = Pr[f, ¢] gilt. Zuweilen hilft es, furh
einenprimitiv-rekursiven Ausdrucku konstruieren, also einen Ausdruck, der nur aus
den Symbolen pr}’ undc; und Anwendungen der Operatorennd Pr besteh] Fur
den Nachweis, daR primitiv-rekursiv ist, ist dies jedoch nicht erforderlich

Wir wollen im folgenden die Analyse und Konstruktion primitekursiver Funk-
tionen an einigen Beispielen erklaren und zeigen, daf} dibtigsten arithmetischen
Funktionen primitiv-rekursiv sind.

4 Primitiv-rekursiven Ausdriicke sind aus heutiger SichteeArt von Programmiersprache in
sehr kompakter Notation. Die Syntax dieser Programmiacty besteht nur aus den Sym-
bolens, pr; und ¢} fur die Grundfunktionen, und Ausdricken der Fofm(g., .., g,.) und
Pr[f,gl, wobei f, g, g1, ..,g- primitiv-rekursive Ausdriicke sein mussen. Letzteressgn
zusatzlich die in Definitioh]3 genannten Stelligkeitsinegingen erfiillen. Dies entspricht den
Typ-Bedingungen in modernen Programmiersprachen. Aigkdr welche diese Bedingungen
nicht erfullen, wiirden von einem Typechecker als urgsitazuriickgewiesen.

Zusatzlich erlaubt sind abkiirzende Bezeichnungen Xistierende primitiv-rekursive Aus-
driicke wie z.Bp als Abkuirzung furPr|[c), pri] (Beispiel®) odemdd, sub, mul, etc. sowie
die in AbschnitEZ.P besprochenen primitiv-rekursiveng?ammierschemataond|t, f, g| als
Abkiirzung fiir Pr{pri, pralo(f, g,t) (Satdl), wobef, g undt primitiv-rekursive Ausdriicke
mit entsprechenden Stelligkeiten sein mussen, ader/ f, Mn[f], etc. Diese Abkirzungen
entsprechen Unterprogrammen bzw. Makros in heutigen Bnogiersprachen.



2.1 Analyse und Konstruktion primitiv-rekursiver Funktio nen

Es ist relativ leicht, einen vorgegebenen primitiv-rekuea Ausdruck auf bestimm-
ten Argumenten auszurechnen. Man muf hierzu nur schriémiie Interpretation
der Funktions- und Operationssymbole einsetzen, bis gelifis dasteht. Wegen der
groRen Menge an Details sind Computer fiir diese Tatigia@inalerweise besser ge-
eignet als Menschen. Nichtsdestotrotz gewinnt man ein gg@siVerstandnis der Be-
griffe, wenn man dies an einfachen Beispielen von Hand dentinet.

Beispiel 6 (Auswertung eines primitiv-rekursiven Ausdruds)

Wir wollen den AusdruckPr|pri, sopr3](5,2) auswerten. Hierzu betrachten wir
zurachst derduBeren Operator des Ausdrucks|pri, sopri|. Dieser istPr, d.h. der
Ausdruck hat die Gestalt = Pr[f, g|, wobeif = pri eN—»Nundg = sopri e N°>5N.

Die Definition der primitiven RekursioRr(f, g] (Definition[3) unterscheidet zwei
Falle: entweder ist das letzte Argument O oder es ist Nachf@mer Zahly. In unse-
rem Fall ist das letzte Argument eine 2, also der Nachfolger ¥, und wir beginnen
mit der Auswertung vor.(z,y + 1) = g(x,y, h(z,y)) furz =5undy = 1, also von
g(5,1,h(5,1)) bzw. vonsoprs (5,1, h(5,1)).

An dieser Stelle gibt es zweiddglichkeiten des weiteren Vorgehens. Winken
zurachsth(5, 1) weiter auswerten und anschlieend dar3eren Ausdruck oder um-
gekehrt. In diesem Fall enditt der aul3ere Ausdruck eine Projektionsfunktion, deren
Auswertung einen Ausrudkblicherweise erheblich vereinfacht. Deswegéseh wir
zurachst die Kompositioroprs genaéR Definition[8 auf und erhalten den Ausdruck
s(pr3(5,1,h(5,1))). Im machsten Schritt wertet man nun die innere Projektionsftinkt
onprs aus, alsors (5,1, h(5,1)) = h(5,1), und erfalt s(h(5,1)).

Nun nussen wir erneut die primitive Rekursiéan= Pr[f, g] erneut analysieren.
Jetzt ist das letzte Argument eine 1, also der Nachfolger,ward wir beginnen mit
der Auswertung vomu(z,y + 1) = g(z,y, h(z,y)) furz = 5undy = 0, also von
9(5,0,h(5,0)) bzw. vonsopr3 (5,0, h(5,0)). Nach Aufbsen der Komposition und Aus-
wertung der innere Projektionsfunktion ergibt sictv, 1) = s(h(5,0)), also insgesamt
h(5,2) = s(h(5,1)) = s(s(h(5,0))).

In der nun folgenden Analyse der primitive Rekursios Pr|[f, g] stol3en wir auf
den Basisfall.(z,0) = f(z) fur x = 5, und berechnen(5,0) = f(5) = pri(5) = 5.
Setzen wir dies in die obige Gleichung ein und werten weist ao erhalten wir als
Endergebnis.(5,2) = s(s(h(5,0))) = s(s(5)) = s(6) = 7.

Die folgende Gleichungskette fal3t das obige Argument ipf@aForm zusammen.

Prpri, soprs](5,2)

= SOprg(S, 1, PT’[pT’%, SOpT§]<5, 1))

= s(Pr[pri, sopr3](5, 1))

= 3(50pr§’(5707 PT[pT%, Sopr§]<570>>> =
s(s(Prlpri, sopr3](5,0)))

s(s(5))

Diese Abarbeitungsreihenfolge ist nur eine von vieleighthkeiten. Hitten wir vor-
rangig die inneren Ausdicke ausgewertet, sare folgende Gleichungskette entstanden.

s(pri(5,1, Prlpri, sopri](5,1)))

0, Prlpri, sopr3](5,0))))
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Prprt, sopr3](5,2)
— SOpT§(5, 17 P?“[p?"%, SOpTg](E), 1))

= sopr3(5,1, sopr3(5,0, Prlpri, sopr3](5,0))) = sopr3(5, 1, sopri(5,0, pri(5)))
= sopr3 (5,1, sopr3 (5,0, 5)) = sopr3(5,1, s(pr3(5,0, 5)))

= SOpT§(5, 1, 3(5>)

= sopr3(5,1, 6) = s(pr3(5,1, 6))

— 3(6) =

Anstelle einer geschlossenen Gleichungskeiteiman auch die Rekursion durch eine
lteration ersetzen und die Werter[pr{, sopr3](5,i) fur i = 0,1,2 der Reihe nach
berechnen &nnen. Dies istifr Menschen normalerweisébersichtlicher, da sie kei-
nen Abarbeitungsstack verwaltefissen. Einem Computer, der Augdke schematisch
verarbeiten mul3, bleibt diese elegantere Vorgehenswaiséich verwehrt.

Die Analyse eines vorgegebenen primitiv-rekursiven Auslls beinhaltet neben
seiner Auswertung fur konkrete vor allem naturlich diadge, welche mathematische
Funktion durch diesen Ausdruck berechnet wird und den Naahwal? dies tatsachlich
der Fall ist. Dabei liefert eine grindliche Analyse ofeallesentlichen Argumente fur
den Beweis, so dal3 dieser nur noch die Kernpunkte in eindiisssgen Reihenfolge
zusammenfalf3t.

Beispiel 7 (Analyse eines primitiv-rekursiven Ausdrucks)
Wir wollen den Ausdruckf = Pr[pr{, sopri| aus Beispie[l6 genauer analysieren.
Hierzu betrachten wir zuichst einmal die Stelligkeit der Funktiof). Nach Defini-
tion [ ergibt sich die Stelligkeit vorf, aus der Stelligkeit der Funktionemi und
soprs. In Definition[2 wurde die Projektionsfunktign} als einstellige Funktion auf
den natirlichen Zahlen definiert, d.h. es gjit-{ :N—N. pr3 ist dreistellig und ger@R
Definition[3 folgt auchsoprs:N*—N. Da die Stelligkeit vorPr[f, g] zwischen der von
f undg liegt, folgt damit, daf¥, zweistellig sein muR, alsg :N?—N,

Um einen Eindruck vom Funktionsverhalten zu bekommenewarir als rachstes
f, auf einigen Beispielargumenten aus.

f1(272) = PT[[)TI,S pr3](2 2)

= (sopr3)(2,1, f1(2,1))  =s(pr3(2,1, f1(2,1)))

= 5(/1(2,1)) Zé(P'“[pﬁaSOp 31(2,1))

= s((sopr3)(2,0, f1(2,0))) = s(s(pr3(2,0, f1(2,0))))

= s(s(f1(2,0))) ZS(S(PT[I?H»SOPT%]( ,0)))

= s(s(pri(2)))

= s(s(2)) = s(3) =4
f1(6,1) = Prlpry, sopr3](6,1)

= (sopr3)(6,0, f1(6,0)) = s(pr3(6,0, f1(6,0)))

= 5(/1(6,0)) = s(Prpri, sopr3](6,0))

= s(pri(6)) = 5(6) =17
J1 (070> - PT[p?“%, Soprg)](()?()) = pT’% <O> =0

Das Ergebnis ist jeweils die Summe der beiden Eingaben,l@gbdie Vermutung
nahe, dal3f, moglicherweise die Additionsfunktion darstellt. Um diestiberpiifen,



analysieren wir das rekursiven Verhalten vépfur beliebige Eingaben. & beliebige
x,yeNist

fi(x,0) = pri(z) =z
filz,y+1) = (sopri)(z,y, f1(z,y)) = s(fi(z,y)) = [1(z,y)+]1

Bis auf die fehlende Infix-Notation ist dies genau die Re&uasgleichung der Addition,
die wir aus den Peanoaxiomen kennen

x40 =x
r+(y+1) = (z+y)+1
Damit ist bewiesen, daf; (x,y) = x+y fur beliebigex,y €N gilt und daf3 f; die

Additionsfunktiomdd:N?—N ist, die durch add(z,y) = x+y definiert ist. AuRerdem
haben wir bewiesen, dald dielditionsfunktiorudd primitiv-rekursivist.

Im obigen Beispiel haben wir bisher wir eigentlich nur ggtedal’ die Funktion
f, die gleiche Rekursionsgleichung besitzt wie die Additfangtion. Daf3 f, dann
auch tatsachlich identisch mit der Funktie#d ist, folgt hieraus mit dem sogenannten
Extensionaliaitsprinzip

Zwei Funktionen sind gleich, wenn sie die gleiche Stellidgiesitzen und auf
allen Argmenten den gleichen Wert annehmen.

Aufgrund dieses Prinzips mussen wir nur zeigen dafiind add auf allen Paaren
(z,y) € N das gleiche Ergebnis liefern. Hierfur geben wir einen kithnsbeweis an:

Es seix € N beliebig aber fest. Wir zeigefy (x,y) = z+y fur alle y e N.
Induktionsanfang=0: Es ist f;(z,0) = = = 2+0

Induktionsannahme:  Sejf; (=, y) = z+y fur ein beliebigeg bewiesen
Induktionsschrity+1: Esist fi(z,y+1) = fi(z,y)+1 = (z+y)+1 = z+(y+1)

Man sieht, dal3 sich der Induktionsbeweis unmittelbar ansRekursionsgleichun-
gen der primitiven Rekursion ergibt, da diese die Schlasgemente des Basis- und
Schrittfalls der Induktion beschreiben. Aus diesem Gruradden wir im folgenden
keine weiteren Induktionsbeweise zur Korrektheit privargekursiver Funktionen an-
geben, sondern nur noch die rekursiven Funktionsgleiokiiagalysieren und das fol-
gende abgewandelte Extensionalitatsprinzip verwenden.

Zwei Funktionen auf den nialichen Zahlen sind gleich, wenn sie die gleiche
Stelligkeit besitzen und identische rekursive Funktit@sigungen besitzen.

Etwas schwieriger als die Analyse eines vorgegebenentprinekursiven Ausdrucks
ist der Nachweis, daf3 eine bestimmte Funktion primitivarskv ist. Meist lauft die-
se Aufgabe darauf hinaus, einer Beschreibung der Funktiaturch einen primitiv-
rekursiven Ausdruck zu finden, also im Endeffekt ein Prograim der Spraché®R
schreiben. Im Prinzip reicht es aber zu zeigen, dal3 die lamkich durch Kompo-
sition und primitive Rekursion aus bekannten anderen pikimekursiven Funktionen
zusammensetzen lal3t. Wenn man also bereits eine gewibbetlidzk von primitiv-
rekursiven Funktionen zur Verfigung hat, dann ist diesach\veis deutlich leichter
— genauso, wie es in jeder anderen Programmiersprachéeleish Programme aus
bekannten Bibliotheksfunktionen zusammen zu setzen alsai Grund auf neu zu
schreiben.



Erfahrungsgemal macht die primitive Rekursion dabei di3gn Schwierigkei-
ten. Man kennt die gesuchte Funktibrund muf3 nun zwei Funktionefiund g finden
mit der Eigenschaft, daf sich alsPr[f, g|] darstellen laf3t. Dabei mussen vor allem
die Rahmenbedingungen der Stelligkeiten und Anordnundhdgamente eingehalten
werden.f mul3 eine Stelle weniger haben @&lsund g eine mehrg mul3 als letztes
Argument den Vorgangerwert der Rekursion verwenden,ddiecdRekursionsvariable,
also das letzte Argument van und davor die restlichen Argumente vbin genau der
gleichen Reihenfolge. Wie in jeder Programmiersprachéwtar derartigen formalen
Rahmenbedingungen nicht abgewichen werden. Deswegenhtnanan Projektions-
funktionen und Komposition, um die Argumente in der ricetigAnzahl und an der
richtigen Stelle einsetzen zu kdnnen.

Um f und g zu finden, empfiehlt es siclzurachst eine Funktionsgleichurfgr
die vorgegebene Funkti@aufzustellenin der nur bereits bekannte Funktionen und die
Argumente auftauchen. Dies kann eine Rekursionsgleickeimgeine einfache Hinter-
einanderausfilhrung mehrerer Funktionen, oder einesriettig-rekursiven Program-
mierschemata enthalten, die wir im Abschhitli 2.2 disketienverden. Gelingt dies nicht
unmittelbar, so muf3 das Problem eventuell in kleinere Belstale zerlegt werden, fur
die dann eine Funktionsgleichung aufgestellt wird. Die &pa$osung ergibt sich dann
durch Komposition der einzelnen Teilldosungen.

Fur den Nachweis, dal’ die vorgegebene Funktigarimitiv-rekursiv ist, reichen
diese Funktionsgleichungen aus. Man weil3 dann,/dalgh durch Komposition und
primitive Rekursion aus anderen primitiv-rekursiven Fuorken ergibt und damit selbst
primitiv-rekursiv ist. Will man zusatzlich den primitikekursiven Ausdruck angeben,
der h beschreibt, so mul3 man die Funktionsgleichungen in die &mechreibweise
umwandeln, indem man schrittweise die Argumente nach as@eiebt und hierfur
ggf. Komposition und Projektionen einsetzt.

Beispiel 8 (Programmierung mit primitiver Rekursion)

Wir wollen zeigen, daB die Vaaggerfunktionp:N—N, definiert durchp(n) = n—1,
primitiv-rekursiv ist. Dabei beschreibt die Subtraktion auf den néatlichen Zahlen,
die im Gegensatz zur Subtraktion auf ganzen Zahlen keiretiieg Werte annehmen
kann, d.hz—y = 0, falls z<y. Fur 2>y ist z—y dasselbe wie—y.

Wir beginnen mit den Funktionsgleichungéndie Vorgangerfunktion. Wir wissen,
dalBp(n) = 0 fur n<listundp(n) = n—1 fur n>1. Diese Fallunterscheidunghnelt
dem Gleichungsschema der primitiven Rekursion in Defm@pbis darauf, da3 die
Tatsache, dafl3 eine rigtiche Zahl gib3er als Null ist, dort durch die Schreibweige 1
ausgeduckt wird. Schreiben wir die Fallunterscheidung entspezahum, so erhalten
wir folgende Funktionsgleichungen.

p(0)  =0-1 =0
ply+1) = (y+1)-1=y

Wir missen nun noch die beideflle durch bekannte primitiv-rekursive Funktio-
nen ausdiicken, die den Vorschriften der primitiven Rekursionigggm. Rir den ersten
Fall miissen wir also eine nullstellige FunktignN® —N mit p(0) = f() finden undiir
den zweiten Fall eine zweistellige FunktigmNZ—N mitp(y+1) = g(y, p(y)).



Die einzige nullstellige Funktion, die den We(D) = 0 als Ergebnis liefert ist die
nullstellige Konstantenfunktiory. Wir wahlen diese als unsere Funktigh Die zwei-
stellige Funktiong muf3 nach obiger Bedingung bei Eingabe der Weértey(y)) das
Resultatp(y+1) = y liefern. Hierzu reicht es, das erste Argumegrdus den zwei Ein-
gaben herausgreifen. Wir verwenden hierzu die zweisteRigjektionsfunktiop:?.

Insgesamt folgt also, daf} die Vé@nggerfunktionp sich durch primitive Rekursion
ausden Funktionenf = ¢j undg = pr? ergibt, und damit ist bewiesen, daf? die
Vorgangerfunktiorp primitiv-rekursivist. Aus der obigen Analyse ergibt sich auch di-
rekt der primitiv-rekursive Ausdruckf die Vorgangerfunktion:p = Pr[c, pr?].

Im folgenden geben wir eine Reihe von Beispielen primigkursiver Funktionen.
Wir beschranken uns dabei auf die Angabe der Funktiondgleigen und des entste-
henden primitiv-rekursive Ausdrucks und Giberlassen esldeser, Details zu erganzen.

Beispiel 9 (Wichtige primitiv-rekursive Funktionen)
— Die Subtraktionsfunktiogub:N?—N mit sub(n, m) = n—m ist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgen lauten

sub(x,0)
sub(z, y+1) = —(y+1)

r - =pri(a)
(z—y)—1 = p(z—y) = (popr3)(z,y, sub(z,y))

Damit entstehtub durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furkten
und ist selbst primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdtist sub = Pr|pri, poprs3].

— Die Multiplikationsfunktionnul:N?—N mitmul(n, m) = nxm ist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgen lauten

mul(x,0) =0 = co()
mul (z, y+1) = 2x(y+1) = mul(z,y)+x = (addo(pr?, pr3)) (z, y, mul (z, y))

Damit ist mul primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveusdruck ist
mul = Prleb, (addo (pr, pr§))).

— Die Exponentialfunktioazp: N?2—N mit exp(n, m) = n™ ist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgem lauten

exp(x,0) =1 = ci(x)

exp(r,y+1) = a¥*! = exp(x,y)*x = (mulo(pr?, pr3))(z, y, exp(z, y))
Damit ist mul primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveusdruck ist
exp = Prley, (mulo(pri, pr3))].

— Die Fakul&tsfunktionfak:N—N mit fak(n) = n! = 1*2*...* nist primitiv-rekursiv.
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgemn lauten

Jfak(0) =1 = c1()
fak(y+1) = (y+1)! = (y+1)xfak(y) = (mulo(sopri, pry))(y, fak(y))

Damit ist fak primitiv-rekursiv. Der zugehorige primitiv-rekursiveusdruck ist
fak = Pric}, (mulo(sopr?, pr3))].
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— Die Vorzeichenfunktiogign:N—N mit sign(n) =
Ist primitiv-rekursiv.
Fur diese Funktion gibt es eine Reihe verschiedenartigeeBhnungen, wie zum
BeispielSignum-FunktioundTest auf C(to)ﬁ Die zugehorigen primitiv-rekursiven
Funktionsgleichungen lauten

0 falls n=0
1 sonst

$0
= ci(y, sign(y))
Damit ist sign primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdruck istgn = Pr(c)), 7.

sign(0) =0
sign(y+1) =1

0 falls n<m

— Der GrbBenvergIeichstesg:N2—>N mit {<(n,m) = {1 sonst

ist primitiv-rekursiv.

Fur diese Funktion brauchen wir keine Rekursionsgleighdennz <y gilt genau
dann, wenn:—y<0 bzw. wennz—y = 0 ist. Damit ergibt sicht . durch Kom-
position aus Subtraktion und Vorzeichenfunktion und igintiv rekursiv. Der zu-
gehorige Ausdruck ist - = signosub.

0 falls n=m

— Der Gleichheitstest_:N*—N mit ¢t_(n,m) = {
1 sonst

ist primitiv-rekursiv.
Zwei Zahlenn und m sind gleich, wenn sowohi<mm als auchm<n gilt, also
wenn sowoht ~ (n,m) als aucht«(m,n) den Wert 0 annimmt. Ansonsten sind
n und m verschieden. Da sich die Tatsache, daR zwei BerechnungehVde

0 annehmen mussen, durch eine simple Addition der beideecBeungsergeb-
nisse beschreiben 1akt, konnen wirn, m) als Summe der Werte- (n, m) und
t<(m,n) ausdrickeni< (n, m)+t<(m,n) ergibt den Wert 0, wenn=m ist und
den Wert 1, wenm<m oderm<n ist. Dan<m undm<n nicht gleichzeitig der
Fall sein kann, wird der Wert 2 niemals erreicht und die Summé& daher nicht
normiert werden.

Damit ergibt sicht— durch Komposition aus Addition und Projektionen und ist

primitiv rekursiv. Der zugehorige Ausdruck ist. = acEZO(tS, t<o(pry,pri)).

Wir werden spater weitere wichtige Funktionen als privargkursiv nachweisen. Zu-
vor stellen wir jedoch einige Programmierschemata vor pdimitiv-rekursive Funk-
tionen auf einfache Weise zu neuen primitiv-rekursivenkiomen zusammensetzen
konnen und die Menge der verwendbaren primitiv-rekursf@peratoren erweiteren.

® In der Theorie der rekursiven Funktionen hat es sich einggt, bei Testfunktionen im Er-

folgsfall eine O zuriickzugeben und sonst einen Wert, déBerals O ist. Dies liegt zum Teil
daran, dal? die Null das Grundelement der natirlichen Adtildet und damit eine herausra-
gende Rolle gegenuiber allen anderen Zahlen besitzt. Aaffeist es in vielen Anwendungen
einfacher, nach Nullen zu suchen, als nach Einsen. Im Gatgedazu identifiziert man in der
booleschen Algebra den Wevtahr meist mit der 1 und die 0 mit dem Wédketlsch

Dadurch ergibt sich eine unvermeidbare Diskrepanz zwisdee von der booleschen Alge-
bra gepragten charakteristischen Funktionen, die wir ontkxt der Turing-Berechenbarkeit
eingefuhrt hatten, und zahlentheoretisch gepragtetiurdgionen im Kontext der rekursiven
Funktionen, die wir in diesem Artikel verwenden. Aus thé@aher Sicht ist dieser Unter-
schied unbedeutend, aber beim konkreten Ausprogrammenen Funktion muf3 nattrlich
darauf geachtet werden, die passenden Ausgabewerte zuegene

11



2.2 Primitiv-rekursive Programmierschemata

Eines der haufigsten Schemata in der Programmierung isadlienterscheidungauch
Konditional genannt. Man fiihrt einen Test durch und wahlt abhangig ¥rgebnis
eine von zwei moglichen Funktionen aus. Wir werden zeidaf3,dieses Schema immer
eine primitiv-rekursive Funktion liefert, wenn der Testdutie beteiligten Funktionen
primitiv-rekursiv sind.

Definition 10 (Fallunterscheidung).
DasKonditionalCond|t, f, g|:N¥—N der Funktionent, f,g:N* —N fir beliebigek ¢ N
f(z) fallst(z)=0

ist die eindeutig bestimmte Funktibrmit der Eigenschaft.(z) = { .
g(z) sonst

Theorem 1. Das KonditionalC'ond(t, f, g|:N¥—N der Funktionent,f,g:N¥—N ist
primitiv-rekursiv fir alle k € N, wennt, f undg primitiv rekursiv sind.

Beweis: Seih = Cond|t, f, g]. h nimmt den Wert voryf an, wenn die Testfunktioh
den Wert 0 annimmt und den Wert vgnwenn die Testfunktion einen Wert grof3er
als 0 annimmt. Wir verwenden einen einfachen numerischiek, trm dies mithilfe
von Additionen und Multiplikationen zu definieren.

Wir wissen, dal3f () = 1xf(z) = 1xf(2)+0xg(z) undg(z) = 0% f(2)+1xg(z)
gilt. Um also die Fallunterscheidung zu berechnen, missefi mit 1 multiplizie-
ren undg mit 0, wenn die Testfunktion den Wert 0 annimmt ufidhit O multipli-
zieren undg mit 1, wenn die Testfunktion einen Wert grof3er als 0 anninidats
bedeutet, der Faktor fuf mufd den Wert der Testfunktion “umdrehen”, was man
erreichen kann, wenn man ihn von 1 abzieht, und der Faktgriiul3 den Wert der
Testfunktion “normieren”, was man mit der Vorzeichenfuakterreichen kann.
Damit erhalten wirh () = (1—t(2)) = f(2) + sign(t(2)) * g(2), d.h.h ergibt sich
durch Komposition aus Addition, Multiplikation, Subtrak und Vorzeichenfunk-
tion und ist primitiv rekursiv. Der zugehorige Ausdruckfigr beliebiget, f undg

Condlt, f,g] = addo(mulo(subo(ck, signot), f), mulo(signot, g))
Anstelle einer Beschreibung der Fallunterscheidung mienischen Mitteln kann
man das Konditional auch als eine Komposition eifsiunterscheidungsfunktion
cond:N3—N mit den Funktionerf, ¢ undt darstellen und erstere direkt durch eine

primitive Rekursion reprasentieren.
_ [z falls z=0

Wir definieren dazucond(z,y, z) =
y sonst
Die zugehorigen primitiv-rekursiven Funktionsgleiclgem lauten

cond(z,y,0) =z =pri(z,y)
cond(z,y,2+1) =y = pry(z,y, z, cond(z,y, 2))

Damit istcond = Pr[pr?, pr3], also eine primitiv-rekursive Funktion, und fur das
Konditional ergibt sich insgesamt folgender primitiv-tekiver Ausdruck

Condl[t, f,g] = Prlpri,prjlo(f,g.t)
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Viele mathematische Funktionen lassen sich naturliclcldéufsummieren oder
Aufmultiplizieren tUber eine andere Funktion beschreili&mist zum Beispiel die Fa-
kultat n! das Produk{]"_, ¢ der Zahlen zwischen 1 und und die Potenz:" das
n-fache Produk{];"_, = der Zahlz. Wir zeigen nun, daf} die Summe und das Produkt
uber eine Funktiorf primitiv-rekursiv ist, wenn dies fur die beteiligte Furda f gilt.

Definition 11 (Generelle Summe und generelles Produkt).

— Die Generelle Summe f:N*—N der Funktionf:N*—N fur beliebigek>1 ist die
eindeutig bestimmte Funktionmit der Eigenschafth(z,y) = X7 f(z,4) far
alle # e N*~! undy e N.

— Das Generelle Produkf’ /:N*—N der Funktionf:N*—N fir beliebigek>1 ist
die eindeutig bestimmte Funktiémmit der Eigenschaft.(z,y) = II/_, f(z,4) fur
alle # e N*~! undy e N.

Theorem 2. Die Generelle Summe f:N*—N und das Generelle Produkt /:N*—N
sind primitiv-rekursiv @ir alle £>1, wennf primitiv rekursiv ist.

Beweis: Seih =3 f. Dann gilt

h@,0) =Yg f(@) = f(@.0)

W@, y+1) = 320 f(2,1) = 2200 f(&,9))+f (&, y+1) = h(Z, y)+f (&, y+1)
Damit entsteht, durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furmkien
und ist selbst primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdelautet furk=2

S f=Pr(fo(pri,cp), addo(pr3, fo(prs, sopry))].
Fur anderé: mul3 der Ausdruck entsprechend an die veranderte Anzanédiir
chen Argumente angepal3t werden. kil lautet der Ausdruck zum Beispiel

X f=Pr[foc), addo(pr, fo(sopri))].
Der Beweis dafir, daR/ f primitiv-rekursiv ist, verlauft analog. Die Gleichungen

lauten nun
[Ti f(2,4) = f(2,0)
und [T f(2,1) = TT_o (&, 0)%f (&, y+1)
und der primitiv-rekursive Ausdruck fur f undk=2 ist
IIf = Pr(fo(pry,cp), mulo(prs, fo(pri, soprs))] O
Eine haufig verwendete einfache Form der primitiven Rekurist dielteration, also

deren vielfache Anwendungy f(...f(x))) einer Funktion. Sie wird tblicherweise mit
f*(z) bezeichnet. —_

k—mal

Definition 12 (lteration einer Funktion).
Die Iteration f*:N?—N der Funktionf:N—N ist die eindeutig bestimmte Funktién
mit der Eigenschaft(xz, k) = f*(x).

Soist z.B. die Addition eine Iteration der Nachfolgerfupnkien und die Subtraktion
eine Iteration der Vorgangerfunktion. Die BeschreibumgeeFunktionh als Iteration
primitiv-rekursiver Funktionen reicht als Nachweis dafiafl3h primitiv-rekursiv ist.
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Theorem 3. Die Iteration f*:N?—N einer Funktionf:N—N ist primitiv-rekursiv, wenn
f primitiv-rekursiv ist.

Beweis: Seih = f*. Dann gilt

hz,0) =gz = pri(z)
h(l‘,y—{—l) = fy+1(x) = f(h(il?, y)) = fop?”g(a?,y, (h(l‘,y))

h entsteht also durch primitive Rekursion aus primitiv-nekeen Funktionen und
ist daher primitiv-rekursiv. Der zugehorige Ausdruck it = Pr[pri, fopri]. O

Viele berechenbare Funktionen lassen sich erheblichteicurch einen Suchprozel}
beschreiben als durch eine primitive Rekursion. So ist tiEaste gemeinsame Vielfa-
che zweier Zahlem undy, wie in Beispiel1 illustriert, unmittelbar durch eine Sech
nach der kleinsten Zahl, die Vielfaches vor: undy ist, charakterisiert, wahrend ei-
ne rekursive Beschreibung desl schwierig ist. Suchprozesse werden ublicherweise
durch einen Startwert und eine Abbruchbedingung charald¢er, wobei die Abbruch-
bedingung oft durch das Ergebnis 0 einer Testfunktion daeffewird. Damit wird also

die kleinste Nullstelle einer berechenbaren Funktfogesucht, ein Prozel3, den man
oft auch alsviinimierungbezeichnet. Wir werden nun zeigen, dafd die Suche nach der
kleinsten Nullstelle einer primitiv-rekursiven Funktigrieder eine primitiv-rekursive
Funktion ist, sofern ein®bergrenze fur die Suchengegeben wird. In diesem Fall
spricht man von eindreschankten Minimierung

Definition 13 (Beschi&nkte Minimierung und Maximierung).

— Die beschankte MinimierungV/n[f]:N¥—N der Funktionf:N* —N fur beliebige
k>1 ist die eindeutig bestimmte Funktiammit der Eigenschaft
. [min{z<y | f(z,2)=0} falls dies existiert
h(@,y) = {y+1 sonst
— Die beschankte Maximierung\/ax[f]:N¥—N der Funktionf:N*—N fir belie-
bigek>1 ist die eindeutig bestimmte Funktiarmit der Eigenschaft
- ——— : -
h(i.y) = {max{z_y | f(&,2)=0} falls dies existiert
y+1 sonst

Theorem 4. Die beschankte MinimierungV/»[f]:N*—N und diebeschéankte Maxi-
mierungM az| f]:N*—N sind primitiv-rekursiv iir alle k>1, wenn diesiir f gilt.

Beweis: Seih = Mn[f]. Dann gilt

) _ [ofalls f(&,0) =0
h(z,0) = { 1 sonst
h(z,y) falls h(
h(z,y+1) =< y+1 falls h(

y+2  sonst

Y)<y

z,
Z,y) =y+lund f(z,y+1) =0

Damit entsteht, durch primitive Rekursion aus primitiv-rekursiven Furmkten
und ist selbst primitiv-rekursiv.
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Der zugehorige Ausdruck ist relativ komplex und wegen dadwendigen Projek-
tionen abhangig von der Anzahl der Argumente. Normalegsev@iirde man ihn
nicht explizit konstruieren. Der Vollstandigkeit halbgerden wir ihn beispielhaft
fur k=2 herleiten. Wegen der obigen Funktionsgleichungen wissiendaf’ der
Ausdruck furMn[f] die GestaltPr[f’, g| hat, wobei

f(@) = sign(f(2,0))
z falls z<y

g(z,y,2) =< y+1lfallsz =y+1und f(z,y+1) =0
y+2 sonst

Der Teilausdruck fuy” ist leicht zu konstruierenf’ = signo fo(pri, cj).

Der Teilausdruck fuy hat die Forny = Cond|ty, f1, Cond|ts, f2, g2|, besteht al-
so aus einem verschachtelten Konditional. Dabei vergi€ieherste Test das dritte
und das zweite Argument und im Erfolgsfall ist das Ergebas dritte Argument,
d.h. t; = t—o(pr3,pr3) und f; = pri. Der zweite Test vergleicht das dritte
Argument und den Nachfolger des zweiten und testeff @b y+1) den Wert O
ergibt. Addiert man die beiden Testtteile, so erhalt mare € genau dann, wenn
beide Tests erfolgreich sind. Damit ergibt sich als Teitgusk tr den zweiten Test
ty = addo(t—o(pr3,soprs), fo(pri,soprs)) und fur die beiden Ergebnisfunk-
tionen f, = sopr; sowie g» = sosoprs. Setzt man all diese Teilausdriicke
zusammen, so ergibt sich folgender Ausdruck
Mn[f] = Pr[signofo(pri, cp),
Cond[t<o(pri,pri), pr3,
Cond[addo(t—o(pr3, sopry), fo(pri,sopr3)),
soprs, s0sopr3] ||
Der Beweis dafur, dal/ ax| f] primitiv-rekursiv ist, kbnnte analog gefuihrt werden.
Es ist aber einfacher, sich die beschrankte Minimierumgizze zu machen und die
Suchreihenfolge umzudrehen. Sucht man nach dem graf3temmit f(z, z)=0,
so kann man auch nach dem kleinstény suchen, flr das die Funktiofi mit
f'(z,2") = f(z,y—=2") den Wert0 annimt. Im Erfolgsfall ist dana = y—z'.
Damitist Maz|f|(z,y) = y—Mnlf](2,y) falls y<Mnlf)(2,4)

y+1 sonst
Daraus folgt, daf3/ax[f] primitiv-rekursiv ist. Die explizite Konstruktion des zu-
gehorigen Ausdrucks sei dem Leser tUberlassen. O

Die beschrankte Minimierung und Maximierung wird seltemhrer Grundversion ver-
wendet, da hierbei eine Funktion entsteht, welche die oBeeaze als expliziten Pa-
rameter bendtigt. In den allermeisten Fallen wird dierelb®renze aus den anderen
Argumenten berechnet oder als Konstante vorgegeben. Wievelent die Notationen
Mng,[f] bzw. Mn,[f] fur diese beiden Spezialfalle, wobgieine primitiv-rekursive
Funktion undy eine naturliche Zahl ist. Damit ist

. [ min{z<g(z) | f(z,2)=0} falls dies existiert
Mgl f)(&) = {g(fc)Jrl sonst
Hnd fallsd
. main{z< z,y)=0} falls dies existiert
M) = { 1= [T E 020 B
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Zu beachten ist dabei, daf? die Stelligkeit o, [f| und Mn,[f] um 1 geringer ist
als die vonf bzw. Mn|f], da die Obergrenze der Suche durch den Paraméizw. y
bestimmtwird. Beide Operationen konnen leicht mithilé dllgemeinen beschrankten
Minimierung beschrieben werden, denn es istn,[f](2) = Mn[f](Z, g(2)) und
Mny,[fl(Z) = Mn[f](z, y). Damit ist M n,|f] primitiv rekursiv, wennf und ggf.g
primitiv rekursiv sind. A n,[f] ist primitiv rekursiv fur alley €N, wenn f primitiv
rekursiv ist. Die zugehorigen primitiv-rekursiven Auadke sind (firk=2)

Mn,|f] = Mn|f|o(prt. g) und Mn,[f] = Mn{flo(pr}.c})

)
Theoreni # zeigt, dal? begrenzte Suchschleifen nicht ntfeatgind als einfache Zahl-
schleifen, da jede beschrankte Minimierung durch einemipyv-rekursiven Ausdruck
ersetzt werden kann. Nichtsdestotrotz ist das “Programemiemit Suchschleifen oft
erheblich eleganter, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 14 (Integer-Quadratwurzel)

Die Integer-Quadratwurzelfunktionyrt:N—N ist definiert durchsgri(z) = | /z].
Sie bestimmt den ganzzahligen Anteil der Quadratwurzehyabso die eindeutig be-
stimmte Zaht € N mit der Eigenschaft?<z < (z+1).

Ein Losungsansatz mit primitiver Rekursion Bé&gt die Funktionsgleichungen
sqrt(0) =0
[ sqrt(z)+1 falls (sqrt(z)+1)*<z+1
sqri(@+1) = {sqrt(a:) sonst

die nun in einen primitiv-rekursiven Ausdrugkersetzt werden iissen. Es ergibt sich
sqrt = Pr[c), Cond[t<o(sqrosopri, sopr?), sopr?, pri|],

wobeisqr = mulo(pri, pri) die Quadratfunktion ist.

Ein Losungsansatz mit begrenzer Suchedbigh nur die Erkenntnis, daBqgrt(x) das

groRtez mit z2<z ist, wobei als Obergrenzéirf die Suche die Zaht selbst dienen

kann. Damit ist dief:N?>—N mit f(x, 2) = t- (2%, ) die Funktion, deren maximale

Nullstelle gesucht werden muByrt = Mazw,,,.1 [t <o (sqroprs, pri)]

Dieser Ausdruck ist nicht nur einfacher, sondern auch stiéneu verarbeiten. Er
eine effiziente Verarbeitungiden wir allerdings nicht den primitiv-rekursiven Aus-
druck fir die Minimierung einsetzen, sondern lbéigen den “echten” Minimierungs-
operator, den wir sgter in Definition 24 auf Seife 25 vorstellen werden.

Beispiel 15 (Kleinstes gemeinsames Vielfaches)

Die Funktionk g :N?—N bestimmt bei Eingabe zweier Zahlenndy die kleinste
Zahl z mit der Eigenschaft, daBvonz undy geteilt wird.

Ein Losungsansatz mit begrenzter Suche besteht aus nichtseamaés einer For-
malisierung dieser Definition. Gesucht wird die kleinstdlZa welche folgende vier
Bedingungen eidllt: x teilt z undy teilt z undz<z undy<z. Dabei sollen die letzten
beiden Bediingungen verhindern, dald die Zahl 0 als klesng&aneinsames Vielfaches
akzeptiert wird, wenn eine der beiden Zahleb@er als O ist, denn O wird von jeder
Zahl geteilt. Als Obergrenzéif die Suche kannxy gewahlt werden. Da Teilbarkeit
und GioRenvergleich nach Beisplell16 biw. 9 primitiv rekursidsist damit gezeigt,
daRRkgV ebenfalls primitiv rekursiv iq.
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Fur die Konstruktion des primitiv-rekursiven Ausdruckswendet man die Tests
tdivides UNd t< aus Beispie[ 16 bzl 9 :N3—N mit f(x,y,2) = taivides(x,2) +
tdivides (Y, 2) +t< (2, 2) + 1< (y, 2) ist die Funktion, deren minimale Nullstelle gesucht
werden muR. Der Ausdruck ist damit strukturell sehr einfant wird nur durch die
erforderlichen Projektionen etwas komplexer.

kgv - ]\/j[nmul [addo(addoudz’m’desO(pr%:prg)a L divides O(pr% ) prg))a
addo(t<o(pri,pr3), t<o(pri,pr3)))]
Ein Losungsansatz mit primitiver Rekursioiinde erkkren niissen, wié gV (z, y+1))
nur ausz, y und kgV (z,y)) berechnet werden kann. ZwischénV (z, y+1)) und

kgV (z,y)) besteht jedoch kein unmittelbarer Zusammenhang, so daérdfnsatz
nur auf Umwegen zum Erfolglirten kann.

Begrenzte Suche, primitive Rekursion und Kompositionaglichen es, nahezu je-
den Mechanismus zu simulieren, der in der Beschreibungragtischer Funktionen
vorkommt. Die folgende Beispiele stellen einige wichtigemtiv-rekursive Funktio-
nen vor, die zum Teil mit einfachen Kompositionen und zun ier mit Minimierung
“programmiert” werden konnen. Die Beweise und die Korlginn der entsprechenden
primitiv-rekursiven Ausdriicke tiberlassen wir dem LesistJbungsaufgabe.

Beispiel 16 (Weitere wichtige primitiv-rekursive Funktionen)
Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursiv.

— Die absolute Differenzubsdiff :N?—N mit absdiff (n, m) = |n—m)|

n fallsn>m

— Das Maximummax:N?—N mit maz(n, m) = {
m Sonst

- . <
— Das Minimummin:N?—N mit min(n, m) = {n falls n<m
m sonst
— Die Division div:N?—N mit div(n, m) = n+m
— Der Divisionsrestmod:N?—N mit mod(n, m) = n modm

0 falls n teilt m

Der Teilbarkeitstest ;yides : N“—N mit £ giyides(n, m) {1 sonst

0 falls n Primzahl

— Der Primzahltest ., N—=N mit ¢,,,(n) = { 1 sonst
— Der duale Integer-Logarithmustd: N—N mitld(n) = |log, n |

— Der groRRte gemeinsamer Teileyg7:N?—N mit
99T (n,m) = max{z | z teilt x A z teilt y}

® Vorverweise auf spater als primitiv-rekursiv nachzuweide Funktionen enthalten prinzipiell
die Gefahr eines zirkularen Arguments, da die Funkkigh™ aus Beispidl 15 bei der Program-
mierung der Teilbarkeitsfunktioty;.,.4.s in Beispiell16& verwendet werden konnte. In dieser
konkreten Situation ist dies aber nicht der Fall. Wir habenFadinktionk gV lediglich vorge-
zogen, um das Prinzip der beschrankten Minimierung zstilieren.
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2.3 Berechnungen auf Zahlenpaaren und -listen

In einigen der bisherigen Beispiele und Konstruktionelitsteich heraus, daf3 eine un-
bestimmte Anzahl von Argumenten bei der Konstruktion ptivaiekursiver Ausdriicke
ein Hindernis darstellte und man fir jede mogliche Anzshken separaten Ausdruck
konstruieren muf3te. Der wesentliche Unterschied zwisdeareinzelnen Ausdriicken
war dabei die Stelligkeit und Anzahl der Projektionsfunken, die verwendet werden
muf3ten um zum Beispiel auf das letzte und vorletzte Argumenigreifen. Die Grund-
struktur des Ausdrucks war dagegen immer die gleiche. &tespii Beweisen werden
wir zudem noch rekursive Funktionen benotigen, die autdnisyon Zahlen, also einer
wechselnden Anzahl von Argumenten arbeiten.

Beide Probleme sind leicht zu Idsen, wenn man es schafftyene Argumente
durch ein einziges zu codieren, also ein Tupel oder eine lnaturlicher Zahlen bijek-
tiv und berechenbar durch eine einzige natirliche Zahlepuasentieren. Dies wirde
zudem ermoglichen, Funktionen mit mehreren Eingaben ueldrenen Ausgaben auf
einheitliche Art zu beschreiben und hierfur einstelligsktionen zu verwenden.

Wenn man, wie heute ublich, alle Daten eines Programnes loiodiert, dann ist es
nicht verwunderlich, dal3 man mehrere Zahlen durch eineggrzahl darstellen kann.
Man muf3 hierzu nur die einzelnen Bitketten aneinanderd@nomd das Ergebnis als
Zahl interpretieren. Hierbei mufd man allerdings einigedidebertcksichtigen.

Interessanter und mathematisch eleganter als ein UmwerBitetten ist aber, die
Codierung von Zahlentupeln und -listen auf rein arithnoétes Basis durchzufiihren.
Die wohl bekannteste Form ist Godel-Codierung von Zaldkgen durch Primzahl-
potenzen, bei der diete Zahl einer Liste als Potenz dieten Primzahl verwendet und
alle Primzahlpotenzen aufmultipliziert werden. Diese i@aghg, mit der z.B. das Tupel
(4,2,1,1) durch die Zahp*+3%x5+7 = 5040 reprasentiert wird, ist zwar mathematisch
sehr elegant, aber in bezug auf den Berechnungsaufwartigt ielenplex.

Daneben gibt es aber auch eine sehr einfache Codierung Jdenpaaren, die
leicht auf groRere Tupel und Listen fortgesetzt werdemk@ne Idee ist dabei, Paaren
von Zahlen(z, y) einen Wert zuzuweisen, indem man schrittweise die Werntdiater
Funktion mit Zahlen auffullt. Man beginnt am Nullpunkt naiém Ergebnis 0 und fullt
dann, wie in Tabelle 213 illustriert, jeweils diagonale iein mit konstantena+y-Wert
der Reihe nach mit immer gro3er werdenden Zahlen auf. Densstehende Funkti-
on weist jedem Zahlenpaare eine eindeutige Nummer zu urdl imirfolgenden als
Standard-Tupelfunktiobezeichnet.

5| 20

4 14 19

3 9 13 18

2 5 8 12 17

1 2 4 7 11 1e6
0 0O 1 3 6 10 15..
y/xf 0 1 2 3 4 5.

Tabelle 1.Ergebnistabelle der Standard-Tupelfunktion
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Da jede Diagonale mit dem konstantemy-Wert genaw+y+1 Elemente enthalt,
ladt sich die Standard-Tupelfunktion auch gut numeriseschreiben. An der Stelle
x=0 hat sie den Wert>"7"” i) und fur groRereg erhdht sich dieser Wert genau um
Diese Beobachtung fiihrt zu folgender Definition.

Definition 17 (Standard-Tupelfunktion).
Die Standard-Tupelfunktiof):N?—N ist (in Infix-Notation) definiert durch
r+y
(wy) = (O _i)+y = (aty)(@ty+1)+2 +y
=1
Gelegentlich wird die Standard-Tupelfunktion auch midezeichnet, was sich wesent-
lich leichter aussprechen lafit &@js Sie hat eine Reihe wichtiger Eigenschaften.

Theorem 5.

1. {):N2—Nist primitiv-rekursiv

2. ():N?2—N ist bijektiv

3. Die Umkehrfunktionen;:N—N von(), definiert durchr; = pr2o() " furie{1,2}
sind primitiv-rekursiv

Beweis:

1. () kann durch eine Komposition von Addition, Multiplikatiomd Division
beschrieben werden und ist damit primitiv rekursiv. Derefugyige primitiv-
rekursive Ausdruck ergibt sich unmittelbar aus der obigéndBung.

2. Wir mussen zeigen, daRinjektiv und surjektiv ist.

Um zu zeigen, daR) injektiv ist, nehmen wir an, da, y)#(z',v") ist und
zeigen(z, y)# (', ).
Liegen(z,y) und (z’,y’) auf derselben Diagonale, dann git-y = z'+y/,
aberz=£x’ undy#y’. In diesem Fall ist
(2,y) = (z+y)(z+y+1)+2 +y = (@'+y ) (@' +y'+1)+2 + y

# (@' +y) (@' +y'+1) =2+ = (@', ).
Liegen (z,y) und («’,3) nicht auf derselben Diagonale, dann ist 0.B.d.A.
xty < '+, alsor+y+1<z’'+y’. Es folgt

(") = (@' +y) (@' +y'+1) =2 + o > (v+y+1)(z+y+2)+2 + ¢/
= (z+y+1)(z4+y)+2 + 2+y+1 4+
> (z4y+1)(x4y)+2+y = (z,y)

Um zu zeigen, daR) surjektivist, zeigen wir per Induktion, daf fur allec N
ein Paar(x, y) existiert mit(z, y) = n.
Furn = 0 wahlen wirz = y = 0, denn es gilt0, 0) = 0.
Sei(x,y) = n. Wir konstruieren(z’, y’) mit (2’ y") = n+1.

— Fallsz = 0 ist, dann ist

n+1 = (z,y)+1 = y(y+1)+2+y+1 = (y+2)(y+1)+2+0 = (y+1,0)

— Sonstistv+1 = (z,y)+1 = (z+y)(z+y+1)+2 + y+1 = (z—1,y+1)

Damit existiert in jedem Fall eifw’, y") mit (/. vy") = n+1.
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3. Zur Konstruktion der Umkehrfunktionen bestimmen wir @anst denc+y-
Wert der Diagonalen, auf der sich der Eingabewefiefindet. Aus der Glei-
chung fur(z, y) lassen sich dann zunachstind daraus: leicht bestimmen.

Es seig(n) = min{z | (241)(2+2)+2 > n}. Dann istg:N—N durch eine
Minimierung mit Obergrenze konstruierbar und somit primitiv rekursiv. Per
Konstruktion ist(g(n), 0)<n und{(g(n)+1, 0)>n. Damit beschreib§(n) den
x—+y-Wert der Diagonalen von und fur das Paafz, y) mit (x,y) = n folgt
mo(n) =y =n—gn)(g(n)+1)=-2undm (n) =z =g(n) —y.

Damit ist gezeigt, daf’ beide Umkehrfunktionen primitivuesv sind.

Der Vollstandigkeit halber geben wir zusatzlich die zZogegen Ausdriicke an
g = Mnyp,. [tSO(sOpr%, divo(mulo(soprs, sosoprs), ci))]

my = subo(pri, divo(mulo(g, sog), c3)

w1 = subo(g, m3).

O

Die Standard-Tupelfunktiof) kann iterativ auf Tupel aull* fur beliebigek und
auf endliche Listen von Zahlen ad& fortgesetzt werden.

Definition 18 (Codierungen von Tupeln und Listen).
Die Standard k-Tupelfunktionef”:N¥—N sind induktiv definiert durch

(z)!

(21, --7$k+1>k+1 = {(z1, -',$k>k,$k+1>

T

Die Listencodierungd) :N*—N ist definiert durch

(x1.a1)" = (k, (21, ., 2)")
Gelegentlich werden diese Funktionen mitund* bezeichnet und es gilt = ()°.
Die meisten Eigenschaften der Standard-Tupelfunktiotegeluch fiir)* und ()*.

Theorem 6.

1. Die Funktioner()":N*—N und ()*:N*—N sind fir alle k € N primitiv-rekursiv.

2. Die Funktionen)" und () sind fir alle k € N bijektiv.

3. Die Umkehrfunktionen”:N—N mit 7% = pr¥o(()")~! sind r alle k<N und
1<k primitiv-rekursiv.

Dieses Theorem kann durch Induktion Giber die Gro3e deeFupewiesen werden.
Eine wichtige Konsequenz ist, daR sich jede mehrstelligeéon f:N*—N durch eine
einstellige Funktion simulieren laf3t.

Theorem 7. Zu jeder primitiv-rekursiven Funktiori:N*—N gibt es eine primitiv-
rekursive einstellige Funktiofi: N—N mit der Eigenschaft = f’0<>k’.

Beweis: Wir wahlenf’ = fo(xf, ..

, k). Dann istf’ primitiv rekursiv und es gilt fur
a”eZU1, ey T ENk f/0<>k(£lf1, ey T

) = fo(xk, ..,WZ)<£C1,..,:Ck>k = f(x1,..,Tk)
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Die Tupelfunktionen liefern auch eine Moglichkeit, Fuiokien mit mehrstelligen
Ein- und Ausgabeprimitiv-rekursiv zu beschreiben. Wir werden von diesesdUch-
keit spater gelegentlich Gebrauch machen.

Definition 19 (Mehrstellige primitiv-rekursive Funktione n).
— Eine Funktion f:N*—N/ ist primitiv-rekursiy wenn die zugedrige einstellige
Funktion f mit f'o()* = ()7 f primitiv-rekursiv ist.
— Eine Funktiony: N*—N* ist primitiv-rekursiy wenn die zugéirige einstellige Funk-
tion g’ mit f'o()" = ()" og primitiv-rekursiv ist.

Aufgrund dieser Definition konnen wir alle berechenbarak&ionen auf Zahlen,
Tupeln und Listen als einstellige Funktionen ansehen, daJditerschiede durch die
Standard-Tupelfunktionen ausgeglichen werden konnen.Einfachheit halber wer-
den wir berechenbare Funktionen im folgenden ofter dur&icGungen der Form
flz,..,z1) = (y1....,y;) beschreiben und dabei sowohl die Funktionsklammern als
auch die Stelligkeit der Standard-Tupelfunktionen asglassofern aus dem Kontext
klar ist, was gemeint ist.

3 Die Ackermannfunktion

Primitiv-rekursive Funktionen sind eine sehr machtige®eeibungsform fur berechen-
bare Funktionen, denn es ist hat sich herausgestellt, dalsgesprochen schwierig ist,
Funktionen zu identifizieren, die intuitiv berechenbarratieht primitiv-rekursiv sind.
Daher war man lange Zeit der Ansicht, dafl3 primitiv-rekuegtunktionen als Konzept
ausreichen, um den intuitiven Begriff der Berechenbarfertau zu charakterisieren.
Noch im Jahre 1926 stellte David Hilbert die Vermutung awif} glle berechenbaren
Funktionen primitiv-rekursiv seien.

Im gleichen Jahr gelang es jedoch seinen Schilern WilhatkeAnann und Gabri-
el Sudan unabhangig voneinander, Funktionen zu konstnliedie zwar total — also
auf allen Eingaben definiert — und offensichtlich bereclanjedoch nicht primitiv-
rekursiv waren. Die bekanntere der beiden Funktionen estl828 publiziertéAcker-
mannfunktiorjl], obwohl Sudans Ergebnis allgemeiner wer [2].

Spater wurden noch weitere Funktionen nach ahnlichemuBgsprinzip entwi-
ckelt, die z.T. auch als Ackermannfunktionen bezeichnetiesd] Eine vereinfachte
Darstellung der urspriinglichen Ackermannfunktion staraom der ungarischen Ma-
thematikerin R6zsa Péter [4]. Wir folgen hier ihrer Dalising.

" Interessant ist, daR bisher alle total berechenbaren fomekt, die nicht primitiv-rekursiv sind,
auf konstruierten Beispielen beruhen, die kein echtagrhetiés Gegenstiick in der Mathema-
tik besitzen. Es besteht daher nach wie vor die Vermutun@,alle berechenbaren “mathe-
matischen” Funktionen primitiv-rekursiv sein konntenie®ist aber eine eher philosophische
Fragestellung, da auch kunstliche Konstruktionen mieeirgewissen Bekanntheitsgrad nach
einiger Zeit in die konventionelle Mathematik Einzug halte

8 Funktionen dieser Art werden heute gerne als Benchmarks Fiogrammierspra-
chen/Compiler genutzt, um rekursive Prozeduraufrufe gtete da die zur Berechnung not-
wendige Schachtelungstiefe schnell zu einem Stackoveftloven kann. Dieser Ansatz geht
auf Sundblad [5] zuriick.
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Definition 20 (Ackermann-Funktionen).
Die Ackermann-FunktioneA,,:N—N sind induktiv definiert durch

1 fallsz=0
A()(.CU) = 2 falls z=1
r+2 sonst
An+1 <0> =1
Anti1(z+1) = Ap(Apya ()

Die grol3e Ackermannfunktion:N—N ist definiert durch A(z) = A, (x).

Mit einem einfachen Induktionsbeweis lasst sich zeigeassdede einzelne der
Ackermann-Funktionem,, primitiv rekursiv ist. Die FunktionA, ist offensichtlich
primitiv rekursiv undA,, 11 entsteht durch primitive Rekursion ads.

Theorem 8. Die Ackermannfunktioned,,:N—N sind primitiv rekursiv iir alle n € N.

Damit ist intuitiv leicht einzusehen, dal3 die grol3e Ackamnfanktion A total ist
und berechenbar sein muf3. Dal} sie selbst nicht primitiursak sein kann, liegt an
ihrem extremen Wachstumsverhalten, das man schon bekeklétingaben erkennen
kann, wie die folgenden Berechnungen zeigen.

Ao(z) = 242 (2>2)  As(0) =1 A(0) = 1
Av(z) =22 (@>1)  Ag(1) =2 A1) = 2
Ag(z) =27 Ag(2) =22 = A2)=22=14
Ag(z) = 2277 As(3) =227 =65536  A(3) =22 =16
—— . .
r—mal A4<4> — 2(2( )) A(4) _ 2(2( ))
65536—mal 65536—mal
A4<5) _ 2(2<2“‘ >) A(5> = i44(A4(A4(1))>>,
—_—— v~
Aq(4)—mal 65536—mal
= Ay(Aa(...As(4))))
6553§,—mal

3.1 Die Ackermannfunktion ist nicht primitiv-rekursiv

Die Ackermannfunktioneni,, sind, wie gezeigt, trotz ihres starken Wachstumsverhal-
tens immer noch primitiv rekursiv. Das noch erheblichletée Wachstums der grof3en
Ackermannfunktiom entsteht dadurch, daf3 diese Funktion diagonal durch akerAc
mannfunktionenA,, hindurchgeht und somit neben grol3er werdenden Argumenten
auch immer starker wachsende Funktionen zur Berechnusifraiektionswertes ver-
wendet. Dadurch wird das Wachstumsverhaltens der grol3egrdannfunktion so ex-
trem, dal3 keine primitiv-rekursive Funktion mithalten kandie grol3e Ackermann-
Funktion wachst sérker als jede primitiv-rekursive Funktion

Ein praziser Beweis dieser Behauptung ist aufwendig, da BReihe von Indukti-
onsbeweisen und Lemmata tber das Monotonieverhalten desrdann-Funktionen
benotigt werden. Wir geben daher ein einfaches intuithggiment.
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Eine gutes Klassifikation der Komplexitat von Funktiongntre (rekursivejchach-
telungstiefealso die Anzahl der ineinander verschachtelten Rekuesialede primitiv-
rekursive Funktion hat eine feste Schachtelungstiefe und&rden zeigen, daf3 fur die
grolR3e Ackermannfunktion keine feste Schachtelungstiefegeben werden kann.

Definition 21 (Schachtelungstiefe primitiv-rekursiver Funktionen).
Die Schachtelungstie®iner primitiv-rekursiven Funktioni ist induktiv definiert.

— Jede Grundfunktion aug hat die Schachtelungstiefe

— Die Komposition von Funktionen mit maximaler Schachtedtiefen hat wieder-
um die Schachtelungstiete

— Die primitive Rekursioriiber Funktionen der maximalen Schachtelungstictie-
sitzt die hat die Schachtelungstiefe 1.

Beispiel 22 (Schachtelungstiefe wichtiger Funktionen)

— Die Addition konstanter Werte ist beschreibbar also..os.
Sie hat die Schachtelungstiéfe ke—mal
— Additionadd, Vorgangerp und Signum-Funktios.gn haben Schachtelungstiefe
— Multiplikation mul und Substraktionub haben Schachtelungstiefe
— Exponentiatiorezp und Fakul&tsfunktionf ok haben Schachtelungstiefe

Betrachten wir nun das Verhalten der Funktiongn so fallt auf, dass ihre Schach-
telungstiefe mitn, wachst. DieSchachtelungstiefe voA, ist 1, wenn man das Kondi-
tional und den zugehorigen Ausdrucks aus dem Beweis vooréh&l verwendet, und
die Schachtelungstiefe vaa,, . ; ist jeweils um 1 grofRer als die vot,.

Da die grof3e Ackermannfunktiofidiagonal durch die Ackermannfunktionen hin-
durchgeht, bedeutet dies, daf? zur Berechnung des Wete®in Ausdruck der Schach-
telungstiefer+1 benotigt wird, also die notwendige Schachtelungstiefed®ii Einga-
be wachst. Damit kann keine feste SchachtelungstiediéigroRe Ackermannfunktion
angegeben werden und deshalb kainkann nicht primitiv-rekursiv sein.

Theorem 9. Die grof3e Ackermannfunktion ist nicht primitiv-rekursb/¢ PR).

3.2 Wie kann man die Ackermannfunktion berechnen?

Die klare rekursive Beschreibung der groRe Ackermannfankhacht es leicht, einen
intuitiven Berechnungsmechanismus fur diese Funkticzugaeben. Bei Verwendung
moderner funktionaler Programmiersprachen ist es sodeazugtrivial, ein Programm
fur die groRe Ackermannfunktion anzugebenMh-artiger Notation wiirde solch ein
Programm wie folgt aussehen.

function A’ (n, x) =
if n=0 then if x=0 then 1 else if x=1 then 2 else x+2
else if x=0 then 1 else A’ (n-1,A’(n,x-1))
let A(x) = A’ (x,x%)
Die Berechnung vonl () fiUhrt dann zu einer schrittweisen Abarbeitung der Relkunsi
wobei die Verarbeitung von Rekursionsstacks durch den @engeregelt wird.
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Die groRe Ackermannfunktion kann auch im Kalkil der rekuwes Funktionen
programmiert werden. Hierzu mufd man das explizit beschrgilwvas in modernen
Programmiersprachen der Compiler ibernimmt, namlielvdrarbeitung des Berech-
nungsstacks der Ackermannfunktion. Wir wollen dies zinsdan einem Berechnungs-
beispiel furA(2) erlautern.

Beispiel 23 (Berechnung der Ackermannfunktion)

A(2) = Ay(2) A(2) = (2,2)" )
:A1<A2(1>> — <1,2, 1>
— A1(A1(A2(0))) ~(1,1,2,0)
— A1(41(1)) (L)
— A1(Ag(A1(0))) ~(1,0,1,0)
- ﬁlgA)O(l» = 2170;3—>
= Aq(2 = (1,2
:A(](A1<1>>> = <07171>* .
= Ao(Ao(A41(0))) — (0,0, 1>S>
- AO(AO(1>> = <O7073->
= A0<2) — <O,2>
=4 — (4)"

Die rekursive Abarbeitung der Definition der Ackermanntiorien kann vereinfacht
durch die Liste der vorkommenden Zahlen beschrieben wediewiederum mithil-
fe der Standard-Tupelfunktion als fi@iche Zahl dargestellt wird. Anstelle voi, (2)
schreiben wir alsg2, 2)", anstelle vond; (A5(1)) schreiben wir(1,2,1)" usw. Damit
wird die Berechnung der Ackermannfunktion, wie auf derteciseite illustriert, durch
eine Folge von Zahlen codiert, wobei diergange zwischen diesen Zahlen der rekur-
siven Definition der Ackermannfunktionen entsprechen.B2iechnung endet, wenn
der Stack nur noch ein einziges Element, das Ergebnisaknth

Wir wollen nun zeigen, daf3 di_dbarbeitungsfunktiod eines Berechnungsstacks
fur die Ackermannfunktionen als primitiv-rekursive Fuiak beschrieben werden kann.
Nach Definitior. 2D muR diese Funktion folgende Eigenschdfesitzen.

§{wn0)” =(w1)" An(0) =1
S{w01)" = (w2)" Ag(1) =2
(w0 (z+2))" = (w (z+4))" Ao(z+2) = z+4
5w (n+1)(z+1))" ={(wn (n+1) x)" Api1(z41) = Ap (A (2))

Dabei stehtw fur eine beliebige Liste naturlicher Zahlen, wahrendnd n einache
Zahlen sind. Durch die Verwendung der Standardtupelfonkiiird der gesamte Stack
als naturlicher Zahl dargestellt und daher kami—N eine feste Stelligkeit haben, ob-
wohl die GrofRe des Stacks sich standig andert. Da died&tdtupelfunktion bijektiv ist
und primitiv-rekursive Umkehrfunktionen besitzt, laittss mittels Fallunterscheidung
und der Verwendung einfacher primitiv-rekursiver Funk&a programmieren und ist
somit selbst primitiv rekursiv.

Die Berechnung der grol3en Ackermannfunktion kann nun deirod Iteration der
Abarbeitungsfunktiord beschrieben werden. Es ist(x) = 73 (6" (z )", also der ei-
gentliche Inhalt des Stacki$ (x )", wobeik die kleinste Zahl ist fur die der Stack nur
aus einer einzigen Zahl besteht, also furdiés” (z z)")=1 gilt.
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Da die Iteration primitiv-rekursiver Funktionen priminekursiv ist, ist auch die
Berechnung vo* (x x)* primitiv rekursiv. Der einzige Teil der Berechnung, derttic
mit primitiv-rekursiven Mitteln beschrieben werden kashdie Bestimmung der Zahl
k, also der Anzahl der Schritte bis zur Terminierung. Dies mui2einem Suchprozel}
erreicht werden, der aber im Gegensatz zur beschranktemmidérung ohne vorge-
gebene Schrittzahlgrenze durchgefuhrt werden muf3. Za&rdich durch Induktion
beweisen, dal’ diese Suche terminieren muf3, da in j@d8omritt entweder die erste
bearbeitete Zahl im Stack oder die Anzahl der Zahlen klemet, aber diese Erkennt-
nis reicht nicht aus, um die Schrittzahlgrenze im Vorauséeg zu konnen. Man muf3
die Suche also ohne Angabe einer Schrittzahlbegrenzurngfdimen und dieser Pro-
zel ist, wie in Theorein 9 gezeigt, nicht mehr primitiv rekuiese Erkenntnis fuhrt
zu einer Erweiterung des Berechnungsmodells der rekurBivektionen, die wir im
folgenden Kapitel besprechen werden.

4 p-rekursive Funktionen

Die Hinzunahme einer unbegrenzten Minimierung stellt eaohte Erweiterung des
Kalktls der primitiv-rekursiven Funktionen dar. Eine @gpenze Suche kann mogli-
cherweise nicht zum Erfolg fuhren und liefert dann keindingis. Die hierdurch be-
schriebene Funktion ist also an dieser Stelle undefiniettsamit einegoartielle Funk-
tion. Anders als die primitiv-rekursiven Funktionen muf3 der stseehende Kalkil die
Moglichkeit undefinierter Funktionsergebnisse mit eikliéieren. Dies bedeutet, dal3
das Verhalten der in Definitidd 3 beschriebenen OperatooengOsition und primitive
Rekursion fur partielle Funktionen neu erklart werderfdmu

Die Kompositionfo(g1, .., g, ):N*—N ist definiert fir eine Eingabé ¢ N*, wenn
jedesy; hierauf definiertistundg; (%), .., g, (2) ) zum Definitionsbereich vofi gehort.
Ansonsten ist sie undefiniert.

Eine durchprimitive RekursionPr[f, ] definierte Funktiorh:N* —N ist definiert
auf (z,0), wenn f auf z definiert ist und genau dann auf, y+1) definiert, wenn
h(z,y) definiertist und z, v, h(z,y)) zum Definitionsbereich vop gehort. Man be-
achte, daf? damit(z, y) nur dann definiert ist, wenh(z, z) fur alle z<y definiert ist.

FUr die unbegrenzte Minimierung fuhrt die Betrachtungtipier Funktionen zu
folgender Definition.

Definition 24 (u-Operator). Die Minimierung;.f:N*—N einer Funktionf:N**1 N
ist die eindeutig bestimmte Funktiarfur die fur alle 2 € N* gilt
h(i) = {mz‘n{y | f(2,y)=0} falls dies existiert und allg(, i) fur i<y definiert sind
1 sonst

In der Denkweise imperativer Programmiersprachen emtsjaie Minimierung ei-
ner unbegrenzte Suchschleife. Wenn die Suche terminini tefert sie die Anzahl
der Durchlaufe bis zum Abbruch dieser Schleife. Wm . f zu berechnen, wiirde man
folgende Anweisungen verwenden.

z:=0; while f(x,,..,x,,2)7#0 do z:=z+1; h:=z
Im Gegensatz hierzu wirde die beschrankte Minimierurggfelgt implementiert.
z:=0; while f(x,,..,%,,2)7#0 and z<y do z:=z+l; h:=z

25



Anstelle vonh = . f schreibt man gelegentlich auélix) = .| f(z, 2)=0], wobei an
der Stelle vonf(z, z) ein beliebiger Ausdruck uber den Variablemnd =z stehen darf.

Funktionen die aus den Grundfunktionen durch Kompositimitive Rekursion
oder Minimierung entstehen, heil3enekursivoder kurzrekursiv.

Definition 25 ((u-)rekursive Funktionen).

Die MengeR der (u-)-rekursivenFunktionen ist definiert alsk :U?f:oRn- Dabei
sind die KlasserPR; induktiv wie folgt definiert.

Ro =G und
Riv1 =RiU{fo(g1,-9n) | nEN, f,91...9n € R}

Ahnlich wie die formale Definition der KlasseR in Definition[4 ist die obige De-
finition oft schwer zu handhaben. Meist ist die folgende @hktarisierung handlicher.

Korollar 26

1. DieNachfolgerfunktior ist p-rekursiv.

2. DieProjektionsfunktionerpr) sind u-rekursiv fir alle n e Nundk € {1..n}.

3. DieKonstantenfunktionen; sindp-rekursiv fir alle n, k e N,

4. Die Kompositionfo(gi, .., g, ):N*—N der Funktionenf:N"—N, g1, ..g,:NF =N
ist u-rekursiv fir alle n, k e N, wennf, ¢g; ...g,, u-rekursiv sind.

5. Die primitive RekursionPr[f, ¢g]:N*—N zweier Funktionenf:N*~!—+N und
¢:NFT1 N ist u-rekursiv fir alle k €N, wennf undg p-rekursiv sind.

6. Die Minimierung 1.f:N¥ =N einer Funktionf:N¥+! N ist u-rekursiv fir alle
k eN, wennf pu-rekursiv ist.

Durch die Hinzunahme dgsOperators andert sich eigentlich nur wenig am Kon-
zept der rekursiven Funktionen. Die Analyse und Konstarkfi-rekursiver Funktio-
nen ist ahnlich zu derjenigen der primitiv-rekursiven Kionen, fur die bereits eine
begrenzte Minimierung zur Verfigung stand. Es entfallih miie Notwendigkeit, eine
Obergrenze fur die Suche im Voraus anzugeben. Dafur muf3atexrdings mit mogli-
cherweise partiellen Funktionen und undefinierten Fumisticerten umgehen. Wir wol-
len dies an einigen Beispielen erklaren.

Beispiel 27 (Analyseu-rekursiver Funktionen)

— Wir wollen den Ausdruck, = 1. ¢ analysieren. Es ist

fol) = min{y | c(z,y)=0} falls y existiert und allec? (z, i), i<y definiert
S sonst

[ min{y | 1 = 0} falls dies existiert

L sonst

=1

Damit ist f, die nirgends definierte Funktion
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— Wir betrachtenfs = padd. Es ist

fol) = min{y | add(z,y)=0} falls y existiert @dd ist total)
ST L sonst

_J0 fallsz =0

~ | L sonst

Damit ist f3 nur fur x=0 definiert.

: : falls x= :
— Wir betrachtenf, = u h, wobei h(z,y) = {(i sir?sgtb Y Dannist

Fa(z) = min{y | h(z,y)=0} falls y existiert und alleh(z, i), i<y definiert
S Wl sonst

_Jo fallsz =0

| L sonst

Hier gilt zwar h(x, y)=0 fur z=y, aberh(x, y) ist fur 0<y<x undefiniert.

p-rekursive Funktionen haben gegentber den primitivareikan Funktionen den
Nachteil, dal3 sie moglicherweise partiell, also nichtdile Eingaben definiert sind.
Primitiv-rekursive Funktionen sind dagegemal, terminieren also immer. Eine wich-
tige Unterklasse det-rekursiven Funktionen sind daher die Funktione, die tatiaér
nicht notwendigerweise primitiv rekursiv sind.

Definition 28 (total-rekursive Funktionen).
Die Menge7 R dertotal-rekursiverFunktionen ist definiert als

TR ={feR| f total}.

Es ist leicht zu sehen, daRR € TR < R qilt, da alle primitiv-rekursiven Operatoren
und Grundfunktionen auch bei der Definition derekursiven Funktionen verwendet
werden und alle primitiv-rekursiven Funktionen total sib@l3 die drei Klassen nicht
gleich sind, kann man an zwei einfachen Beispielen sehen.

— PR # TR, da die grof3e Ackermannfunktiohtotal rekursiv, aber nicht primitiv-
rekursiv ist.
— TR # R, daes rekursive Funktionen wie z.B. = 1 add gibt, die nicht total sind.

Damit ist PR eine echte Unterklasse varik und dies eine echte Unterklasse viégn

Die Klasse der total-rekursiven Funktionen ist die Klagke,aus Anwendersicht
die interessanteste ware, da sie alle berechenbare Boaktenthalt, aber keine nicht-
terminierenden Berechnungen bertcksichtigen mul3. Letes nicht moglich, einen
Kalkill oder eine Programmiersprache zu konstruierengdmeau die Klass@ R er-
zeugt, denn didMlenge der Programme fur Funktionen d0® ist nicht aufzahlbar
Dies werden wir in einer der spateren Abhandlungen zeigen.

Rekursive Funktionen sind ein extrem machtiger Mechaansaur Beschreibung
berechenbarer Funktionen. Es hat sich herausgestellsjelg@nauso machtig sind wie
die Turing-berechenbaren Funktionen. Ein formaler Bewigisliese Behauptung ist
aufwendig, da fur jedes Modell eine Simulation durch dadea@ angegeben werden
mul3. Wir geben daher (vorlaufig) nur eine kurze Skizze desies
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Um zu zeigen, dafiekursive Funktionen Turing-berechenbar fRd-7"), muld man
zeigen, dal} die rekursiven Grundfunktionen und Operatidioeing-berechenbar sind.
Turingmaschinenprogramme fur die Grundfunktionen — Nialger, Projektion und
Konstantenfunktionen sind leicht zu konstruieren. Audhdrawir gezeigt, dal} es leicht
ist, Komposition, Primitive Rekursion undOperator durch Anweisungssequenzen in
imperativen Programmiersprachen zu reprasentierenll®&amputerprogramme auf
Turing-Maschinen simuliert werden konnen, ist es mdygllaringmaschinen fur die
rekursiven Operationen zu konstruieren. Damit kann mangefie rekursive Funktion
f eine Turingmaschine konstruieren, indem man die Teilmaschentsprechend des
rekursiven Ausdrucks fuf zusammensetzt.

Um zu zeigen, dalRuring-berechenbare Funktionen rekursiv Ad-R), geht man
ahnlich vor wie bei der Berechnung der Ackermannfunktiarcth rekursive Funktio-
nen in Abschnitf 3]2. Wicodieren Konfigurationeralso Tupel von Worten als Zah-
lentupel, indem wir jedes Symbol durch seine Nummer im Ahgaeprasentieren
und anschlieRend die Zahlenliste mit der Standard-Tupktlion in eine Zahl umwan-
deln. AnschlielRendimulieren wir die Konfigurationsuiberganagke sich aus dem Pro-
gamm der Turingmaschine ergeben durch eine primitiv-gikat)berfihrungsfunkti-
on . Diese wird dann iteriert bis eine Endkonfiguration erreish Hierzu verwenden
wir eine primitiv-rekursive Testfunktiorf, welche identifizert oy* eine Endkonfi-
gurationen liefert und die unbeschrankte Minimierungdie Suche nach der ersten
Nullstelle von f. Wenn diese Suche terminiert, dann liefert die Endkonfigomadas
Ergebnis der Berechnung.

Theorem 10. R = 7T, d.h. die Klasse der rekursiven Funktionen ist identischdar
Menge der Turing-berechenbaren Funktionen.

Theoreni_ID und sein Beweis haben zwei wichtige Aspekte. Znendst gezeigt,
dal3 beide Modelle — Turingmaschine und rekursive Funktiensich gegenseitig si-
mulieren kdnnen. Deswegen ist es moglich, in Beweigaekursive Funktionen als
“Unterprogramme” von Turingmaschinen einzusetzen, waas €infacher ist als die
direkte Konstruktion. Es reicht ja zu wissen, daf3 eine UndAkamg maoglich ist, ohne
dal? man sie explizit ausfuhren muf3. Zum anderen wurde inreBewan7 CR nur eine
einzige Minimierung eingesetzt, um die Anzahl der Schiitezur Terminierung zu
bestimmen, wahrend alle anderen Komponenten primitiunsgk sind.

Dies bedeutet, daf3 rekursive Funktionen im Prinzip nichimaés eine einzige Mi-
nimierung bendtigen und ansonsten mit primitiv-rekugsiKonstrukten auskommen
konnen. In anderen Worten: jede berechenbare Funktiom ketneiner einzigen unbe-
grenzten Schleife programmiert werden. Diese Erkennghisiter dem Namekileene
Normalform Theorerbekannt geworden.

Theorem 11 (Kleene Normalform Theorem)Fur jede berechenbare Funktidgrkann
man primitiv-rekursive Funktionefiund g konstruieren, so daf3:(x) = g(z, uf(x)).

Beweis: Wir betrachten die Simulation der Turingmaschine Aldurch p-rekursive
Funktionen. Die Funktiog mit g(z, k) berechnet die Iteratios (z) der Konfigu-
rationsiilbergange. ist die Funktion, welche die Terminierung véfi(z) charak-
terisiert und damit berechngtf berechnet dié\nzahl der Schritte bis zur Termi-
nierung Also liefertg(x, uf(x)) das Ergebnis zum Zeit der Terminierung. O

28



Literatur

1. Wilhelm Ackermann. Zum hilbertschen Aufbau der reellen&n.Mathematische Annalen
99, 1928211

2. Christian Calude and Solomon Marcus. The first examplaetarsive function which is not
primitive recursive Historia Mathematica6:380-384, 1979, 21

3. Richard DedekindWas sind und was sollen die Zahle©888.[1

4. Rozsa Péter. Die beschrankt-rekursiven funktionah die ackermannsche Majorisierungs-
methode.Publicationes Mathematicae Debre¢cen362-375, 1956, 21

5. Yngve Sundblad. The ackermann function. a theoreticahputational, and formula mani-
pulative study.BIT - numerical mathematic41:107-119, 1971, 21

Stand 19. April 2013

29



	Rekursive Funktionen

