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Dieser Artikel ist noch nicht ganz fertig und enthalt vor allem noch Tippfehler und kleine-
re Unsauberkeiten. Er wird im Laufe der nachsten Wochen durch eine leicht liberarbeitete
Version ersetzt.

ZusammenfassungDieser Artikel gibt eine kurze Einfuhrung in die Elemertar
Berechenbarkeitstheorie. Er dient als Erganzung der Eitgm 5.4 & 5.5 der
Vorlesung “Einfuhrung in die Theoretische Informatik I1”

1 Fundamentale Eigenschaften berechenbarer Funktionen

Die Untersuchung der verschiedenen Berechenbarkeitdladod gezeigt, dal3 alle
Modelle, mit Ausnahme der Unterklasse der primitiv-rekugs Funktionen, genauso
machtig sind wie Turingmaschinen. Diguivalenzbeweise zeigen, daf die verschie-
denen Modelle ineinander Ubertragbar sind und daher sngerander verzahnt ver-
wendet werden konnen. Aufgrund der Chuch’schen Thesermgahtdaher davon aus,
dafl Turingmaschinen und aquivalente Modelle genau diéinberechenbaren Funk-
tionen beschreiben. Daher ist es sogar moglich, in Arguemenur Berechenbarkeit
bestimmter Funktionen intuitive Beschreibungen von Aliiponen zu verwenden, an-
statt diese Algorithmen im Detalil innerhalb eines diesedBlte auszuprogrammieren.

In diesem Artikel wollen wir uns nun den allgemeingultigéigenschaften bere-
chenbarer Funktionen widmen. Es geht also um die Frage hevdtanktionen uber-
haupt berechenbar sind; welcher Zusammenhang zwischectBarbarkeit, Aufzahl-
barkeit und Entscheidbarkeit besteht, welche Abschlwhsighaften fir diese Konzep-
te bewiesen werden konnen, und wo die Grenzen des Beremtgemlegen.

Wir wollen uns bei der Beantwortung dieser Fragen soweitmigylich von den
konkreten Berechnungsmodellenlosen, da es um Eigensatdrechenbarer Funktio-
nen als solche und nicht etwa um Eigenschaften von Turimgpromeny-rekursiven
Funktionen, A-Ausdriicken etc. geht. Daher werden wir im folgenden zhsteini-
ge fundamentale Eigenschaften berechenbarer Funktionemnifieren, die unabhangig
vom konkreten Berechnungsmodell sind, und dann unter fuf@hme des Modells der
Turingmaschine beweisen. Alle weiteren Definitionenz8aind Beweise werden sich
dann nur noch auf diese Grundeigenschaften stiitzen und Reiferenzen auf konkrete
Berechnungsmodelle verwenden. Diese Vorgehensweise#il-ormulierungen von
Aussagen, die wesentlich abstrakter sind, als dies in destend_ehrbiichern heutzuta-
ge ublichist. Sie sind aber auch erheblich praziser uhddri zu eleganteren Beweisen,
mit denen wir in wenigen Zeilen das ausdricken konnen iwBgweisen, die sich auf
konkrete Maschinenmodelle beziehen miissen, mehreenSeiAnspruch nimmt.



Wir werden zeigen, dal3 maxle berechenbaren Funktionen durchnumerieusid
mithilfe eines einzigen universellen Programms bereckaan, wenn dieses als Einga-
be die Programmnummer und die entsprechenden Eingabalh éthin kann dig<om-
plexitat von Programmen entscheidealso ob ein bestimmtes Programm bei Eingabe
gewisser Daten nach einer vorgegebenen Anzahl von Schtdteniniert,Program-
me effektiv kombinierenalso aus den einzelnen Programmnummern die Nummer der
Funktion bestimmen, die von der Kombination dieser Prognarberechnet wird.

Wir werden diese vier Eigenschaften beispielhaft mit dend®bder Turingma-
schine beweisen, aber sie gelten in gleicher Weise flisjadelere Berechenbarkeits-
modell. Wir konzentrieren uns in unseren Betrachtungerbatgchenbare Funktionen
uber den nattrlichen Zahlen. Alle anderen Berechenligkanzepte konnen hieraus
abgeleitet werdel. So 1aRkt sich die Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidiiavin
Mengen als Berechenbarkeit der zugehorigen (partietbajakteristischen Funktion
beschreiben. Berechenbarkeitskonzepte auf Wortermeédmurch Codierungen von
Wortern als Zahlen und berechenbare Funktionen auf Zahlegedriickt werden und
Funktionen auf Zahlenpaaren und -listen konnen mithike 8tandardtupelfunktion
einstellig simuliert werden. Fir eine allgemeine Thedee Berechenbarkeit reicht da-
her die Betrachtung voainstelligen berechenbaren Funktion&per den ndirlichen
Zahlen

1.1 Die Standardnumerierung der berechenbaren Funktionen

Berechenbare Funktionen konnen beschrieben werden algiéoen, deren Ein-/Aus-
gabeverhalten von Turingmaschinen berechnet wird. Eilhelregende Numerierung
der berechenbaren Funktionen ergibt sich also direkt anes &umerierung der ent-
sprechenden Turingmaschinen. Turingmaschinen kann medewim mit dem Text
identifizieren, der das zugehorige Turingprogramm, alsoZlistandsiberfuhrungs-
funktionen, beschreibt. Zahlt man nun alle Worter Ulmmdentsprechenden “Program-
malaphabet” auf und Gberspringt dabei die Worter, dia&é&orrekten Turingprogram-
me darstellen, so erhalt man die gewiinschte Numerieivirgyvollen nun einige De-
tails dieser Vorgehensweise etwas genauer ausfiihren.

Fur die Codierung von Turingmaschinen als Worter Ubaemi festen Alphabet
reicht es aus, Turingmaschinen mit dem Ein-/Ausgabeakthab= {0, 1}, Bandal-
phabet/"'={0, 1, B}, Anfangszustand, und der festen Endzustandsmerige{q; } zu
betrachten. Dieses eingeschrankte Modell ist bekanm@téemgenauso machtig wie Tu-
ringmaschinen mit mehr Freiheitsgraden, hat aber den \/aitd? jede Turingmaschi-
nen eindeutig durch ihre Zustandsuberfuhrungsfunkdefmiert ist.

! Eine Reihe von Lehrbiichern setzt den Schwerpunkt ehererethenbare Funktionen tiber
Worten, weil dies der Idee der Eingabe von Programmen uneiiCas Bitketten naher kommt.
Zuweilen wirkt dies intuitiver, weil man von Programmen &tsvon Programmnummern
reden kann. Dafur wird die Behandlung von Arithmetik und Bechenzeit komplizierter, da
Zahlen durch Worte beschrieben werden missen. Da ZahkkWarnter bijektiv ineinander
ubersetzt werden konnen, sind beide Ansatze im Endedfelchwertig. Es ist eher eine Frage
der personlichen Praferenz, mit welchem Ansatz man bessecht kommt.



Definition 1 (Codierung von Turingmaschinen).
EsseiM = ({qo,..,qn}, 2, ', 6, qo, B, {q1}) eine beliebige Turingmaschitider dem
Bandalphabet'={0, 1, B}.

— Die Codierung der Zustandbertihrungsfunktior an der Stelleq,.X) ist definiert
€ sonst
— Die Codierung der Zustandderiihrungsfunktion voi/ ist definiert durch
codef) = codef(qo,0)) coded(qgo,1)) coded(qo,B)) ...coded(q,,B))
— Die Codierung der Turingmaschin® uber dem Alphabet\ = {0, 1} ist definiert
durch code(M) = p,(codef)), wobep,, eine Standardref@sentation der Menge
{90, --,qn,0,1, B, L, R} durch Wbrter iber dem Alphabet\ ist.

Die Nummer einer Turingmaschine kann damit tber die Nunuoeerentsprechen-
den Wortes,,(codef)) in der Menge der Worter ibef), 1} bestimmt werden. Hierzu
mussen wir die Worter Ub€i0, 1} in eine kanonische Reihenfolge bringen und dann
durchzahlenUblichwerweise verwendet man hierzu die sogenatexi&ographische
Ordnung die fur Worter Giber einem Alphabét, .., z,, } wie folgt erklart ist.

E< T <..<ZTp <171 <12 < ...<TpTp <1211 < ...

Zahlt man Worter in dieser Reihenfolge entsprechendidwe ergibt sich

W0 =€, W1: =1, .. Wy =Ty, Wp41:=L1T1, ..

Definition 2 (Ordnung und Numerierung von Wortern).
Es seid = {z1, .., 2z, } ein beliebiges Alphabet

— Die Standardordnung aufl ist definiert durch ;< z; & i<j
— Die lexikographische Ordnung auf A* ist definiert durch
u < v, falls|u| < |v| oder |u| = |v] = mundIk<m (urp< v A Vi<k u;=uv;)
— DerlIndexeines Wortes € A* ist seine Position in der lexikographischen Ordnung.

Fur die Numerierung von Turingmaschinen kdnnen wir unisdas Alphabet{0, 1}
konzentrieren.

Definition 3 (Numerierung von Turingmaschinen).

Es seiT' My, die Menge aller Wirter {w € {0,1}*, die eine Codierungode(\/)
einer Turingmaschiné/ = ({qo, ..,q.}, 2, ', 6, qo, B, {¢1 }) Uber dem Bandalphabet
I'={0, 1, B} darstellen.

— M, ist die Turingmaschin@d/ derenCodierung code{/) in der lexikographischen
Ordnung vonl' My, 1, ani-ter Stelle erscheint.

— Der Indexder Turingmaschiné/ ist die eindeutig bestimmte Zahiit A/, = M.
Die Zahl: wird auchGodelnummewvon M genannt.

Da man leicht testen kann, ob ein Wort tber dem Alphdbel } die Codierung
einer Turingmaschine gemaf Definit[dn 1 darstellt, kann Bia Programm schreiben,
das die Worter aug' My, ,, der Reihe nach aufzahlt, und som#ts Programm der Tu-
ringmaschineV/; effektiv aus der Nummei berechnenlm Detail ist diese Prozedur
relativ aufwendig, besonders wenn man versucht, sie al§wimgprogramm zu be-
schreiben, das wir im Beweis von Shiz 2 benotigen werdemsaber intuitiv klar ist,



wie solch ein Programm konstruiert werden konnte, veteichwvir in diesem Artikel
auf die Details und verweisen stattdessen auf das Buch vamaueh [1,51.9].

Fur die Numerierung berechenbarer Funktionen benodtigemun nur noch die
Semantik von Turingprogrammen Uber dem Alphafietl } und eine Codierung der
natirlichen Zahlen. Wir bezeichnen die von der Turingrhase)M berechnete Funk-
tion mit /5, : {0,1}*—{0,1}* und die Binarcodierung der naturlichen Zahlen im Al-
phabet{0, 1} mit »,:N—{0, 1}*. Fur Komplexitatsfragen benotigen wir auf3erdem die
Rechenzeitfunktion der Turingmaschimg die wir mitz,, : {0, 1}*—N bezeichnen.

Definition 4 (Numerierung berechenbarer Funktionen).

— Die Standardnumerierung:N—R der berechenbaren Funktionen auf deniiét
chen Zahlen ist definiert durchy (i) = rb’lofmom.
— Die Schrittzahlfunktio?: N—7R ist definiert durch®(i)(n) = tas, (15(n)).

Anstelle vone(i) und &(i) schreiben wir meistp; bzw. &;. ¢, ist dievon M; be-
rechnete (partielle) FunkticaufN und®; die zugehorigé&chrittzahlfunktiorvon M;.
Die Nummer:; wird auch dieGodelnummeioderindexder berechenbaren Funktion
f:N—N genannt, wenif = ¢; ist.

Per Konstruktion hat jede berechenbare Funktion eine [Badener. Da aber jede
berechenbare Funktion unendlich viele Programme hat,ieibesechnen (man muf3
nur Uberflissige Anweisungen erganzen, die nie genwden), hat jede berechenbare
Funktion unendlich viele Indizes. Wir formulieren diesa&cht als ein Lemma, auf
das wir gelegentlich zuriuickgreifen.

Lemma 1. ¢:N—TR ist surjektiy, aber nicht bijektiv.

Die Schrittzahlfunktiorp; der von)M; berechneten Funktiop; gibt fur eine Einga-
bej € N die Anzahl der Rechenschritte bis zur Terminierung an, weity) Uberhaupt
terminiert. Damit ist®; per Konstruktion auf den gleichen Eingaben definiert ywje
Diese scheinbar unbedeutende Erkenntnis wird spaterdeineindamentalen Grund-
eigenschaften der Funktionerund @ darstellen.

Theorem 1. Fur alle i gilt domain(?;)=domain(yp;)

1.2 Das UTM Theorem

Bisher sind Turingmaschinen nur in der Lage, eine einzige&fon zu berechnen. Dies
bedeutet, dal3 man fur jede Aufgabe eine neue Maschine lpawénwas aus theoreti-
scher Sicht zwar unproblematisch, aus praktischer Siarthadilig indiskutabel ist. Erst
in den 1940er Jahren wurden Computer so konzipiert, daRRativdten programmiert
werden kann, und heute ist es eigentlich selbstverstndiald man einen Computer
als universelles Gerat betrachtet, das Programme unchBégdEingabe annimmt und
dann die von dem Programm zu berechnende Funktion auf desnRaisfiihrt. Nur
in sehr speziellen Anwendungen baut man noch Computer,dieine oder einige
wenige Funktionen ubernehmen.

Die Frage, die hierbei jedoch entstehtist, ob ein einzigenQuter tatsachlich jeden
anderen Computer simulieren kann. Kdnnen wir also bewed? es eineniverselle



berechenbare Funktion gibt, die bei Eingabe einer Godelnummiarnd einer belie-
bigen Zahlj genau den Werp;(j) berechnet? Um dies zu zeigen, missen wir eine
universelleTuringmaschinebauen, die auf einem Arbeitsband das ProgrammAMGn
generiert, auf einem anderen die Eingabezatdrwaltet und dann den Programmcode
schrittweise liest und ausfiihrt. Aus diesem Grund wirddasorem, das wir beweisen
wollen, alsUTM Theorenbezeichnet.

Theorem 2 (UTM Theorem).
Die Funktionu :N—N mit u(i, j)=¢;(j) fur alle 7, j ist berechenbar

Beweis: Wir konstruieren skizzenhaft eine Turingmaschifhevelche die Funktiom
berechnet. Hierzu benotigt mehrere Arbeitsbander und einige Hilfsbander.
Auf den ersten Band stehen die Programmnuminuerd der Eingabewept, kom-
biniert mit der Standard-Tupelfunktion und binar codigrer dem Alphabefto, 1}.
U berechnet zunachst aus der Eingabe (i, j) die Zahlen; undj in Binardar-
stellung, erzeugt dann das Warbde(;), also die Codierung der Zustandsuber-
fuhrungsfunktion vonM/;, aus der Zaht und kopiert die Binardarstellung,(7)
von j auf das zweite Band. Dieses wird Arbeitsband fur die Sittader Ma-
schineM; verwendet, enthalt also genau den Bandinhalt, den dastsilaad der
MaschineM; bei der Verarbeitung vom enthalten wirde.

Endliche Steuerung

Eingabe s —— M, ZZ # }%?rb(j)—
= - ANEAN

\
Arbeitsbandvonvz; ---- | Bloll 1 {lo | 1 Yo | B

\\
Zustand von/; - [Blof1]1]o]o\R|B]B
Hilfsband

Nun simuliertU die Einzelschritte vor/;. Hierzu sucht die Maschine, abhangig
vom gelesenen Symbol auf Band 2 und dem ZustandMgndie Codierung des
entprechenden Zustandsubergangs auf Band 1 auf, liestldsrzu schreibende
Symbol, den neuen Zustand und die Kopfbewegung und fulndgedies aus. Da-
mit dies moglich ist, mufl3 der aktuelle Zustand vif auf einem dritten Arbeits-
band gelagert sein, da die Anzahl der Zustande aller idgth Machiner/; nicht
nach oben begrenztist, und somit nicht im Zustand&orerwaltet werden kann.
Auf die Art simuliertU Schritt fur Schritt das Verhalten val¥; und man kann be-
weisen, dal3 nach einer kompletten Simulation eines Praglsfehls das Band 2
identisch mit dem Arbeitsband vaw; in dieser Situation ist und Band 3 genau den
entsprechenden Zustand enthalt. Somit termiriiettei Eingabe vori, j) genau
dann, wenn)M; bei Eingabe vory terminiert (also den Zustang) erreicht) und
Band 2 enthalt genau das Ergebnis. Dieses wird nun von BanfiRand 1 kopiert
und steht fir die Ausgabe bereit.

Es folgt u(i, j) = fu{i,j) = far,(j) = phi(j). 0



Eine unmittelbare Konsequenz des obigen Beweises ist, sla@ah eine univer-
selle Methode gibt, zu entscheiden, ob die Berechnungpy6j) nach genau Schrit-
ten anhalt. Hierzu lalt man die Maschibiedie Ausfuhrung von\/;(j) fur maximal
t Schritte simulieren. Steht zum simulierten Zeitpunkter Zustand;; auf dem Ar-
beitsband 3, dann terminiekt; (j) nach genau Schritten und ansonsten nicht. Damit
haben wir eine weitere wichtige Einsicht beweisen, die wirdar Schrittzahlfunktion
¢ formulieren.

Theorem 3. Die Menge{ (i, j,t) | ®;(j)=t} ist entscheidbar

1.3 Das smn-Theorem

Eine letzte wichtige Eigenschaften berechenbarer Funétiost, dal’ sie sich nahezu
beliebig nach einer Art Baukastenprinzip kombinierendas#/an kann neue berechen-
bare Funktionen generieren, indem man mehrere Funktiangréinander ausfihrt, in
einer mehrstelligen Funktion eine Variable festhalt, #rgente vertauscht, etc. In jedem
dieser Falle kann die neue Funktion effektiv aus den anblesemmt werden. In der
Denkweise von Programmiersprachenist dies leicht eifrarsenan nimmt einfach die
entsprechenden Teilproramme und schreibt ein Sticki@ricnde, um sie miteinander
zu verbinden, und erhalt das neue Programm. Um zu beweals@ndiese ldee wirk-
lich zum gewiinschten Erfolg fiuhrt, miissen wir zeigerf3 dech die Godelnummern
der Programme mithilfe einer berechenbaren Funktion g¥fé@keinander umrechnen
lassen. Dies fuhrt dann zu einem Theorem, das sehr tethaissieht und mangels
einer intuitiveren Bezeichnung seinen Nanmenn-Theorenaus den vorkommenden
Variablen bezogen hat. Gelegentlich wird es auchJalsrsetzungslemmntzezeichnet.

Theorem 4 (smn Theorem).Es gibt eine berechenbare totale Funktiomi—N mit
der Eigenschaftapsm n) (1) = @ (n,i) furallem,n,ieN

Beweis: Wir konstruieren skizzenhatft eine Turingmaschiddiir die Funktions. Die
Maschine erwartet auf dem Eingabeband die Codierung egt@r#:, n) und muf3
daraus die Codierung einer Maschiﬁn@m n) konstruieren, die bei Eingabe (der

Codierung) einer Zahldasselbe berechnet wid,,, bei Eingabe vorin, i).

Hierzu konstruiertV/ zunachst auf einem ersten Hilfsband das Wode(,,,), al-
so die Codierung der Zustandsuberfuhrungsfunktiondby. Auf einem zweiten
Hilfsband konstruiertd/ aus der Zahh die Codierung einer I\/Iaschian’ )

welche bei Eingabe einer Zahten Wert(n, i) berechnet.
Auf einem dritten Band konstruief/ dann den Code einer Maschiné’, welche
bei Eingabe einer Zahl zunachst die Anwendung des Codes \Mr<1n ) auf ¢

simuliert und anschliel3end den Code \f), auf das Ergebnisn, i) anwendet.
Damit berechned/’ also genau den Wed,,, (n, i) und ihre Godelnummer ist das
gewinschte Ergebnis. Daher berechheabschlieRend di&odelnummer vod/’
und gibt dies als Ergebnis zurtick. Die vonh berechnete Funktion=f,; ist per
Konstruktion berechenbar und tatdla M fur jede Eingab&m,n) ein Ergebnis,
die Godelnummer einer Maschine, produziert. Aul3erdetn gil

Ps(m,n) (4) = far (i) = me(fM(n >(Z)) = Pm{n, i) O]

9 .



2 Abstrakte Berechenbarkeitstheorie

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir vier fundamentakoféme tber Eigenschaf-
ten der Numerierung Turing-berechenbarer Funktionendsem. Dabei ist die konkre-
te Numerierung der berechenbaren Funktionen eigentlietiveinbedeutend. Wich-
tig ist nur, daR es hierzu passend eine berechenbare wilegEsinktion, eindJber-
setzungsfunktion entsprechend des smn-Theorems und emelExitatsfunktion mit
entscheidbarerem Ergebnis gibt.

Man kann die Theorie der Berechenbarkeit daher auch axischatormulieren,
also die Existenz einer Numerierung mit den obengenanniggmEchafterpostulie-
ren und dann alle weiteren Definitionen und Satze nur noch agedAxiome stiitzen.
Auf diese Art entgeht man der Gefahr, die Formulierung dezorte von einem be-
stimmten Maschinenmodell abhangig zu machen und ihr diaungitEleganz und All-
gemeingultigkeit zu rauben. Die abstrakte Formulierugigtz dafd alle gewonnenen Er-
kenntnisse fur jede Programmiersprache und jedes Commpaodiell gelten, das es gibt
oder das jemals erfunden wird. Dartiber hinaus kann manrsBéweisen auf die wirk-
lich essentiellen Argumente konzentrieren, anstatt immeder aufs neue aufwendige
Maschinen zu konstruieren, welche die Kernargumente #digemur verschleiern.

In Anlehnung an unseren Artikel zu den rekursiven Funktiobezeichnen wir
die Menge der moglicherweise partiellen berechenbararkttanen auf den natir-
lichen Zahlen mitk und Menge der totalen berechenbaren Funktioner/mit Dies
ermoglicht uns, Formulierungen von Definitionen, Satoewl Beweisen pragnanter
zu gestalten. Statt/*N—N ist berechenbdrkonnen wir kurz “f € R” schreiben und
“feTR"anstelle von “f:N—N ist berechenbar und totalWenn eine Funktiory an
der Stellex nicht definiert ist, schreiben wir kurzf{x) = L oder “f(xz)1” (fur “ die
Berechnung vorf (z) divergiert) und “ f(z)]” (“ die Berechnung vorfi(x) terminiert
bzw. konvergiet) oder “z € domain(f)”, wenn wir sagen wollen, daf(x) definiert
ist, ohne den konkreten Funktionswert anzugeben.

Definition 5 (Axiome der Berechenbarkeit).
Seienp:N—R und?:N—7R. Die Axiome der Berechenbarkeitsthedseziglich und
¢ sind definiert durch

. @ ist surjektiv

. Fur alle i gilt domain;)=domain(y;).
1 falls ®;(j) =t

0 sonst fur alle i, j,t e N.

. Es gibt einu e R mitu (i, j)=p;(j) fur alle i, j.

1
2
3. Esgibteiny, e TR mit x,(i,j,t) = {
4
5. Es gibt eins € 7R mit Polm,n) (1) = m(n,i) furalle m,n,ieN.

Axiom 1 besagt, daf® eineNumerierung aller berechenbaren Funktioraarf N ist.
Axiom 2 stellt eine enge Beziehung zwischemnind® her, wobei die Intuition ist, dal3
¢, die zuyp,; gehorende Rechenzeitfunktion darstellt. Axiom 3 besdafg, Rechenzeit
entscheidbar ist. Axiom 4 ist das utm-Theorem und postuier Existenz einer uni-
versellen berechenbaren Funktion. Axiom 5, das smn-Theorerlangt dal’ berechen-
bare Funktionen effektiv kombiniert werden konnen. Wibéa im vorigen Abschnitt
bewiesen, dal3 es Funktiongrund® gibt, welche diese funf Axiome erfillen.



Fur den Rest dieses Artikels nehmen wir an, da8—R und®:N—R zwei beliebige
Funktionen sind, welche die Axiome der Berechenbarkedtsile erfullenund werden
alle weiteren Definitionen, Satze und Beweise nur noch esedAxiome stutzen.

Eine spezielle Form des smn-Theorems wird haufig in Beweaisewendet.

Korollar 5 Fir jede berechenbare Funktighgibt es eine berechenbare totale Funk-
tion b mit vy, ;) (n) = f(i,n) fur allei,n eN.

Beweis: Es seif=y,, e R. Dann giltf (i, n)=p,, (i, n)zgos<m i) (n) fur allei, n eN.
Damit erfullt die Funktiomh mit h(i)=s(m, i) die Bedingungen. O

Dieses Korollar hat vielfaltige Einsatzmoglichkeit&o kann man z.B. eine Funktion
h € TR konstruieren mitgoh<z- j) = Piop; oder mit Phii, ) (n) =wi(n) +¢;(n). Wir
werden auf diese Moglichkeiten gelegentlich in Beweiseariizkkommen.

Auf Grundlage der NumerierungenN—R und®:N—R sind wir nun in der Lage,
die BegriffeBerechenbarkeiEntscheidbarkewndAufzhlbarkeitneu zu spezifizieren.

— Berechenbarkeit einer Funktighbedeutet, dal? man eine Menge von Instruktionen
angeben kann, mit denghberechnet wird. Da sich alle Programme berechenba-
rer Funktionen aufzahlen lassen, ist dies aquivalentauAdissage, dalf eine
der vonyp aufgezahlten Funktionen sein muf3. Berechenbare Fumttiarerden
gelegentlich auch alsartiell rekursivoder einfach nurekursivbezeichnet. Eine
berechenbare Funktion, die total ist, wird atictal rekursivgenannt.

— Entscheidbarkeit einer Meng¥ heil3t, dal3 man eine Methode angeben kann, die
testet, ob ein bestimmtes Element &1 gehort oder nicht. Dies ist aquivalent zu
der Aussage, daf} danarakteristische Funktiog,, von M berechenbar ist,

_ |1 fallsxzeM,

~ 1 0 sonst '

Eine entscheidbare Menge wird auch@lsursive Mengbezeichnet.

— Semi-Entscheidbarkeit einer Mengigheildt, dafd man eine Methode angeben kann,
die testet, ob ein bestimmtes Element\dwyehort, und im MilRerfolgsfall eventuell
niemals eine Antwort gibt. Dies ist aquivalent zu der Aggsadal’ digartiell-
charakteristische Funktiory,, von M berechenbar ist,

_ |1 fallsxe M,

~ | L sonst

— Aufahlbarkeit einer Mengé/ heildt, da? man eine Methode angeben kann, die
schrittweise alle Elemente vaWl generiert, soferd/ uberhaupt Elemente besitzt.
Dies ist aquivalent zu der Aussage, dafileer ist oder da8ild range(f)) einer
berechenbaren totalen Funktign wobeirange(f) ={neN | JieN f(i)=n}.

Diese Erkenntnisse fuhren zu folgendem Satz.

wobeiy,,:N—N definiertist durchy,, (x)

wobeiv,, :N—N definiertist durchy , (z)

Theorem 6 (Berechenbarkeitskonzepte, abstrakt spezifizi).

— Eine Funktionf:N—N ist berechenbgwennf = ¢, fureinieN ist.

— Eine MengeMcN ist semi-entscheidbamwenn die partielle charakteristische
Funktiony,, berechenbar ist.

— McNist entscheidbgrwenn die charakteristische Funktign, berechenbar ist.

— McNistaufzhlbar, wenn)/=() ist oder es eirf € TR gibt mit M = range(f).
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Die Charakterisierungen aus Theorgm 6 kdnnen analog @meméiere Grundmengen
wie Tupel von Zahlen oder Worter formuliert werden. DiesdMm folgenden aber
nicht weiter verfolgt.

Aufzahlbarkeit ist ein Konzept, das vom Namen her leicht d&@m Begriff der
Abzhlbarkeitverwechselt wird. Dieser Begriff stammt aus der Mathematild hat
zum Ziel, die “Grof3e” einer unendlichen Menge zu besclaeilEineMenge M st
abzhlbar, wenn es eine surjektive FunktigivonN nach M gibt. Im Gegensatz dazu
stehen beim Begriff der Aufzahlbarkeit Aspekte der Bessdarkeit im Vordergrund.
EineMengeM ist aufahlbar, wenn es eine berechenbare surjektive Funkfioon N
nachM gibt. Dies bedeutet neben der Tatsache, fla@bzahlbar sein muf3, auch daf3
die Struktur vonM einfach genug sein muf3, daf? man die gesamte Méngeit be-
rechenbaren Mitteln schrittweise generieren kann. Unmedbesden Begriffe deutlicher
voneinander zu unterscheiden, sagt man daher aeéhrsiv aufahlbar’ anstelle des
einfachen aufzhlbar’. Wir werden spater im Abschnitil 3 einige Mengen kennenler
nen, die nicht aufzahlbar sein konnen. Als Teilmengenagiirlichen Zahlen bleiben
sie aber nichtsdestotrotz abzahlbar.

Bei der Definition der Aufzahlbarkeit wird auch nicht vertd, dal? die Elemente
der aufgezahlten Menge genau einmal oder in einer besemRetihenfolge aufgezahlt
werden. So kdnnen werden die ungeraden Zahlen zum Bedpieh die Funktion

. _ [ n+1 fallsn gerade
feTR mit f(n) = {n sonst
genau zweimal genannt. Die Funktign= A\n.2n+1 dagegen zahlt alle ungeraden
Zahlen genau einmal auf. Dies zeigt auch, dal} jede rekungnahblbare Menge meh-
rere Aufzahlungsfunktionen besitzt. Es gibt sogar unehdliele Moglichkeiten, die
Menge aufzuzahlen, da eine Aufzahlungsfunktion duratiddeschen zweier beliebiger
Funktionswerte in eine neue Aufzahlungsfunktion umgededtrwerden kann.

aufgezahlt, aber jede ungerade Zahl wird

Wir wollen im folgenden die Zusammenhange zwischen Emisitiarkeit, Semi-
Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit untersuchen. Dabait sich als erstes heraus,
dal3 Semi-Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit das géeistund daf3 die Bedingungen
fur beide Begriffe abgeschwacht werden durfen.

Theorem 7 (Aquivalente Charakterisierungen aufzihlbarer Mengen).
Fur eine MengeV/ cN sind folgende Aussagémuivalent

1. M istrekursiv aufahlbar

2. M = range(f) furein f e R.
3. M ist semi-entscheidbar

4. M = domain(g) fureingeR.

Die zweite Charakterisierung schwacht die Bedingunge/tifzahlbarkeitin dem
Sinne ab, dal} die Aufzahlungsfunktion nicht notwendigese total sein mul3. Die
vierte Charakterisierung besagt, dal3 statt der partighlarakteristischen Funktion
,, auch jede andere berechenbare Funktion tber ihren Defisliereich eine semi-
Entscheidung vornimmt. Wir beweisen diguivalenz der vier Charakterisierungen
durch Ringschluf3. Dabei sind die Schritte von der erstezwerten Charakterisierung
und von der dritten zur vierten relativ naheliegend, wabréie anderen beiden jeweils
eine nicht ganz triviale Schliisselidee bendtigen.



Wenn M das Bild einer berechenbaren, aber moglicherweise partieunktion f
ist, dann gehort eine Zahlgenau dann z/, wennf (j)=n fur irgendeinj im Defini-
tionsbereich vory ist. In diesem Fall muf die partielle charakteristischekfion von
M den Wert 1 liefern und ansonsten braucht sie nicht zu teareni Um alsa),(m)
zu programmieren, mussen wir nach der kleinsten Sjedlechen, fur dief (j)=n ist.
Dabei mussen wir allerdings bedenken, gaf3) fur ein z<;j eventuell nicht definiert
ist, so dafd wir nicht einfach die Eingabeweltd, 2, ... fur f der Reihe nach durch-
gehen durfen. Stattdessen mussen wir uns eines Tricksriwad der mittlerweile zum
Standardrepertoire der theoretischen Informatik gemdrtzahlensimultan die mogli-
chen Eingabewerte und die Grenze fur die Anzahl der erdauBechenschritteoch,
bis wir eine ZahlJ und eine Grenzegefunden haben, so daf3 die Berechnungf/gn
nacht Schritten anhalt und den Wettliefert. Da wir aufgrund des dritten Axioms der
Berechenbarkeitstheorie fur jede Einggbeiner berechenbaren Funktignentschei-
den konnen, oly (j) nacht terminiert, fuhrt der Suchprozess genau dann zum Erfolg,
wennn zu M gehort und wir konnen als Ergebnis die Zahl 1 zuriickgeben

WennM der Definitionsbereich einer berechenbaren partiellekfamg und nicht
leer ist (ansonsten ward trivialerweise aufzahlbar) ist, dann gehort eine Zapenau
dann zuM, wenng bei Eingabe vor nach einer gewissen Anzatwon Rechenschrit-
ten terminiert. Wenn wit\/ mit einer total rekursive Funktion aufzahlen wollen, dann
konnen wir genau in diesem Fall die Zahkuriickgeben. Allerdings miissen wir als
Eingabe furf die Zahlj und die Rechenzeitgrenzgleichzeitig angeben, also dien-
gabe als ein Tupelj, t) interpretierenAullerdem mussen wir im Mil3erfolgsfall, also
wenn f(j) nicht nacht Schritten anhalt, einen Wert zuriickgeben, und wahlenzhi
ein festes Elemerit von M, das es nach Voraussetzung geben muf3.

Der folgende Beweis ist eine knappe und prazise Formulgeder obigen Argumente.

Beweis:

12: Es seiM cN rekursiv aufzahlbar, alsd/=() oder M =range(f) fur ein f e TR.
WennM =() ist, dann ist\/ =range(f, ) wobei f, (i)=_L firallei eN, alsof, € R.
Andernfalls ist nach Voraussetzung=range( f) fur ein f e TRCR.

2—3: Es seiM = range(f) fur ein f e R und f = ¢;. Fur beliebigen €N gilt also
neM<3jeN p;(j)=n<3j,teN &, (j)=t rnpi(j)=n.

Definiereh:N—N durchh(n, (j,t)) = (1) fégs)t:“%(j):n

Wegen Axiom 3 (Definitiof ) ist € 7R und es folgtv )y, = signop heR.
Damit ist M semi-entscheidbar.

3—4: Es seiM semi-entscheidbar. Dann i8t = {i | ¢ (i)=1} = domain(¢ar)
und s € R ist die gewiinschte Funktian

4—1: Es seiM = domain(g) fur eingeR undg = ;. Fur beliebigej e N gilt also
jeM & jedomain(p;) < JteN &, (j)=t.
Falls M =() ist, dann istM per Definition rekursiv aufzahlbar.
Andernfalls gibt es eit e N mit g(k)#L. Seif(j,t) = J falls @,(j)=¢,

~ | k sonst
Wegen Axiom 3 (Definitiol ) isf € 7R und es gilt
jJeEM & j=kvIteN®;(j)=t & j=kvIteN f(j,t)=j & M=range(f)
Damit ist M cN rekursiv aufzahlbar. O
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2.1 Abschlu3eigenschaften authlbarer und entscheidbarer Mengen

Wir wollen nun untersuchen, welche Abschlu3eigenschdftenekursiv aufzahlbare
und entscheidbare Mengen gelten. Neben den ublichen Mepgeationen wié/er-
einigung M UM’, DurchschnittA/NM’, Komplement\/ und DifferenzM-M’ inter-
essieren uns auch d&sid f()/) und dasUrbild f~!(M) unter einer berechenbaren
Funktion sowie das durch die Standard-Tupelfunktion giebdProdukt/ x M’, defi-
niert durchM x M’ = {(i,j) | i€ M ~j< M’} und die entsprechendéhojektionen
(M), definiertdurchry (M) = {i | 35 (i, j) e My undmy (M) = {7 | Ji (i,7) e M }.

Da entscheidbare Mengen uber die Berechenbarkeit inegakteristischen Funk-
tionen definiert sind, sind sie abgeschlossen unter alleradpnen, die sich effektiv
mit charakteristischen Funktionen kombinieren lassenm®® die charakteristische
Funktion vonM UM’ genau dann den Wert 1 liefern, wegy, odery,,, eine 1 liefern.
Dieser Effekt kann durch eine einfache Addition und einescatieRenden Normierung
auf 1 erzielt werdenAhnlich ist die charakteristische Funktion va#in)/’ durch ei-
ne Multiplikation der Funktionery,, odery, , programmierbar, die charakteristische
Funktion von)M durch Umkehrung vor,,, die charakteristische Funktion vad- M’
durch Durchschnitt mit dem Komplement vad und die charakteristische Funktion
von f (M) durch Komposition vory,, und f. Fur die charakteristische Funktion von
M x M’ bendtigt man die Umkehrfunktionen und > der Standard-Tupelfunktion,
um auf die potentiellen Elemente vad bzw. M’ zuzugreifen und verfahrt dann wie
bei der Durchschnittsbildung.

Die Projektion einer entscheidbaren Menge kann dagegemeuwnendlichen Su-
che nach der fehlenden Komponente fuhrendig¢) € M liefert, und ist daher im All-
gemeinen nicht mehr entscheidbar. Soist 2B= {(i, j, t) | ®;(j) = ¢} entscheidbar,
aber ihre erste Projektion ist = {(i, ) | 3t ©,(j) =t} = {{(i, ) | j € domain(y;)},
das sogenanntgalteproblemWir werden in Abschniftl3 zeigen, daf} das Halteproblem
unentscheidbar ist.

Auch das Bild f(M) einer entscheidbaren Mendé unter einer berechenbaren
Funktionf ist nicht notwendigerweise wieder entscheidbar, selbatwdotal ist. Wie
zuvor musste man, ume f(M) zu entscheiden, das Elemenhit f(i) = n finden,
was eventuell zu einem unendlichen Suchprozel} fuhrt. iBfaches Gegenbeispiel ist
f = m, was genau zu der oben beschriebenen Situation fuhrt.

Theorem 8 (Abschlu3eigenschaften entscheidbarer Mengen)

Die Klasse der entscheidbaren Mengen sind abgeschlossenVareinigung, Durch-
schnitt, Komplement, Differenz, Produkt und Urbild berdbarer totaler Funktionen.
Sie ist nicht abgeschlossen unter Projektionen oder Bitddieenbarer Funktion.

Beweis:

MUM': Esistne MUM' < x,,(n)=1vx,,, (n)=1 & x,,(n) + x,,, (n)>1.
Damitist x ,  (n)=sign(,, (n) +x,, (n)), alsox .,  €TR.

MNOM'": Esistne MNM'" & x,,(n)=1rx,, (n)=1 & x,,(n) *x,,, (n) = 1.
Damitist x -  (n)=x,(n)*x,,(n), alsox -  €TR.

M: Esistne M & x,,(n)=0. Damitist x_(n) = 1—x,,(n), alsox__eTR.
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M-M'": Esistne M — M’ < x,,(n)=1rx,,, (n)=0 & x,,(n)*(1-x,, (n)) = 1.
Damitist x,, ,,(n)=x,,(n)*1-x,,(n)), asoy,, ,, €TR.
MxM" Esistne MxM' < n=(i,jyrnieMnjeM’
& X (M (W)=1 7 x,, (T2(m)=1.
Damitist x . (n)=x,,(m(n))*x,, (72(n)), alsox €TR.

fTHM): Esistne f71(M) & f(n)eM & x,,(f(n))=1.
Damit ist Xo1(a) = Xu°f€TR. O

Foar all diese Abschluf3eigenschaften kann man mithilfeshes-Theorems sogar
den p-Index der charakteristischen Funktion der neuen Mengedansn der Kom-
ponenten berechnen. Man sagt daher, dal3 die Abschlul3enggreeffektivsind. Im
Rahmen dieser Einfuhrung wollen wir dies aber nicht weitatiefen.

Fur rekursiv aufzahlbaren Mengen ist die Argumentatiornielen Fallen ahnlich
wie bei den entscheidbaren Mengen, da wir wissen, dal} nelautzahlbare Mengen
identisch mit den semi-entscheidbaren Mengen sind undtdmnéchenbare partiel-
le charakteristische Funktionen besitzen. Fur den Albchinter Durchschnitt, Pro-
dukt und Urbild berechenbarer Funktionen, die in dieserhetesh partiell sein durfen,
konnen wir daher dieselben Konstruktionen verwendens Rigktioniert jedoch nicht
mehr bei Vereinigung, Komplement und Differenz. In diesétién fihren Zahlen, die
nicht zu den betrachteten Mengen gehoren, zu undefini€daktionswerten bei der
partiellen charakteristischen Funktion, die dann nichtwWéitere Konstruktionen ver-
wendet werden konnen. Wahrend diese Problematik ddaw, flial? rekursiv aufzahl-
bare Mengen tatsachlich nicht unter Komplement oder Bafie abgeschlossen sind,
laRt sich im Falle der Vereinigun®/ UM’ ein Nachweis der Abgeschlossenheit mit-
hilfe der Aufzahlungsfunktion konstruieren, der danmugypothetisch mit Theorepi 7
auch auf partielle charakteristische Funktionen tibgemnaverden kann. Man zahlt ein-
fach wechselweise die Elemente der vidnund M’ auf und erhalt so eine Aufzahlung
von MUM'’. Auf die gleiche Art kann man auch die Elemente des Bilfig®/) einer
rekursiv aufzahlbaren Mengkl unter einer (moglicherweise partiellen) berechenba-
ren Funktionf aufzahlen. Fur den Abschluf? unter Projektiomefl\/ ) konnen wir die
partielle charakteristische Funktion mit einem Suchmashas kombinieren um die
fehlende andere Komponente zu finden.

Theorem 9 (Abschlul3eigenschaften auhlbarer Mengen).

Die Klasse der rekursiv audihlbaren Mengen sind abgeschlossen unter Vereinigung,
Durchschnitt, Produkt und Projektionen, sowie unter BiltdWrbild berechenbarer,
moglicherweise partieller Funktionen.

Sie ist nicht abgeschlossen unter Komplement oder Difteren

Beweis:
MUM’: Es seienM = range(h) und M’ = range(h') fur h,h’ € R. Dann gilt
neMUM' < 3i h(i)=n v h'(i)=n. Wir definieren eine Funktion durch

(n) = h(|n/2]) fallsn gerade
I = W (|n/2]) sonst
Dann istg e R und MUM' = range(g) rekursiv aufzahlbar
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MAM'": Esistne MNM'" < ¢, (n)=1rv,, (n)=1 & ¢, (n)x9, ,(n) = 1.
Damitist ¢» - (n)=v,(n)*v,  (n), alsoyp ~  €TR.
MxM': Esistne MxM' < n=(i,j)rnieMnjeM
&y (m(n)=1r¢,, (w2 (n))=1.
Damitist v (n) =, (m1(n)) « 1, (m2(n)), alsoy TR,
m;(M): Danngiltiem (M) < 35 (i,5) e M < 3j 9,1, j=1.
Wir definieren eine Funktiop durch ¢(i) = p;[1,,7, j=1]. Dannistg € R und
mi (M) ={i| [, 4, j=1]#L} = domain(g) rekursivaufzahlbar.
Der Beweis fur die Aufzahlbarkeit vom, (M) verlauft analog.
f(M): EsseienM = range(h) und f, heR.
Danngiltne f(M) < JjeM f(j)=n < Fi f(h(i))=n.
Dannistg = fohe R und f(M) = range(g) rekursiv aufzahlbar.
fHM): Esistne f7Y(M) & f(n)eM < ,,(f(n))=1.
Damit ist @b;l(M) =1, of €eTR. O

Weder die Aufzahlungsfunktion noch die partielle chagaktische Funktion konnen
zum Nachweis eines Abschlusses rekursiv aufzahlbarergbtemnter Komplement
verwendet werden. Im ersten Fall misste man einen Weg firdlenElemente zu
identifizieren, die niemals aufgezahlt werden und im zeredie Elemente bestimmen,
bei denen die partielle charakteristische Funktion nisraahalten wird. Es gibt keine
Maoglichkeit, diese Entscheidung nach endlich vielen &hr zu fallen, denn unmittel-
bar nachdem ein Algorithmus diese Entscheidung gefattehkonnte die Aufzahlungs-
funktion das Element doch noch aufzahlen oder die pagtadiarakteristische Funktion
das Element akzeptieren.

Dieses Argument ist zwar intuitiv einsichig, aber nichtrieichend als Beweis, da
die Argumentation zu unprazise ist und nicht beweist, da® mcht auf eine vollig
andere Weise zu einer Losung kommen konbte.Tatsache, dal? ein bestimmter Weg
nicht funktioniert ist kein Beweis dafir, daf’ es uberhdamen Weg gibhtWir werden
jedoch im Theorern 10 beweisen, dalB jede rekursiv aufzaMbage, deren Komple-
ment ebenfalls rekursiv aufzahlbar ist, auch entscheidbdn Abschnitf B werden wir
dann zeigen, dal’ es rekursiv aufzahlbare Mengen gibtjch¢ entscheidbar sind. Da-
mit konnen rekursiv aufzahlbare Mengen nicht unter Keenmntbildung abgeschlos-
sen sein. Hieraus folgt dann auch unmittelnar, daf? sie aabhunter Differenzbildung
abgeschlossen sein konnen, denn das Komplemeist identisch mit der Differenz
N — M. Ein Abschluf3 unter Differenzbildung wirde also autostieinen Abschluf
unter Komplement zur Folge haben.

2.2 Aufzahlbarkeit und Entscheidbarkeit

Da entscheidbare Mengen insbesondere auch semi-entsahsidd, wissen wir auf-
grund von Theoreml7, dafd jede entscheidbare Médgauch rekursiv aufzahlbar ist.
AuRerdem wissen wir, dal3 entscheidbare Mengen abgesehloster Komplementbil-
dung sind und daher ist auch das Komplemehneiner entscheidbaren Menge rekursiv
aufzahlbar. Umgekehrt wissen wir aber auch, daR die Auifeikeit von)/ und M
dazu genutzt werden kann, uld zu entscheiden. Man muf3 hierzu nur beide Mengen
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wechselweise aufzahlen bis die zu testende Zahl ersalmeshtnacht die Entscheidung
davon abhangig, welche der beiden Aufzahlungen die Zalidfgrt hat. Diese Erkennt-
nisse fuhren uns zu dem folgenden Satz.

Theorem 10 (AufZihlbarkeit vs. Entscheidbarkeit).

1. Jede entscheidbare Mengé ist rekursiv aufahlbar. o
2. Eine MengeV! ist genau dann entscheidbar, weshund M aufzhlbar sind.

Beweis:

_ |1 fallsy,,(n)=1
| L sonst

¥,, € R. Damitist M semi-entscheidbar und wegen Theofém 7 auch aufzahlbar.

2. =: EsseiM entscheidbar. Dann ist nach Theofgm 8 alitkentscheidbar und nach
Teil (1) sind M und M aufzahlbar.

2. «<=: SeienM undM aufzahlbar. Fall$//=0 oderM=0, so istM entscheidbar.
Andernfalls gibt es Funktionefy g e TR mit M = range(f) und M= range(g).
Definiereh:N—N durchh(n) = min{i | f(i)=nvg(i)=n}.

Dann isth berechenbar und total, da fir jedegntwedem < M odern c M qgilt,

und es folgty,, (n) = { L falls f(h(n)) =n, alsoy,, €TR. O

0 sonst
Der folgende Satz beschreibt einige wichtige entschealbad aufzahlbare Mengen.

1. Es seiM entscheidbar. Dannist,, € 7R undv,, (n) ", also

Theorem 11 (Wichtige entscheidbare und aufzhlbare Mengen).
Es seif € R eine berechenbare Funktion.

1. Jede=ndliche Mengést entscheidbar und audhlbar.

2. domain(f) undrange(f) sind aufahlbar.

3. range(f) ist entscheidbar, wenfi total und monoton wachsend ist.

4. graph(f)={(i,7) | f(i) = j} istaufahlbar.

5. graph(f) ist entscheidbar, wenfi total ist.

6. Die Menge{ (i, n,t) | ¢;(n)=t} ist entscheidbar. (Rechenzeit ist entscheidbar)
7. Die Menge€{ (i, n,y) | ¢:(n)=y} ist aufAhlbar.

8. Die MengeS = {i | i € domain(p;)} ist aufahlbar (Selbstanwendbarkeitsproblem)
9. Die MengeH = {(i,n) | n e domain(p;)} ist aufahlbar. (Halteproblem)

In den meisten Fallen sind die Beweisideen recht naheiege
Beweis:

1. Fur M = {x,..,z,} muld die charakteristische Funktian, nur endlich viele

Vergleiche durchfuhren. Esist , (n) = { L n=a1v...vn=un, ,alsox,, €TR.

0 sonst
2. domain(f)undrange(f) sind nach Theorefd 7 aufzahlbar.

3. Seif e TR monoton undV/ = range(f).
Wenn M endlich ist, dann ish/ nach Teil (1) entscheidbar.
Andernfalls wachsy unbegrenzt, d.h. fur jedesgibt es eini mit f(i)>n. Daher

ist x,, beschreibbaralg,, (n) = {é géﬁggf(z)Zn] ~ "' und damit total rekursiv.
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: , : o 1 falls f(2)=y,
4. Die FUnktiony g qpn ) Mit U¥gpqpn ) (i, 7) = {L J;OHS{( )=J

ist berechenbar fur jedefse R und damit istgraph( f) aufzahlbar.

" : - 1 falls f(i)=7
5. FurfeTRist X graph(f) <Z,j> = { f<2) 5 aIszgmph(f) €eTR.

0 sonst
6. Die Menge{(i,n,t) | ®;(n)=t} ist wegen Axiom 3 (Definitionl5) entscheidbar.

7. Die Menge{(i,n,y) | p:(n)=y} ist Graph der universellen Funktion (Axiom 4)
und damit aufzahlbar.

8. S ={i|iedomain(y;)} ist der Definitionsbereich voki.u(i, i), also aufzahlbar.

9. H = {(i,n) | nedomain(p;)} ist der Definitionsbereich der universellen Funkti-
on, also aufzahlbar.
[l

Rekursiv aufzahlbare Mengen lassen sich auch als Projektientscheidbarer Mengen
charakterisieren.

Theorem 12 (Projektionssatz).
Eine Mengel! ist genau dann rekursiv aufhlbar, wenn es eine entscheidbare Menge
M’ gibtmit M = {y | In (n,y)e M’}

Beweis:

= Es seiM rekursiv aufzahlbar. Fall3/ leer ist, so ist\/ = {y | In (n,y) €0}.
Andernfalls ist\ = range(f) = {y | In (n,y) € graph(f)} furein f e TR.
Nach Theorer 11 ist der Graph einer berechenbaren totatédiBn entscheidbar.

«<: EsseiM = {y | 9n (n,y)e M’} = mo(M’) fur eine entscheidbare Mengdé’.
Da M’ insbesondere auch aufzahlbar ist, gilt dies nach[Satz®9féuad/ . O

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts prasentieren wir eineen&eweis des Kleene
Normalform Theorems, das wir schon im Artikel Uiber die neieen Funktionen vorge-
stellt hatten. Es besagt, dal3 jede berechenbare Funktioh eime einzige Minimierung
aus einer totalen berechenbaren Funktion generiert wéa@n Der bisherige Beweis
basiert im wesentlichen auf dem aufwendigen Beweis furTdieng-Machtigkeit der
rekursiven Funktionen. Der neue Beweis benotigt kein Mammmodell, sondern nur
noch die Axiome der Berechenbarkeitstheorie. Dartibeaidsrialit sich das Theorem
so formulieren, dal3 wir nur eine einzige totale berechenBanktion benotigen, um
jede berechenbare Funktion und ihre Rechenzeitfunkti@rzeugen.

Theorem 13 (Kleene Normalform Theorem).
Es gibt berechenbare totale Funktiongrny undh mit der Eigenschaft

wi(n) = g(pf(i,n)) und @;(n) = h(uf(i,n))
Beweis: £l (n) doos(n)
, -~ , _J O0falls @;(n)=t undy;(n)=y
Wir definierenf durchf (i, n, (y,t)) = 1 sonst

Da{(i,n,t) | &;(n)=t} entscheidbar ist, isf total und berechenbar und es gilt
wi(n) = 73 (ufli,n)) und®;(n) = 73(uf(i,n)). Damit erfullenf und g==7 und
h=r3 die Bedingungen des Theorems. O
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3 Unlosbare Probleme

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt die Grundlagerreabstrakten Theorie

der Berechenbarkeit gelegt und die wichtigsten Abschid$eichaften aufzahlbarer
und entscheidbarer Mengen untersucht haben, wollen winunsler Frage widmen,

ob es Probleme gibt, die nicht mithilfe eines ComputerssgieNerden konnen. Dabei
geht es nicht darum, die Fahigkeiten eines konkreten Ctenpau analysieren, son-
dern herauszufinden, welche Probleme prinzipiell unlbsimal, also mit keinem Com-

putermodell jemals berechnet werden konnen, unabhaayign welche Fortschritte

die Informatik je erzielen wird.

Aufgrund der Church’schen These durfen wir davon ausgetedhalles, was intui-
tiv berechnet werden kann, die funf Axiome der Berechekditin Definition[d erfillt,
also in unserem abstrakten Modell beschrieben werden Kzamit konkretisiert sich
die Frage nach Unlosbarkeit auf die Frage nach Funktiatiemicht berechenbar sind,
und nach Mengen (bzw. Sprachen oder Probleme), die nichtlegitdbar oder nicht
einmal rekursiv aufzahlbar sind. Die Antwort auf diesedea zeigt die prinzipiellen
Grenzen fur die Fahigkeiten von Computern auf, die keirgs so allmachtig sind,
wie man manchmal zu glauben scheint.

Es ist leicht einzusehen, dal? es derartige unlosbaredtnabyjeben muf3. Hierzu
reicht ein einfaches Kardinalitatsargument, welchegtzeial? es mehr Funktionen als
Programme gibt und folglich nicht jede Funktion berecheslean kann. Die Tatsache,
dai’ die Menge der Programme numerierbar ist, macht die &ldss berechenbaren
Funktionenabzhlbar unendlichwas in der Mathematik die kleinste Kardinalitat un-
endlicher Mengen ist. Die Menge der (totalen) Funktioneindam nattrlichen Zahlen
ist dagegeniberabzhlbar, also nicht abzahlbar, und gleiches gilt fur die Menge der
Sprachen tber einem Alphabet. Der Beweis hierfiir gehiduauf eine Methode, die
Cantor furr seinen Nachweis deberabzahlbarkeit der reellen Zahlen entwickelt hatte.

Beispiel 6 (Cantors Diagonalbeweis flitJberabzahlbarkeit von N—N)

Um zu zeigen, daBie MengeN—N nicht abahlbar ist, nehmen wir an, eséave
moglich, alle totalen FunktioneiiberN durchzuahlen, also jede Funktion ad$—N
als ein f; zu bezeichnen. Mithilfe dieser Numerierung konstruiergmwn eine neue
Funktiong : N—N, die sich von jeder Funktiof; an mindestens einer Stelle unter-
scheidet. Die Funktion muf3 dann offensichtlich in der Numerierung aller Funktione
fehlen, was bedeutet, dal3 die Numerierung nicht \oildig sein kann.

Die Konstruktion vory lafdt sich am einfachsten anhand einer Tabelle illustrieren.
Wir tragen hierzu senkrecht alle numerierten Funktioned waagerecht alle «igli-
chen Eingaben auf und tragen in der Tabelle die entspreatre Rainktionswerte ein.

0 1 2 3 4 ..
fol fo(0) fo(1) fo(2) fo(3) fo(4) ..
fil £100) fA1(1) f1(2) f[1(3) fi(4) .
fa| f200) fo(1)  f2(2) fa(3) fa(4) ..
f3| f3(0) f3(1) f3(2) f3(3) f3(4) ..
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Nun konstruieren wir die Funktiog, indem wir diagonal durch diese Tabelle hin-
durchgehen und dabei jede Funktion an einer Stellandern, was sich am einfachsten
durch Addition von 1 erreicherfit. Wir definierery : N—N durchg(z) = f.(x)+1

0 1 2 3 4 ...
fo fo< J+1 fo(1)  fo(2)  fo(3)  fo(4) ...
fi| f100) AM+L f1(2) AB) f1(4) ..
fo| f200)  fa(1) fa(2)41 fo(B) fo(4) ...
f3 (0) f3(1)  f3(2) f3(3 >+1 f3(4) ...

Per Konstruktion isyy offensichtlich totalkann aber in der Tabelle selbst nicht als
eine der Funktionerf; vorkommenda es ansonsten an der Schnittstelle zwischen der
Diagonalen und der Waagerechtdir j einen Konflikt gbe. Denn wenn = f; flr ein
i ware, dann nisste an dieser Stelle die Gleichuing) = f;(i), nach Definition vory
aber auchg(i) = f;(i)+1 gelten. Insgesamtdtten wir alsof; (i) = f;(7)+1, was fir
totale Funktionen ein Widerspruch ist.

Da die Numerierung voiN—N beliebig gevihlt war, kann es somit keinedglich-
keit geben, alle totalen Funktionen auf denirichen Zahlen abzéhlen.

Damit wissen wir also, dal3 es Funktionen geben mul3, die bstgchenbar sind,
denn gemessen an der Anzahl der Funktionen, die es tbedibtsind fast alle Funk-
tionen nicht berechenbar. Andererseits sind aber so guaNed-unktionen, die in der
Realitat vorkommen, leicht zu berechnen. Dies macht esivedchwierig, Unlosbarkeit
far ein konkretes Beispiel zu beweisen, obwohl — wie siciNathhinein herausstellt
— einige unlosbare Probleme durchaus in der Realitatrderrhatik auftauchen.

Einer der Grinde, warum Unlosbarkeit so schwer zu zeigenst dafld syntak-
tische Methoden wie das Pumping Lemma fur allgemeine Bergoarkeitsmodelle
nicht mehr greifen. Wenn eine syntaktische Struktur mitliehdn Mitteln beschreib-
bar ist, dann ist sie auch entscheidbar. UnentscheidbatddPne missen daher eine
sehr kompliziertere Struktur besitzen.

Man beginnt daher mit Beispielen unlosbarer Problemeadfeden ersten Blick
etwas konstruiert wirken, aber im Endeffekt doch eine dawshpraktische Relevanz
besitzen. Hierzu zahlt das sogenarftdbstanwendbarkeitsprobledas wir in Satz 111
als aufzahlbare Menge vorgestellt hatten. Das Selbstaaiivagkeitsproblem stellt die
Frage, ob ein Programm bei Eingabe seiner eigenen Godeleur@nhalt oder nicht.
Es ist verhaltnismalig leicht, die Unentscheidbarkeiser Problemstellung nachzu-
weisen, deCantors Diagonalmethodaereits in die Problemstellung hineincodiert ist.
Das Selbstanwendbarkeitsproblem ist aber weit mehr ale@irtechnisches Problem,
denn es stellt die Frage, wann Programme auf sich selbsergieren durfen. Je nach
Programmiersprache hat diese Frage sehr verschiedengdresawann darf eim-
Term auf sich selbst angewandt werden, wann terminiert diehdung eines Fix-
punktkombinators, wann terminiert eine Schleife in eimaperativen Sprache, wann
darf ein Objekt auf sich selbst verweisen, usw.

Andere Probleme, die realer sind als das Selbstanwendtsmiablem, konnen ent-
weder ebenfalls mit der Cantorschen Diagonalmethode lsewieder auf ein bereits als
unlosbar bekanntes Problem zurtickgefuhrt werden. 8o kean zum Beispiel zeigen,
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dal} dasHalteproblem also die Frage, ob ein Programm bei einer beliebigen Einga-
be terminiert, mit einem einfachen Argument als unentsityagi nachweisen. Da man
nicht einmal testen kann, ob ein Programm auf seiner eigéieelnummer terminiert,
kann dies auch nicht fur eine beliebige Eingage mogliéh. 9dit einem Ahnlichen
Argument kann man auch zeigen, dal} Hasrektheitsproblenferfullt ein Programm
eine gegebene Spezifikation) und dasiivalenzproblertberechnen zwei Programme
die gleiche Funktion) unentscheidbar sind: wenn man nicimal testen kann, ob ein
Programm terminiert, dann kann man mit sicherheit nicmes&orrektheit oder seine
Aquivalenz zu einem anderen Programm testen. Diese Methaehe die Unlosbar-
keit eines Problems auf die eines anderen zurtckfuhmtneran Problemreduktion
oder kurzReduktionWir werden im folgenden beide Beweisverfahren prazisiamd
an einer Reihe wichtiger Beispiele illustrieren.

3.1 Unlosbarkeitsbeweise mit Cantors Diagonalmethode

Diagonalisierungist eine machtige, auf den ersten Blick etwas kompliziarkende
Technik, um Gegenbeispiele fur allgemeingultige Aussagber unendliche Objekte
wie Mengen oder Funktionen zu konstruieren. Sie geht zuau€ Cantors Beweis der
Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen, den wir in Beid@iiel seiner Variante fur Funk-
tionen auf naturlichen Zahlen vorgestellt hatten. In aeodmatik wird sie im wesent-
lichen fur den Nachweis der Unlosbarkeit gewisser Pioleleerwendet, also fir den
Beweis der Unentscheidbarkeit oder Nicht-Aufzahlbarkeer Menge oder der Un-
berechenbarkeit gewisser Funktionen. Der Nansgonalbeweigleutet dabei an, dal3
die Konstruktion diagonal durch eine fiktiven Tabelle aMgiglichkeiten hindurchgeht
und dabei aus der Annahme, das Problem sei losbar, eineer$fgidich erzeugt. Wir
wollen diese Technik im folgenden ausfuhrlich an einenspBel illustrieren.

Beispiel 7 (Diagonalbeweis fur die Unentscheidbarkeit deHalteproblems )

Wir wollen die Methode der Diagonalisierung nutzen um zudigen, dal’ daslalte-
problemH = {(i,n) | n € domain(p;)} unentscheidbar ist. Hierzu nehmen wir dh,
sei entscheidbar undihren diese Annahme zum Widerspruch.

1. Dadie Mengdd nach Annahme entscheidbar ist, ist die charakteristisaheEon

Xy N=Nmit y,, (i,n) = {1 nedomainy:) oo chenbar.

0 sonst

2. Mit x,, konstruieren wir nun eine neue berechenbare Funkfiaurch Diagona-
lisierung. Zur lllustration dieser Konstruktion erzeugeir eine Tabelle der rele-
vanten Funktionsberechnungen. In unserem Beispiel kexhmee die Stellé, n, ob
die Berechnung der Funktiop; bei Eingabe vom terminiert. Sie entlt also ein
X, wennn € domain(y;), und sonst einL.

wi(n))]0 1 2 3 4 .
Yol X X X L X .
p1|l L X x X .
2| X X L X x .
ps| L x L x L.
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Die Funktion f konstruieren wir nun durcli\bwandlung der Funktionswerte auf
der Diagonalendieser Tabelle. Hierbei irssen wir auf zwei Aspekte achten, um
den gewnschten Widerspruch zu erzeugen.

Einerseits missen wir darauf achten, dal} dieeu konstruierte Funktion von der
Art her zu den in der Tabelle aufgelisteten Funktionendgeh muf3 In unserem
Beispiel heil3t dies, dafieine der Funktionep;, also eine berechenbare Funktion,
sein muf3. Andererseits wollen wir, dal3 die Funktion gsieh Konstruktion von
allen in der Tabelle genannten Funktionen unterscheldainserem Beispiel kann
dies dadurch erreichen, dafRan der Stellex genau dann terminiert, wenp,, an
der Stellen nicht terminiert. In der Tabelle arden f also daurch beschrieben, dal3
man auf der Diagonalen die Werteund | vertauscht.

ein))]0 1 2 3 4 ...
po|lL x x L x .
p1|L X X X X
P2| X X X X X
p3|L x L L L

0 fallsn ¢ domain(p,)
1 sonst
Damit ist erreicht, daf¥ sich von allen Funktionep; an einer Stelle unterscheidet.

Anderseits isf aber auch berechenbar, dader Test domain(p,, ) durch die nach
Annahme berechenbare Funktign ausgedickt werden kann. Es isemlich

0 falls x, (n,n)=0
fn) = il sonsz?( e '
d.h. f entsteht durch Fallunterscheidung aus berechenbaren framdn.
. Um den Beweis abzuschliel3eiagsen wir noch zeigen, dald durch die obige Kon-
struktion taté&chlich ein Widerspruch entstanden ist.
Da die Funktionf berechenbar ist, mu es nach Theotdm 6 einen Irdgben,
fur denf = ¢; ist. In der Tabelle wirdf also gleichzeitig durch die Zeilg und
durch die Diagonale beschrieben. Wir betrachten nun da®aéezn vonf an der
Schnittstelle der Diagonalen mit der Zejlealso das Verhalten vofian der Stelle
j. Da es beim Halteproblem nur um Terminierung geht, untérsaoaevir, obj zum
Definitionsbereich vorf gelbrt oder nicht.
Nach Definition vonf ist f(j) genau dann definiert, wenpg domain(p;) ist,
also j € domain(f) < j ¢ domain(p;). Andererseits isf = ¢,, also wissen wir
g € domain(f)< je domain(yp,;). Damit haben wir einen Widerspruch, denn es
folgt j € domain(p;) < j & domain(p;).

DieseUberlegung iihrt zur Definition f(n) =

Aus dem Widerspruch folgt, da@3, nicht berechenbar sein kann und damit ist das
Halteproblem nicht entscheidbar.

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems zeigt, dal} esskigiemeines Verfahren

geben kann, mit dem sich dierminierung von Programmeautomatisch testen lafit.
Damit ist es auch nicht moglich, dicorrektheit von Softwarautomatisch zu testen.
Softwaretestverfahren konnen bestenfalls Fehler aute@ber niemals die Korrekt-
heit von Software garantieren. In sicherheitskritischemv&ndungen bleibt einem also
nichts tbrig, als die Korrektheit eigener Programme vondHzu beweisen.
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BeispielT gibt einen ausfiihrlichen Beweis fiir die Uneh&idbarkeit des Haltepro-
blems und erklart sehr detailliert, warum dies der FallZsir lllustration der Methodik
haben wir eine Tabelle verwendet, die fir den Beweis alwgrt miirklich benotigt wird.
Der eigentliche Beweis kann daher erheblich pragnantgeaahrieben werden.

Theorem 14. Das Halteproblem/ = {(i,n) | n € domain(y;)} ist unentscheidbar.

Beweis: Wir nehmen anH sei entscheidbar. Dann ist die charakteristische Funktion
X, von H berechenbar. Wir definieren eine FunktigiN—N durch
__ | 0 fallsn ¢ domain(vy)
fn) = {J_ sonst '
[ ist berechenbadaf(n) = p.[x, (n,n)=0]. Also gibt es einj mit f=¢, und es
folgt j € domain(yp;) < je€ domain(f) < j ¢ domain(p;).
Dies ist ein Widerspruch Also kanif nicht entscheidbar sein. O

Die Unentscheidbarkeit dézlbstanwendbarkeitsprobleifis= {i | i € domain(p;)}
lafdt sich sogar noch schneller beweisen, da da Diagosraiigy bereits in der Definition
des Problems enthalten ist. Wir zeigen hierzu zunach®t,dds Komplemen§ des
Selbstanwendbarkeitsproblems nicht rekursiv aufzahftiaworaus mit Theorern 10
dann die Unentscheidbarkeit véhfolgt.

Theorem 15. Die MengeS= {i | i ¢ domain(ip;)} ist nicht rekursiv aufahlbar.

Beweis: Wir nehmen arf sei rekursiv aufzahlbar. Nach TheorEm 7 gibt es dann eine
berechenbare Funktighmit S = domain(f), alsoS = domain(p,) fir einj. Es
folgt jeS <« jedomain(p,;)< j¢S. Dies ist ein Widerspruch. Also kans
nicht rekursiv aufzahlbar sein. O

Korollar 16
Das Selbstanwendbarkeitsproblém= {i | i € domain(y;)} ist unentscheidbar.

Diese Beispiele zeigen, dal3 Diagonalbeweise einem gawigseema folgen. Um
zu zeigen, dal3 eindengelM eineEigenschafi (also z.B. Entscheidbarkeit, Aufzahl-
barkeit oder Abzahlbarkeit)icht besitzt, nehmen wir anly/ habe die Eigenschaf?
und konstruieren ein Objekt, das sich widersprichlich verhalt. Einerseits wirger
Konstruktionverschieden von allen Elementder MengeM sein. Andererseits wird
x aufgrund der Annahme zur Mendé gehorenAus diesem Widerspruch folgt dann,
dai’ die Annahme nicht gelten kann.

Wenn die MengeVl aus unendlichen Objekten wie Funktionen oder reellen Zah-
len besteht und selbst unendlich ist, dann ist Diagonalisgp ein hilfreiches Mittel,
um ein derart widerspriichliches Objekt zu konstruiereanMeht “diagonal” durch
die Elemente von\/ hindurch, so dal jedes Element véh an einer Stelle berihrt
werden kann. Zur lllustration kann man hierzu @dleemente von\/ als Zeileneiner
fiktiven Tabelle auftragen und findet dann auf der Diagondieser Tabelle jewells die
i-te Stelle des-tene Elements vo/. Dieser Eintrag wird nun minimal modifiziert,
z.B. indem man 1 addiert oder Werte vertauscht, so dal3 dakChjf der Diagonalen
immer noch ein Element voi/ sein misste, aber per Konstruktion anders ist als alle
Zeilen der Tabelle. Wir wollen diese Methode an einem wertdBeispiel illustrieren.
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Beispiel 8 (Total rekursive Funktionen sind nicht aufzhlbar)

Wir wollen zeigen, dal’ die Menger = {i | ¢; total} der Indizes total-rekursiver
Funktionen nicht rekursiv audihlbar ist. Hierzu nehmen wir arf; R sei rekursiv auf-
zahlbar und fihren diese Annahme zum Widerspruch.

1. DaT R nach Annahme rekursiv a@tftzlbar ist, gibt es einéotal rekursive Funktion
f, deren Bildbereich genau die Men@gR ist, kurzrange(f) = T'R.

2. Mit f konstruieren wir nun eine neue berechenbare Funkiidarch Diagonalisie-
rung. Zur lllustration dieser Konstruktion erzeugen wineiTabelle der aufgaénl-
ten Funktionen, in der an der Stellen, der Wert deri-ten aufgeahlten Funktion
an der Stellen,alsopy ;) (n) steht.

0 1 2 3 4
P£(0) Sﬁf(o)(o) <Pf(0)(1) @f(o)(2> %Df(o)(S) @f(())(‘l)
oray sy (0) wray(1) ©ra)(2) ©r)(3) ©ray(4) ...
012|252 (0) ©re) (1) ©r@2)(2) ©r)(3) ©rie)(4) ...
SDf(3) SOf(S)(O) <Pf(3)(1) €0f(3)(2) @f(?))( )Spf(?g)(‘l)

Die Funktionh konstruieren wir nun durciAbwandlung der Funktionswerte auf
der Diagonalerdieser Tabelle. Hierzu addieren wir jeweils eine Eins zwwejé-
gen Funktionswert.

0 1 2 3 4

0ro)|PrO0)+1 wroy(1)  @r0)(2)  wro)(3) @ro)
ery| rm0) wray()+1 wr1)(2)  @ra)(3) wra)l
er)| Pr0)  wra1) vre2)+l 0re)(3) @re)l
P1@3) ‘Pf(S)() eral) @) vreB)Flere (4

1 ...
4) ...
4) ...
)

Wir definieren alsoi(n) = ¢, (n)+1 und haben damit erreicht, daR sich
von allen aufgedhlten Funktionen an einer Stelle unterscheidet. Aul3endem
total, day(,) nach Annahméiberall definiert ist. Schlie3lich ist berechenbar,
da h(n) = u(f(n),n)+1 ist.

3. Um den Beweis abzuschliel3etigsen wir noch zeigen, dald durch die obige Kon-
struktion tat&chlich ein Widerspruch entstanden ist.
Da h total-rekursiv ist, getirt der Index vort, zur Mengel’ R. Nach Annahme gibt
es also eine Zahl, so dal¥ = ¢ ;) ist. Betrachtet man nun das Verhalten vien
an dieser Stelle, so ergibt sich einerseitsj) = p;;)(j) wegenh = ¢ ;) und
andererseitsh(j) = ¢¢(;)(7)+1 nach Konstruktion von.

Dies ist ein Widerspruch und somit kaiiiz nicht rekursiv aufahlbar sein.

Eine wichtige Konsequenz der Nicht-Aufzahlbarkeit deakoekursiven Funktionen
ist, dal3 man keine Programmiersprachen entwerfen kanrerierdalle totalen bere-
chenbaren Funktionen programmiert werden konnen, aliee bartiellen. Solche Pro-
grammiersprachen hatten den Vorteil, dal3 es ohne Eiaskbingen der Ausdruckskraft
keine Endlosschleifen mehr gabe. Sie waren aber eineahiing der total-rekursiven
Funktionen und konnen daher nicht existieren.
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Beim Fiihren von Widerspruchsbeweisen ist darauf zu aceghder Widerspruch
wirklich logisch aus der Annahme folgt und nicht etwa aufsteckte weitere Annah-
men oder Fehler im Beweis zurickzufuhren ist. Ein haufigghler istauf einen un-
definierten Wert eine Eins zu addieren und daraus einen ¥dach abzuleiten. Mit
einer derartigen Argumentation konnte man z.B. versuathemBeweis in Beispi€l 8 so
abzuwandeln, dal3 die Nicht-Aufzahlbarkeit der partiekursiven Funktionen gezeigt
wiirde. Aufgrund des ersten Axioms der Berechenbarkeitsta (Definitior b) ist dies
natirlich nicht moglich. Derartige Trugschlusse falkzhneller auf, wenn man die Be-
weise kurz und pragnant formuliert. Wir geben daher nooemreknappen Beweis fur
die Nicht-Aufzahlbarkeit der total-rekursiven Funktem

Theorem 17. Die Mengel' R = {i | ¢, total} ist nicht rekursiv aufahlbar.

Beweis: Wir nehmen an] R sei rekursiv aufzahlbar. Dann gibt es eine total-rekersiv
Funktion f mit T'R = range(f). Wir definieren eine Funktiom:N—N durch
h(n) = @) (n)+1 = u(f(n),n)+1. Dann isth berechenbar und total und somit

Dies ist ein Widerspruch und somit kafiifz nicht rekursiv aufzahlbar sein. [J

3.2 Reduktionsbeweise

Der Einsatz von Diagonalisierung fir den Nachweis derddbérkeit eines Problems
ist naheliegend bei maschinennah formulierten Problemerdem Selbstanwendbar-
keitsproblem oder dem Halteproblem. Bei vielen andererblBrostellungen ist ein

Diagonalbeweis allerdings recht kompliziert und geletigmtauch fast undurchfiihr-

bar. In diesen Fallen bietet es sich an, die Unlosbarkest Broblems auf die eines
anderen zuruckzufuhren.

Beispiel 9 (Das Halteproblem braucht keinen Diagonalbews)
Die Unentscheidbarkeit vort/ = {(i,n) | n € domain(y;)} 1aRt sich auf die Unent-
scheidbarkeit vory' = {i | i edomair{y;)} zurickiihren.

Ware H entscheidbar, dann&ve seine charakteristische Funktign, berechenbar.
Da aber firallei eNgilt i €S < (i,i) € H und damity (i) = v, (i,7) iSt, ware auch
die charakteristische Funktion vahberechenbar. D&’ aber unentscheidbar ist, kann
dies nicht der Fall sein und damit i$f unentscheidbar.

Das obige Argument bettet das Selbstanwendbarkeitspnabledas Halteproblem
ein, indem mogliche “Eingaben” fu$ in solche furH transformiert werden. Dabei
ist die Transformation eine berechenbare Funktfomit der Eigenschaftz € S <
f(x) € H und damit kann jede Entscheidung firdirekt aufS Ubertragen werden. In
diesem Sinneeduziertf das Selbstanwendbarkeitsproblem auf das Halteproblem.

Definition 10 (Funktionale Reduzierbarkeit).
Ein Problerf P ist reduzierbar auf”’, kurz P<P’, wenn es eine berechenbare totale
Funktion f gibt mit der Eigenschaft” = f~1(P’).

2 Im Kontext von Unldsbarkeit spricht man tiblicherweisen\@roblemen, verwendet aber zur
formalen Beschreibung die Menge der positiven Antwortele(d.osungen) fiur das Problem,
so dal3 diese Begriffe als synonym anzusehen sind. Techres@dthtet misste man eigentlich
von der Reduzierbarkeit von Mengen sprechen.
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Abbildung 1. Funktionale Reduktion durch Urbildkonstruktion

Die Notation P<P’ kennzeichnet, dal3 das Problem (bzw. die Mengejicht
schwerer zudsenist als P/, denn die Reduktionsfunktion hilft, eine Losungsmethode
flr das Problen®’ in eine flr das Problen? umzuwandeln. Zur Lésung voR trans-
formiert man einfach eine Eingabdn den Wertf (x), wendet hierauf die Losungsme-
thode furP’ an und tbernimmt die Antwort unverandert. Im Kontext varideheidbar-
keit und Aufzahlbarkeit ist dies moglich, weil entscheade bzw. aufzahlbare Mengen
abgeschlossen unter Urbild berechenbarer Funktioner(Sitdé B unf]9).

Theorem 18. Es gelteP<P’.
WennP’ entscheidbar ist, dann ist audh entscheidbar.
WennP’ rekursiv aufahlbar ist, dann ist auclP rekursiv aufahlbar.

Abbildung[1 illustriert die Vorgehensweise der funktiogralReduktion. Die Funktion
f bildet das Problen® vollstandig auf Elemente voR’ ab, wobei keinesfalls jedes
Element vonP’ getroffen werden muf3. Wichtig ist nur, dal® alle Objekte,madnt zu

P gehoren, in Elemente des Komplementes ¥y¥mabgebildet werden. Insgesamt muf3
alsoxr € P < f(x)e P fur alle z gelten (was oft anschaulicher ist d@fs= f—1(P")).
Nur dann kanry die Losungsmethode fii*’ in eine vonP transformieren.

Man beachte, dalR Reduzierbarkeit ' nichts damit zu tun hat, oB< P’ gilt oder
nicht. So ist zum Beispigkde entscheidbare Mendé reduzierbar auf die endliche
Menge{1}, denn fur allen gilt neM < y,,(n)€{1}. Umgekehrt ist das Selbstan-
wendbarkeitsprobler§ eine Teilmenge der Mengg, die trivialerweise entscheidbar
ist. DasS aber nicht entscheidbar ist, m&¥N gelten. Reduzierbarkeit hangt also nicht
von der Grof3e der Mengen ab, sondern von der Frage, wie kaarplhre Struktur ist.

Interessanter als die Tatsache, dal3 sich die Losbarkmisebwereren auf das leich-
tere Problem tbertragt ist deren Umkehrung, namlich dial3Jnlosbarkeit von des
leichteren Problems auch die Unlosbarkeit des schwemneRolge hat.

Korollar 19 Es gelteP<F’.
WennP unentscheidbar ist, dann ist auéi unentscheidbar.
WennP nicht rekursiv aufahlbar ist, dann ist aucl#®’ nicht rekursiv aufahlbar.

Damit werden Unlosbarkeitsbeweise erheblich einfacken muf3 nur ein bekann-
tes unlosbares Proble finden, das sich auf das gesuchte Probléhreduzieren
lafdt, hierfir eine Reduktionsfunktighangeben und nachweisen, dal? tatsachlich
FHP) = {x | f(x)eP'} gilt. Mit Korollar 9 folgt dann die Unlosbarkeit vor’ B
Wir wollen dies an einigen Beispielen illustrieren.

% In informalen Formulierungen spricht man aus diesem Grugelegentlich davon, daR die
Unlosbarkeit vonP” auf die vonP reduziertwird. Hierbei wird der Begriff der Reduzierbarkeit

23



Theorem 20 (Wichtige funktionale Reduzierbarkeiten).
Es seiz die konstante Nullfunktion und ROG. = {i | p;i==}.

S<H: Das Selbstanwendbarkeitsproblem ist reduzierbar auf datedroblem.
H < TR: Das Komplement voH ist reduzierbar auf die total-rekursiven Programme.
H < PROG.: H ist reduzierbar auf die Programme der Nullfunktion.

Beweis:

S<H: Esqilt iecS < (i,i) € H. Wir definieren die Funktiorf durchf (i) := (i, ).
Dann istf total-berechenbar unsl = f—*(H).

H <TR: Esgilt{i,n) e H < VteN. ®;(n)#t.
Da Rechenzeit universell entscheidbar ist, gibt es einedenbare Funktiol mit

der Eigenschafti(i, n,t) = {ég::z ?EZ;Z

Nach dem snm-Theorem existiert eine total-berechenbarnktién f mit der Ei-
genschaftgpm- n) (t) = h{i,n,t) furallei,n,t. Damit iStgpf<Z- n) die konstante

Nullfunktion, wenn(i, n) € H und ansonsten an genau einer Stelle nicht definiert:
(i,nye H = YteN.®;(n)#t = VteN. <pf<2~’n>(t):O = f(i,n)eTR
(i,n)y¢ H = FeN.®;(n)=t = IFteN, <pf<i’n>(t):J_ = f(i,n)¢TR
Insgesamt folgt alsé/=f (T R).

H < PROG.: Der Beweis ist fast identisch und wird in verkurzter Forngegeben.
Nach dem snm-Theorem gibt es eine total-berechenbareibuarfkinit der Eigen-
schaft ¢ (; (1) = {(1)2::2 gzgz;z . Damit ist
(i,n)e H < VteN.®;(n)#t < VteN. (i, n) (t)=0 < f(i,n)c PROG,
Insgesamt folgt alsé/=f ' (PROG..). O

Damit hatten wir bis auf die Unentscheidbarkeit des Satbsendbarkeitsproblems
(Theoren_1b) eigentlich kein Problem mit Diagonalisierun@handeln miissen. Die
Unentscheidbarkeit des Halteproblefiodgt mit Korollar [I9 ausS<H. Die Nicht-
Aufzahlbarkeit vonf ergibt sich hieraus und aus der Aufzahlbarkeit vémit Theo-
rem[10. Hieraus folgt wiederuiicht-Aufzahlbarkeit der total-rekursiven Funktionen
Korollar[I9 ausH < TR.

Unlosbarkeitsbeweise mit Hilfe von Reduzierbarkeit seigentlich nur eine der
Moglichkeiten, die Abschluf3eigenschaften entscheielband aufzahlbarer Mengen
fur den Nachweis negativer Resultate zu verwenden. Drelnt die Ergebnisse der
Satzd 100,18 unld 9 um, so erhalt man sofort die folgendenratkésse.

1. Ist P aufzahlbar, aber unentscheidbar, danPisticht aufzahlbar.

2. Ist P unentscheidbar dann ist aughunentscheidbar.

3. IstP entscheidbar abdruP’, PNP’ oderP\ P’ unentscheidbar, dann igt nicht
entscheidbar.

4. Ist P aufzahlbar abePUP’ oder PNP’ nicht, dann ist?’ nicht aufzahlbar.

aber mehr in einem umgangssprachlichen Sinne verwendedliaridichtung der Reduktion
verdreht. Deswegen sollte man sich in der Literatur immerdinaue Definition ansehen.
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In den meisten Fallen beschrankt sich die Anwendung voschAlul3eigenschaften in
Unlosbarkeitsbeweisen jedoch auf das Komplement und daigdulinter totalen bere-
chenbaren Funktionen, also Reduzierbarkeiten.

3.3 Der Satz von Rice

In den vergangenen Abschnitten haben wir die Unlosbaeke#r Reihe von Problemen
nachgewiesen und die praktischen Konsequenzen dieseaderssliskutiert. DidJn-
entscheidbarkeit des Halteproblelmsdeutet, dal? es kein allgemeines Verfahren geben
kann, mit dem sich die Terminierung von Programmen priéén. IDieNicht-Aufahl-
barkeit der total-rekursiven Funktionérat zur Folge, dal? man keine Programmierspra-
chen entwerfen kann, deren Programme immer terminierarg dafir Einschrankun-
gen in der Ausdruckskraft hinnehmen zu miussen. Wie ablet sgemit anderen Frage-
stellungen aus?

In Anbetracht der vielen Probleme mit fehlerhafter Sofevaire es aul3erst wich-
tig, die Korrektheit von Programmetesten zu kdnnen. Aber kann man von einem be-
liebigen Programm entscheiden, ob es eine bestimmte Fumkgrechnet oder nicht
(Korrektheitsproblery? Leider ist eine positive Antwort nicht zu erwarten, da rdas
sen Test nicht einmal fir die konstante Nullfunktion ddititen kann.

Aus dem gleichen Grund ist auch fur dagezifikationsproblekeine positive Ant-
wort zu erwarten. Die Frage, ob man von einem beliebigen@rom entscheiden kann,
ob es bestimmte spezifizierte Eigenschaften besitzt odét,nst eine Verallgemeine-
rung des Korrektheitsproblems, und damit nicht leichtebentworten.

In der Softwareentwicklung werden vielfaltige Optimiagstechniken eingesetzt,
welche die Effizienz eines vorgegebenen Programms stesgdam, und haufig fuhren
auch die Programmierer selbst noch Optimierungen von HarchdDabei entsteht die
Frage, ob das optimierte Programm wirklich die gleiche Fiomalitat besitzt wie das
ursprungliche oder ob diese durch die Optimierungennaé wurde. Auch hier ist
nicht zu erwarten, dal3 man dies mit einem automatischemMarh testen kann, denn
die Frage, ob man fur zwei beliebigen Programm entscheidan, ob sie die gleiche
Funktionalitat besitzenXquivalenzprobledist ebenfalls eine Verallgemeinerung des
Korrektheitsproblems.

Die obigen informalen Argumente deuten an, dal3 man deeaFRrggen mithilfe
von Reduktionsbeweisen losen konnte. Allerdings sdhdigser Weg recht mihsam.
AulRerdem entsteht in Anbetracht der vielen negativen Ayesssaer Eindruck, dal3 es
noch viel mehr unlosbare Fragestellungen in der Inforkgeben wird.

Gibt es einen einfacheren Weg, diese Fragen anzugehenjtgades Mal einen
neuen Reduktionsbeweis zu fuhren? Der folgende Satz gilztud eine allgemeine
Antwort. Er besagt, dafd so gut wie keine Eigenschaft berdidrer Funktionen ent-
scheidbar sein kann.

Theorem 21 (Satz von Rice).

Es seiP eine nichttriviale Teilmenge der berechenbaren Funktmradso )£ PcR.
Dann ist die Mengé. » = {i | ¢; € P} der Indizes vorP unentscheidbar.
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Beweis:

Wir zeigen, dal} das Selbstanwendbarkeitsproblem auf dieg¥lé p oder ihr

Komplement reduziert werden kann. Dazu galie nirgends definierte Funktion,

alsog(z)=_1 fur alle z.

Fallsg ¢ P ist, dann wahlen wir eine beliebige Funktigre P und definieren

) : f(zx) fallsie S
Plia) = fo) s usti) = { 1 B0
Da /' berechenbar ist, gibt es nach dem smn-Theorem twiteé-berechenbare
Funktion’ mit der Eigenschafp;, ;) (x) = f'(i, z) fur alled, z und es folgt
ieS = Vr.opu (z)=f(x) = onpy=feP = h(i)eLp

Insgesamtgilt alsoc S < h(i) € Lp,d.h.S<Lp und damitist_ p unentscheidbar.
Falls g € P ist, dann wahlen wir eine beliebige Funktigre P und zeigen analog,
daRS<Lp gilt, woraus ebenfalls die Unentscheidbarkeit Vog folgt. O

Wenn man sich den obigen Beweis genau ansieht, dann stellsogar fest, dal p
wegen der Reduktiof <L p» (und damitS<L p) nicht einmal rekursiv aufzahlbar ist,
wenn die Eigenschaf® die nirgends definierte Funktion umfal3t. Es ist zu vermuten,
dal’ dies auch fir viele andere Eigenschaften der Fall iss §eht aber weit Giber die
Aussage des eigentlichen Satzes von Rice hinaus.

Weniger formal ausgedriickt besagt der Satz von Ricekdal& nichttriviale exten-
sionale Eigenschaft von Programmen entscheidstaNaturlich ist es moglich, syntak-
tische Eigenschaften von Programmen zu testen, also z.BlleWariablen deklariert
oder sauber typisierbar sind, wieviel verschachlteltedhaske vorkommen, etc. Aber
derartige Eigenschaften simatensiona) beschreiben also die innere Struktur der Pro-
gramme. Hat aber die Eigenschaft nur mit dem auf3eren \ferhallso der Funktio-
nalitat des Programms, zu tun, dann ist es unmaoglich, sitegten. Wir wollen die
Bedeutung dieser Aussage anhand einiger Beispiele idustr.

Beispiel 11 (Konsequenzen des Satzes von Rice)
Die folgenden Mengen sind unentscheidbar.

— MON = {i|VkeN ¢;(k)<p;(k+1)} (Monotone Funktiongn
— EF={i|VjeN ¢;(j){0,1}} (Entscheidungsfunktiongn
— PROG; =i | ¢; = f} fur beliebigef e R (Korrektheitsproblem
— PROG e = {i | ¢, erfullt Spezifikatiorspec} (Spezifikationsproblem
— BEQ ={{(i,5) | vi = 95} (Aquivalenzproblein
— RG ={{i,j) | jerang€y;)} (Bildbereiché

Der Beweis veduft in jedem Fall gleich. Wir tilssen die zu untersuchende Menge als
MengeL p einer MengeP von Funktionen ausdicken und dann nachweisen, d&nR
weder leer ist noch alle berechenbarer Funktionen umfal&s Bt meist sehr einfach.
So ist z.B.ir die monotonen FunktioneR = {feR | VkeN f(k)<f(k+1)} und
man erkennt sofort, daRION = Lp = {i | ¢; € P} ist. AuBerdem isP nicht leer, da
f=M\i.i zu P gelbrt, und eine echte Teilmenge v&) da g=\:.0 nicht zuP gelbrt.

Da es also unmoglich ist, Programmeigenschaften auteamatiu testen, miissen Kor-
rektheitsbeweise notgedrungenermalf3en von Hand gefi@nden. Nun sind Korrekt-
heitsbeweise schon fir kleinere Programme verhal@ai@gaufwendig. Daher verlalit
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man sich in der Praxis meist auf Softwaretests. Man muf3 $eh laewu(3t sein, dal3
erfolgreich bestandene Softwaretests keinerlei Garéintidie Korrektheit darstellen.

Dies ist in der Vergangenheit leider oft mi3achtet worded liat zu gravierenden Feh-
lern mit erheblichen Folgeschaden gefuhrt. Zumindektitrschen Anwendungen sind
Korrektheitsbeweise unbedingt erforderlich.

Um dieser Problematik zu begegnen, richtet sich ein TeiGtendlagenforschung
in der Informatik auf die Entwicklung von logischen Werkgen zur rechnergestiitzten
und teilautomatisierten Beweisfiihrung. Dies ist jedochThema fiur weiterfihrende
Lehrveranstaltungen.
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