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Aufgabe 1.1(Semantik)

Die Formel (Vz3y P(x,y)) n =(3z P(x,z)) » (Veyz (P(z,y) AP(y, z)) = P(z,z)) isterfullbar
in der Standardinterpretation der naturlichen ZahlergrBeden Sie, warum die Formel nicht tiber
einem (nicht leeren) endlichen Universum erfillbar seinrk

Aufgabe 1.2(Matrix-Beweise)

Beweisen Sie folgende Formeln im Matrix-Kalkil und dietemsbeiden zusatzlich in Refinement
Logic und im Tableaux-Kalkul

Stellen Sie dazu zunachst den annotierten Formelbaum ienzlidehorige zweidimensionale Ma-

trixdarstellung auf. Identifizieren Sie alle Konnektionerd alle Pfade durch die Matrix. Zeigen Sie,

dal alle Pfade eine solche Konnektion enthalten und geleesirg zulassige Substitution an, welche
diese Konnektionen komplementar macht.

1.2-a AvB = —(—-Ar—B)
12-b (3Ix —-Px) = —(¥x Px)

1.2—¢c (VX,¥,zZ S(X,¥Y) AS(Y,z) = G Xx,2)) A (¥YX,y Ax,y) = S(X,VY))
= Va,b,c,d (S(a, b) rnS(c,d) nS(b,c) = (Ju Ha,u)))

1.2-d (¥X,y,z2 S(Xx,¥) AS(Y,z) = G x,2)) A~ (¥X,y Ax,y) = S(x,¥))
= Va,b,c,d (S(a,b) rnS(c,d) AnS(b,c) = Fa,d))

Konstruieren Sie aus dem fertigen Matrixbeweis die indteiReduktionsordnung, linearisieren Sie
diese und erzeugen Sie daraus einen Tableauxbeweis.

Aufgabe 1.3(Logik-Puzzle zum Tiifteln)

Losen Sie das sogenannte “Agatha Murder Puzzle” mithafe Matrix-Verfahrens.

Agat ha hates Charl es

Agat ha hat es hersel f

If a person is not richer than Agatha then the Butler hates that person
| f Agat ha hates sonebody then Charl es does not hate that person

| f Agatha hates sonebody then the Butler hates that person too

Everyone | i kes at | east one of Agatha, the Butler, or Charles

Nobody kills a person that is not richer

. If you kill sonmeone, you nust hate that person

Agatha is dead. Show that neither Charles nor the Butler killed her

NN R

Versuchen Sie zunachst ein informales, logisches Argunf@mmulieren Sie dann obige Aussagen
in der Logik erster Stufe und konstruieren Sie daraus sul@ise den Matrixbeweis.

Aufgabe 1.4(Eigenschaften der Logik erster Stufe)

Beweisen Sie den Satz von Lowenheimder der Logik erster Stufe kann jedeidhbare Formel in
einem abahlbaren Universum eiilt werden.

Was bedeutet dieser Satz fur die Anwendbarkeit der LogteeStufe?
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L 0sung 1.1 Zunachst einmal eine grobe Idee:

Die Formel besteht im Endeffekt aus drei Axiomen, die daadiRat P charakterisierenP(zx,y)
konnte man auch lesen atsy (so die urspringliche Formulierung der Aufgabe). Danr $&gpm

1, dai3 es zu jedem Objekt ein grofReres gibt und nach Axiomi2 #ises nicht das Objekt selbst sein.
Axiom 3, die Transitivitat, verbietet zusammen mit Axiond2 Vergleichbarkeit von Objekten im
Kreis. Dies bedeutet, dal? nach Axiom 1 zu jedem ObjekheimesObjekt im Universum existieren
muf3, das groRRer ist. In endlichen Universen ist dies nidiglioh.

Dieses Argument bezieht sich aber zu sehr auf die konkretart B als “kleiner” zu interpretieren.
Wir missen zeigen, dal3 das Argument davon aber gar niclitngblund gehen daher zuriick auf
die Definitionen von Erfullbarkeit und Interpretationdfine FormelF' ist erfullbar, wenn es eine
Interpretation(¢, /) gibt, unter derF” wahr ist. Dabei ist die Interpretation der logischen Kortivek
festgelegt, aber die Interpretatiof) nicht. Die einzige Bedingung ist, daRP) eine Funktion auf
U xU ist, die Wahrheitswerte als Ergebnis liefert. Der Einfagibhalber schreibe ich im folgenden
t(P)(u,v), wenni(P)(u,v)=wahr gemeintist.

Beweis Sei(t,U) eine Interpretation, welche die drei Teilaxiome der Formahr macht.
1. Axiom 1 (vz3y P(x,y)) besagt, daR fur jedes Objektl/ ein anderes Objektel/ existieren
mul3, so daf(P)(u,v) gilt.

2. Axiom 2 (-(3z P(z,x))) besagt, dal® diesesnicht identisch zu: sein kann, denn es gibt kein
ueld fur dasc(P)(u, u) gilt.

3. Axiom 3 (zyz (P(x,y)aP(y,z))= P(z,z)) besagt, daf(P) transitiv ist, also dall aus
t(P)(u,v) und¢(P)(v, w) immer.(P)(u,w) folgt — fur jede Wahl det:, v, w eUd.

Wir wahlen nun ein Objekt; /. Dann gibt es nach Axiom ein Objekt fur dasc(P)(uq, us) gilt,
ein Objektus, fur dasu(P)(us, ug) gilt, usw. Nach Axiom 3 gilt danm(P)(u;, u;) fur allei<j.

Wenn nun/ endlich ware, alsa Elemente hatte, dann misste das oben konstruierte Objekt
identisch mit einem dex; fur ein i<n sein. Da aber wegen der Transitivitd) (u;, u,41) gilt,
hatten wir.(P)(u;, u;), was wegen Axiom 2 aber nicht moglich ist. Also kadmicht endlich sein.

P.S.Wenn/ leer ist, dann sind alle drei Axiome trivialerweise wahrdiem Sinne gibt es ein endli-
ches Universum, Uiber dem die Formel erfullbar ist. Autkelpathologischen Falle muf3 man achten!

Losung 1.2

1.2-a AvB = —(-Ar—B)

Refinement Logic Der Beweis folgt den auf3ersten Konnektiven und versuammnEln so
weit wie moglich zu zerlegen. Dabei ist die Reihenfolge @m Aussagenlogik fast beliebig,
aber es empfiehlt sich, Regeln, die zwei Unterziele erzewggespat wir moglich auszufuhren.

F AvB = —(—-Axr—B) BY i npl
1. AvB F —(—-Ar-B) BY not |
1.1 AvB, —-Ar-B + ff BY andE 2
1.1.1 AvB, —-A -B I ff BY orE 1
1.1.1.1. A —-A B¢ ff BY notE 2
1.12.1.1.1. A —-A-BFA BY hypothesis 1
1.1.1.2. B, —-A —-B«F BY notE 3
1.1.1.1.1. A -A BFB BY hypot hesis 1
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Tableaux-Beweis

AvB = —(-Ar-B)" Q
—-(-Ar—-B) ¥ o
AvB” I}
-Ar—-B" o
—A” o
-B” o
AF

BF

B B

X X

Matrix-Beweis

Die Matrix wird aus dem Formelbaum aufgebaut. Dabei weraSubmatrizen nebeneinan-
der geschriebemi-Submatrizen tbereinander und dann werden tberflus$agemern gestri-

chen. Es bleibt die folgende Matrix mit zwei Konnektionen.
T T

AT AT BT

BT—/

In der Matrix gibt es nur zwei Pfade (von links nach rechtdlg jeweils eine Konnektion

enthalten. Damit ist die Formel gultig. /\

1.2-b (Ix -Px) = —(Vx Px)
[ P af P a7 ]

Matrix-Beweis
aistd-Variable, o = [a/z]*

Refinement Logic

F 3x =Px = —(Vx Px) BY i npl
1. 3Ix -Px F =(v¥x Px) BY not |
1.1. Ix —-Px, (vx Px) G+ ff BY exE 1
1.1.1. —Pa, (Vx Px) G+ ff BY notE 1
1.1.1.1. —=Pa, (V¥x Px) + Pa BY al |[E 2 a
1.1.1.1.1. —-Pa, (¥x Px), Pa  Pa BY hypothesis 1
Tableaux-Beweis

Ix -Px = —(¥x Px)” a
Ix —Px” §(a)
-(vx Px)” o
(vx Px) " v(a)
—-Pa’” «
Pa’

Pa’

X

'In der urspriinglichen Aufgabe startk —Px = —(V¥x Px).
Dann ista einev-Variable und die Beweise verlaufen minimal anders.
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1.2—c (Vx,y,z S(x,y) rS(y,z) = GXx,2z))

n (VX Yy QX y) = S(X,y))
= Va,b,c,d (S(a,b) rS(c,d) AS(b,c) = (Ju Fa,u)))

Matrix-Beweis
— /’\ —
S(z,y) " Jux,y)" S(a,b)” S(c,d)” S(b,c)” Ja,uw”

Az, 2)"

a, b, ¢, d sindé-Variablen, o = [a/z,b/y, c/z, c/u]
Es gibt 6 Pfade, die durch die drei angegebenen Konnektikoraplementar gemacht werden.

Dabei spielt die zweite Klausel keine Rolle, denn alle diteidale der ersten Klausel sind mit
dem Literal einer “Einerklausel” konnektiert.

P.S.in einem “sieht man direkt”-Matrixbeweis gibt man nur dieriteektionen an, die tatsachlich
benotigt werden. Dann kann man die Komplementaritatrunteicht priifen und sieht anhand
des Bildes, dass alle Pfade abgedeckt sind.

1.2-d (Vx,y,z S(x,y) nS(y,z) = Xx,2z2))

n (9% y AX,y) = S(X,Y))
= Va,b,c,d (S(a, b) rS(c, d) rS(b,c) = a,d))

Matrix-Beweis: Hier ist eine Klauselkopie erforderlich, die wir mit Inéig darstellen

I

a, b, c, d sinds-Variablen, o = [a/z', c/y',d/z a/2’, c/y'a/x? b /y?, c/7?]
Mit diesen Konnektionen sind alle Pfade abgedeckt (Das kaanmmit guter Vorstellungskraft
direkt sehen — ansonsten ist es besser, die Matrix zu exgramdli
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Losung 1.3

Informal: Wenn Charles der Morder ware, misste er Agatesen (8). Da Agatha sich selbst hal3t
(2) kann Charles sie nicht hassen (4).

Wenn der Butler der Morder ware, dann ware Agatha reieteer (7). Damit misste der Buter sich
selbst hassen (3). AuRerdem hal3t er Agatha und CharlesAgaiha diese beiden haf3t (1,2) und
der Butler loyal ist (5). Damit ist Voraussetzung (6) vextet. der Butler mag weder Agatha, noch
Charles, noch sich selbst.

Ausformuliert:

Agat ha hates Charl es

Agat ha hat es Agat ha

Vp —(p is richer than Agatha) = The Butler hates p

Vp Agat ha hates p = —(Charles hates p)

Vp Agatha hates p = The Butler hates p

Vp p likes Agatha v p |likes The Butler v p likes Charles
vp,q p kills g = —(p is richer than q)

Vp,q p kills g = p hates ¢

Vp,q plikes g & —(p hates q)

= —(The Butler kills Agatha) A —(Charles kills Agatha)

> > > > > > > >

Vereinfacht

H( a, c)
A H(a, a)
A Vp =R(p,a) = H(b,p)
A Vp H(a, p) = -H(c, p)
A Vp H(a, p) = H(b, p)
A Vp —H(p,a) v —H(p,b) v =H(p,c)
A VP, g K(p,q) = -R(p,q)
A Vp,d K(p,q) = Hp, q)

= -K(b,a) A —K(c, a)

Im Matrixbeweis muf} eine Klauselkopie eingesetzt werden

TN

"K(pa, @) "K(ps, 1) “R(b, @) "

Ha,c)”" Ha,a)” R(p,a) " H(a, p1) “H(a, p:

H(b, p) " H(c, p1) “H(b, p2) "H( ps, b) ' R(ps, @) “H(ps, ¢1) "K(c, a) T

H( P3, C) r

Es gibt nury-Variablen und Konstanteny = [c/ps,a/q1,a/p1,b/ps,a/q, b/p,b/p3, a/pl, ¢ /3]
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Losung 1.4

Zum Beweis des Satzes von Lowenheim verwenden wir Teile/distandigkeitsbeweises fur ana-
lytische Tableaux.

Es seiX eine erfullbare Formel. Dann konnen wir firein vollstandiges Tabledll mit der systema-
tischen Beweismethode konstruieren. Baerfullbar ist, kanr/” nicht geschlossen sein, besitzt also
mindestens einen Zweid, der eine Hintikka Folge ist. Wie im \ollstandigkeitsbesigezeigt, ist}
damit erfullbar durch eine Interpretation tber dem Ursuen der Terme, also Uber einem abzahlbaren
Universum. DaX zum Zweigy gehort, istX tber demselben Universum erfullbar.

Bedeutung: Logik erster Stufe kann Uberabzahlbare Wsérenicht von abzahlbaren trennen. Fur
alle (logischen) Aussagen, die Uber den reellen Zahlent melten, gibt es bereits ein abzahlbares
Gegenmodell (z.B. Uber den rationalen Zahlen).

Anmerkungen:

1. Das Argument hier ignoriert die Tatsache, dal’3 wir Tabldasher nur mit signierten Formeln
diskutiert haben und die Beweise nur tber die Foriél gefiihrt haben. Man kann aber die
Vorzeichen fallen lassen (eines dabei durch Negationzasebhne dald sich das Argument des
Beweises andert.

2. Ich habe die Aussage eines Teilbeweises im Vollstamiligifeweis verallgemeinert. Statt
X gultig = X' hat vollstindiges Tableau
benbtigen wir
fur jede FormelX hat X! hat vollséindiges Tableau
Ein Blick auf die systematische Methode zeigt, daR die iGkgit flir die Konstruktion des
vollstandiges Tableaus nicht bendtigt wird.



