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Aufgabe 3.1(Pradikatenlogisches Extensionsverfahren)
Beweisen Sie die folgenden Matrizen mit Hilfe des allgerarikxtensionsverfahrens.

Q(a,b,c,d) Q(xy,zV¥ Q(c,d,a,by Q(b,c,d,a)
P(x)" P(y)" P(f(f(z)))" Q(v.x,y,z)
P(fly))" P(f(a))" Q(z,v.x.y)

Aufgabe 3.2(Beweisverfahren)

RF PF QY R PI PT P@@’ PX P(ffa)" Qa) Q(fa)”
Q" RF R QF Q' QF P(fx)"
P Qx)”

Beweisen Sie Allgemeingultigkeit der folgenden Matrizei Hilfe der folgenden Verfahren.

3.2—a Allgemeines Extensionsverfahren
3.2-b Inverse Methode
3.2—c Resolution

Aufgabe 3.3(Reduktionen)

Wenden Sie die ReduktioneMULT, PURE, TAUT, SUBS, UNIT, ISOL auf die folgende Matrix
solange an, bis diese nicht weiter reduziert werden kann.

CT CF CF AF D F DT F F H F DT H F CF
AT DT FT H F CF EF AT AT CT CF DT
H F AT ET

H T

Aufgabe 3.4(Davis-Putnam Verfahren)
Zeigen Sie mit dem Davis-Putnam-Verfahren, dal3 die folgeMidtrix allgemeingultig ist.
A AT AT AP AT AP
B BT B BT BT BT
CT CT CF CF
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Aufgabe 3.5(Pigeonhole Prinzip / Schubfachprinzip — zeitaufwendig)

Gegeben sei die (unendliche) Folge P, ... von Mengen von Klauseln wobéi, fur n>0 definiert
istals P, = (U:L;l{{""_lzv T DU, Ui<jchensi @i, i} ).

Interpretiert man die aussagenlogische Variabjels ‘Taubenschlagist durch die Taubg belegt’,
dann formalisiert’, die Aussage, daf? + 1 Tauben nicht im Taubenschlage passen.

3.5-a Geben Si®, und P; als Matrix an. {;; steht kurz fure;; ", z;; fur 2;;7)

3.5-b Beweisen Sie die Gutltigkeit van. Wahlen Sie daz{z 1, 75, } als Startklausel.

3.5—c Zeigen Sie Uber ein Symmetrieargument, dal3 bemiBealveis vorr;; einen Beweis fur die
gesamte Matrix darstellt.

3.5—-d Fuhren Sie einen Resolutionsbeweisiund geben Sie eine Abschatzung der Anzahl der
Resolutionsschritte fuP, ab.

3.5—-e Beweisen Si€&; mit dem Davis-Putman Verfahren und schatzen Sie die AndahBchritte
dieses Verfahrens fiip, ab.

3.5-f Wie kdnnte man das Beweisverfahren unter Verwendiend:rkenntnis aus Teil (c) beschleu-
nigen?
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Losung 3.1

Bei der Losung dieser Aufgabe ist zu berucksichtigen, BaReichnera, b, ¢, d, e.. fur Konstanten
(6-Variablen) stehen und, y, z, u, v, w, .. fur (v-)Variablen.

N ¢y
P(x)" P(y), " P(i(f(2))) .

P(f(y))"| P(f(@))" .

3.1-a

Entwicklung der Substitutionen wahrend der Beweisfialgru

(1) [y/]

(2) [£(2)/y.y/x) bzw. nach Einsetzelf () /y, f (=) /]

@) [f(a)/x, f(2)/y, [(2)/x] bzw. nach Auflosefu/z, f(a)/y, f(a)/x]

3.1-b Erster Versuch

. . .
Q(a,b,c,dy Q(x,y,z, V¥ . Q(c,d,a,by Q(b,c,d,af
Q(v.x,y,Z)
Q(Z1V’X1y3‘

Der erste Schritt fuhrt zur Substitutionén/z,b/y, ¢/z,d/v]. Im zweiten Schritt ist keine
Extension moglich fur das Liter&d(v,x,y,z), da die Anwendung der Substitution dieses in
Q(d,a,b,c} transformiert

Ein Kopie der zweiten Klausel mit dep-Variablen ist erforderlich. (Alle anderen Klauseln
haben nup-Variablen)

_ s .
Q(a,b,c,d} Qxy,zVy. Qx.y,z,Vv)" Q(cda,by Q(b,c,d,af
Qvxy,z) Q' xy,z)"
Q(Z1V’X1y3‘ Q(Z,1V’!X,’y,)T

Wieder fuhrt der erste Schritt fuhrt zur Substitutionen [a/x,b/y, ¢/z,d/v], was wir der
Ubersicht halber direkt einsetzen.
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. . .
Q(a,b,c,dj Q(x,y,m’,v’)F. Q(c.dabf  Q(b,c,d,af
Q(d,a,b,cy| Qv x.y,z)"
Q(c,d,a,by Q(z',v.x.y)"

Im zweiten Schritt erweitewt zu [a/z,b/y,c/z,d/v,d/z',a/y’, b/, c/v'], was wieder einge-

setzt wird.

Q(a,b,c,d}

Q(a,b,c,dy

Q(a,b,c,dy

.
Q(a,b,mfma,bf

Q(d,a,b,c)

Q(c,d,a,by

Q(c,d,a,by

Q(b,c,d,a)

—
Q(a,b,mfwa,bf

Q(d,a,b,c}
Q(c,d,a,by

— :
Q(a,beMé@,a,bf Q(b.c.d.af .

Q(d,a,b,cy .
Q(c.d,a,b}

Q(c,d,a,bj .
Q(b,c,d,a)

Q(c,d,a,by
(b,c,d,a)

Q(b,c,d,a¥

Q(b,c,d,aj .

Im Verlauf der weiteren Schritte hat sich die Substitutiochtmehr verandert, so dal} wir
insgesamt 5 Konnektionen haben, die mit [a/x,b/y,c/z,d/v,d/x' a/y’',b/Z, c/v'] kom-
plementar werden.
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Losung 3.2

3.2—a Allgemeines Extensionsverfahren

RYP] Q" R PT. P _RW\QF. R

Q" R'. R QF |Q"| Q~. Q'| R |R| Q7. Q" QF.
o _/

_ @ TN
Pm P(fay’ QY Qfa)] [Py P(W)F. P(fa). Q(ay’ Q(fa)’

P(fM P(fx)" | | P(fx)"
QM) QM)

D1’ PT )

o =la/x1, fa/xs] Explizite Darstellung

3.2-b Inverse Methode: die Beweise sind kurz, aber die Snable Beweisen oft mithsam.
Bei der Auswahl der Klauseln empfiehlt es sich, jeweils robgt “kleine” Ergebnisse anzu-
streben, also Vorgangerknoten zu wahlen, bei denen derAReveilen identisch ist (und nur
einmal im Resultat erscheint).

{P", PF} {Q", QF} {RT, R} Benutzte Klausel
/ {R",Q {R",Q"}
{PF {P",Q"}
pF PT, F
}\{RT} {:F, QS, P}F}
{}/ {PF R}

{Pal',Pa"} {Pix',PixI"} {Pffa’, Pffa)"} {Qa’,Qa"} {Qfa’,Qfa"} Benutzte Klausel

{Pal"} {Pffal’} {Qa’} {Qfa’'} Alle Einerklauseln

it T
o=[a/z] {Pfa’’} {Px, PiXI', Qx''}
\

o=[a/x, fa/xs] {} (Px" PiX, QX'
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3.2—c Resolution: oft einfache Beweisfuhrung und kurzev@se ... wenn man Normalform hat.

(R, Q"} {P", R} {Q",R'} {R",Q",P"} {P",Q"} {P}QF}
{Q",P"} {Q",P"} {P"}
{P"}
{}
{Pa"} {PX",PiX',Qx"} {Pffa)} {Qa"} {Qfa"}
(Pfal’, Qa’} o=[a/x]
(Pffa’, Ofa’’} o=la/x, fa/x,)
{Qfa’}
{}
Losung 3.3
I CF CT AF CF DF FF DT HF DT HF CF i
DT AT H F FT CF AT EF AT CT CF DT
HF AT ET
HT
L 4 + + + I-rsornr),1sorn(k)
I CF CT AF CF DF DT HF DT CF
DT AT HF AT CF HF AT CT DT
HF AT CF
H -
L T T T SUBS,SUBS
I CF CT AF CF HF DT CF
DT AT HF AT AT CT DT
HF
L + + JFpPURE(-D)

] FpPURE(H)

] FrsoLc),muLT

A
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Losung 3.4
_ A AT AT AP AT AF
B BT Bf BT BT BT
CT CT CF CF
L FspLIT(A)
Fall 1:
_ BT BF BT |
CT CF |: O BF CFi|
L I FunirB),UNIT(C)
Fall 2:
_ B BT BT |
cr cr { B” O cr }
L 1 Funirs),uNIT(C)

Losung 3.5

11 T12 T13 T11 T11 T12 T21 T21 122

35_g|T21 T22 T23 T12 T13 X13 T2 T23 23

T11 T12 T13 T14 L11 T11 11 Ti2 T2 L3 T21 L21 L21 T2 T2 L23 X31 L31 L31 32 T32 X33

To1 Tog To3 Tag L12 L13 Ti4 T13 T4 L4 L22 T23 T4 T3 T24 L24 T32 L33 L34 L33 T34 T34

11 m§ T11 T12 T21 T21 T22
(5a)

35-b (71 3

- ® O)

3.5—c Die Beweisketten sind praktisch “dieselben”.

3.5—d Die Anzahl der Schritte muf3 exponentiellrirsein. SieheA. Haken. “The intractability of
resolution”, Theoretical Computer Science 39:253-2784.9
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3.5—e Ich fuhre die Spaltungen und Reduktionen vorrangiglem Variablen durch, die i, nicht
vorkommen. Dies hilft spater bei der Abschatzung der kaitffur P,

11 T12 T13 T14 L11 11 11 12 L12 L13 L21 L21 L21 L2z L2 Loz T31 T31 L31 L32 L32 L33

=

To1 Tog Toz Tog L12 L13 L14 L13 L14 L14 L22 L23 L4 L23 L4 T4 T32 L33 L34 L33 L34 L34
| T31 T32 T33 T34 FSPLIT(2s0)
Fall 1:

211 12 T13 14 L11 T11 L11 T12 T12 L13 T21 L21 L21 L2z L22 T23 X31 L31 L32

T91 Too To3 Log L12 13 L14 L13 L14 L14 L22 T23 Tog To3 L4 T4 32 L33 L33

€T X X
| T31 T32 T3 FSPLIT(2s5)

Fall 1.1;

11 L12 £13 T14 L11 T11 T11 L12 T12 T13 T21 T21 L21 T2 T2 T23 T31

=

To1 Lo Toz Tog L12 T13 X14 T13 L14 L14 T22 X23 L24 L23 L24 T4 L32

T31 T
| T31 T32 FSPLIT(2s2)
Fall 1.1.1:

211 12 T13 14 L11 T11 L11 T12 T12 L13 T21 L21 L21 T22 T22 T23

To1 Too To3 Log L12 L13 L14 L13 L14 L14 L22 T23 L4 L23 T4 Tog

€31

L3 = PURE @)

X192 13 T14 L11 11 T11 L12 T12 T13 T21 T21 X21 L22 T22 L23

T92 To3 Toq L12 L13 L14 L13 L14 L14 L22 L23 L24 L23 L4 T4 -
L PURE(x11),PURE (221)

T12 T13 T14 L12 T12 13 22 T22 L23

To9 To3 Tog L13 T14 L14 T23 T24 T24

Damit haben wir im Fall 1.1.1 die Teilmatrix auf ein modifidies P, reduziert.
Fall 1.1.2:

211 13 T14 L11 11 T11 12 T12 T13 L21 L21 L21 L22 X22 T23 T31
To1 T3 Tog 12 13 T14 X13 T14 T14 L22 T23 X24 L23 L24 L24

:L':
|31 F PURE(212), PURE (222)

T11 T13 T14 L11 L11 L13 L21 L21 L23 L31
To1 Ta3 Toq L13 14 L14 L23 T24 T24

:L':
|31 FUNIT(231),PURE (@31

X11 13 T14 L11 T11 T13 T21 T21 T23

To1 T3 Tog X13 T14 T14 T23 T4 T24

Damit haben wir im Fall 1.1.2 die Teilmatrix auf ein modifidies P, reduziert.
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Fall 1.2:

11 L12 T14 L11 L11 11 T12 12 T13 T21 T21 T21 L22 T2 X23 T31 T31 L32

8

To1 Too Tog L12 L13 L14 L13 L14 L14 L22 X23 L4 L23 T4 T4 T32

s
| L3132 I_PURE($13)JDURJ[-’_/‘(J?%)

s

11 L12 T14 L11 L11 T12 T21 T21 T2z T31 T31 T32

=

Xo1 Lo Tog X12 14 T14 X22 T24 T24 T32

€T X
L3132 UNIT(251),SU BS(231),PURE(231)

11 L12 T14 L11 L11 T12 T21 T21 L22 T'32
Xo1 T Tog X12 T14 T14 T22 T4 T24

X
L 32 FUNIT(232), PURE (252)

11 L12 T14 L11 L11 T12 T21 T21 T22

=

To1 Too Tog L12 L14 L14 L22 T24 T24

Damit haben wir im Fall 1.2 die Teilmatrix auf ein modifiziest?, reduziert.
Fall 2:

=

11 T12 T13 L11 L11 11 12 L12 L13 L21 L21 L21 Loz Loz Ta3 T31 31 L31 L32 32 L33

To1 Tog Toz L12 L13 L14 L13 L14 L14 L22 L23 L24 L23 L24 T4 T32 T33 L33

T30 T
731732233 = PURE(214), PURE (224)

s

11 T12 T13 L11 L11 12 L21 L21 L22 L31 L31 X31 L32 T32 L33

=

To1 Tog Toz L12 13 L13 L22 L23 L23 L32 L33 T33

€T X X
|31 32233 3 FUNIT(@30),UNTT (232),U NIT(233)

11 T12 T13 L11 L11 12 L21 L21 L22 L31 L31 L31 L32 T32 L33

=

X1 Tog Tog L12 13 L13 L22 X23 T23 L32 L33 x33
|21 -b22 023 1 FSUBS(231),5UBS (232),5U BS (233)

11 L12 £13 L11 L11 T12 T21 T21 T2z T31 T32 L33

=

Xo1 T Tog X12 L13 L13 T22 T23 L23
72122 028 = PURE(231),PURE (232),PURE (233)

211 L12 T13 L11 L11 L12 L21 L21 L22

| T21 T2z T2z T12 L13 T13 T22 T3 23
Damit haben wir im Fall 2 die Teilmatrix in 11 Schritten abdf reduziert.

Auch das Davis Putnam Verfahren wird in seiner Rohform egptiell arbeiten, da der Beweis
fur P, in dem vonP,,; mehrfach verwendet wird, also die Anzahl der Schritte K)r,
mindestens doppelt so grof3 wie die der SchritteHirst.
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3.5-f Mit einer geeigneten Umbenennungs- und Lemmastegkégnte man den Beweis fili, als
Lemma fuhren und dann mehrfach im Beweis fir, ; einsetzen. Damit ist die Rechenzeit
fur P,.; nur noch polynomiell inn. Details hierzu findet man ilV. Bibel. “Short proofs
of pigeonhole formulas based on the connection method’niwf Automated Reasoning

6:287-297, 1990



