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Aufgabe 4.1(Prafix-Unifikation)

Unifizieren Sie die folgenden Prafix-Strings zunachsorimfal und anschlieRend mit den 10 in der
\Vorlesung angegebenen Transformationsregeln

4.1-a aBcD undaFE f
4.1-b agAsas undagas Ag sowieag A, undagasar (gleichzeitig)

Aufgabe 4.2(Intuitionismus)

Welche der folgenden Aussagen gilt intuitionistisch, welaur klassisch?
42-a (A= B)=-AvB

42-b -AvB= (A= DB)

4.2—c ~—(Av-A)

4.2—-d -(—Ar—-B)=AvB

42-e (A=B)=A)=A

Geben Sie eine informale Begriindung an und konstruierear&chlieRend die Matrix mit intuitioni-
stischen Prafixen. In den Fallen, in denen ein intuitioschier Matrixbeweis moglich ist, konstruieren
Sie schliel3lich einen Beweis im intuitionistischen (Bledlableau bzw. Sequenzenkalkl.

Aufgabe 4.3(Konstruktiver Tableauxbeweis)

Der klassische (Block-)Tableaubeweis fur die Formel
(SA(=(T=R)=P))= (-((P=Q)r(T=R)) = (Sr——P))

kann im intuitionistischen Kalkul nicht in der gleicheniRenfolge erfolgreich durchgefuhrt werden.
Konstruieren Sie einen Beweis fur diese Formel im intmistischen (Block-) Tableaukalkil.

Aufgabe 4.4(ntuitionistische Normalformtransformationen)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dal3 in der konstruktiven kagne Formel nicht gultigkeitserhal-
tend in Klauselnormalform transformiert werden kann, da Bbrmeln in disjunktiver Normalform
intuitionistisch nicht gultig sind.

Zeigen Sie, dal3 durch die Hinzunahme intuitionistischafif eine Normalformtransformation auch
fUr intuitionistische Logik moglich wird, d.h. daf es 2dpr FormelF' eine Normalform-MatrixM
mit Prafixen gibt, die genau dann einen intuitionistiscMatrixbeweis besitzt, weni" intuitioni-
stisch gultig ist.
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Anhang 4.1:Transformationsregeln fiir 7

Ry {e=c¢le}, 0 {},o

Ry {e=c¢ltT}, o {tt =¢le}, o
Ry {Xs=¢|Xt}, o {s=c¢l|t}, o

R, {Cs=¢|Vt}, o {Vt=¢|Cs}, o

Rs {Vs=z|e}, o

Rs {Vs=c¢|Cit}, o
R7 {VS = z\Cngt}, g
Ry {Vst =¢|Vit}, o
Ry {Vst =zt|Vit}, o
Ry {Vs=z|Xt}, o

{s=c¢le}, [z/V]Uac

{s=¢|Cit}, [e/V]Ua

{s = ¢|Cst}, [2C1/V] U o

{(Vit=V|s*}, o

Wit =V'IsT}, [z7V'/V]U«o

{VS = ZX‘t}, 0 (V#£X, unds=¢, t#¢, oderX Konstante

A A i

—V: Variablenmenge: Konstantenmeng@)*: Menge von Hilfsvariablen
—s,t, 2. Strings,s™, t1, 2T nichtleere Strings

— X Einzelsymbol,V#£V; Variablen,C, C, Cy; Konstante (Einzelsymbole)
— V"’ neue Variable, die bisher nicht invorkam
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Losung 4.1
4.1-a aBcD undaFE f
Informalo = [Be/E, f/D]

Mit dem Verfahren
{aBeD =¢<laEf}, ||

—  {BcD =¢|Ef}, |

=y {Ef=BlcD}, [

2% {Ef=BdD}, ||

25 {D=VI|f}, [BcV/E]

20 (D =Vfle}, [BeV/E]
LN {e =¢€le}, [BcV/E,V f/D]
= {}, [BeV/E,V f/D]

Der Unifikator ist allgemeiner, da er moglichberlappungen mitberiicksichtigt. Zu iiber-
prufen ware noch, ob es in einem der Schritte Alternatgyibh die zu anderen mgus fuhren.

4.1-b aygAsaz undagas Ag sowieag A, undagasar (gleichzeitig)
Informal o = [0,5/142, (1,5(1,7/144, (Jd/Ad

Mit dem Verfahren
{agAsaz = elagasAg, agAy = elagasazr}, ||

o)
BN
[ V)
B

== {Ajaz = ¢lasAs, Ay = ¢elasazr}, ||
20 {Agag = elasAg, Ay = aslaz}, ||

20 {Agas = elasAg, Ay = asazle}, ||
Loy {Asas = elasAg, € = ele}, [asar/Ad]
2y {Asas = elasAg), [asar /A4

% {Agas = as|Ag}, [asar/A4

ELN {Ag = Vl]as}, lasar/A4, a5V /A,

20 {Ag = Vagle}, [asar/Aq, a5V /A,
Loy {e=c¢le}, [asar/As,a5V/As, Vag/Ag]
= {} lasar/As, a5V /Ay, Vag/Ag]

Hier gibt es Alternativen im Schritt 3, die ich vorerst nieititerverfolge.

L 0sung 4.2Ziel dieser Aufgabe ist es, einen Begriff von der intuitstischen Gltigkeit zu vermit-
teln. Mit Hilfe des Nachdenkeriber den Grund, aus dem die einzelnen Aussagen gelten oder au

nicht gelten, soll dies tiglichst hitzig debattiert werden.

4.2—a (A= B)=-—-Av B gilt intuitionistischnicht, da allein aus der Voraussetzung, dafd man aus
der Wahrheit vord immer auf diejenige vorB schlielRen kann, nicht notwendigerweise eine
Antwort auf die Frage resultiert, ob dies der Fall ist, waihrgeradeA nicht gilt oder aber
weil B sowieso gilt. Jeder Beweis fur diese Formel mul3 sich aufufarnon datur stitzen:
es kann eben nur eine der zu beweisenden Moglichkeit galmam die Implikation als wahr

angenommen wird.
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4.2-b

(1,0141@2 ZAF GUG5A6 ZAT aogary ZBF

(1,0141143 IBT

Klassisch ist die Matrix komplementar. Prafixunifikatishnicht moglich, da wegen der ersten
Konnektion die Instanz vonl; mit a5 beginnen mufl3, wegen der zweiten Konnektion aber
entweder miti; beginnen oder leer sein muf3 . Damit ist die Matrix intuitgsisich nicht gultig.

Eine Erhdhung der intuitionistischen Multiplizitat @lsel 1) wirde nichts bringen, da die
kritische Variable in derselben Klausel steckt.

-Av B = (A= B)intuitionistischgultig. Im Gegensatz zum ersten Beispiel kann man aus je-
der einzelnen der beiden alternativ moglichen Voraussegzn die Gultigkeit der Implikation
folgern: wennA nicht gilt, ist sie erfullt und ebenso wern gilt.

CL(]AQA;; ZAF CLQCL5A6 ZAT apasay ZBF

apA, BT

Aus klassischer Sicht ist die Matrix identisch mit der olig&llerdings sind jetzt die Variablen
und Konstanten in den Prafixen anders verteilt.

Prafixunifikation lieferto; = [asar/A4, a5/ As, as/Ag] (Siehe Aufgabe 4.1-b). Damit ist
die Matrix intuitionistisch komplementar.

Der Sequenzenbeweis ist sehr direkt, wenn man analytisgekt Die notigen Regeln sind
=-R, =-R, v-L, =-L und zweimakxiom

——(Av~—A) istintuitionistischgultig. Wahrend man es zwar ablehnt etwas als walakzep-
tieren, dessen Gegenteil fur wiedersprichlich befunderde, ist es durchaus legitim, etwas
fur falsch zu halten dessen Gegenteil nicht falsch sein kann. Dertiomist erkennt dem-
nach an, daf3 es kein Problem geben kann, das nicht entwéloingahr ist oder aber dessen
Gegenteil wahr ist.

T T
|:(10A1G3 ZAF (1,0141(1,4/45 AI]

Klassisch ist die Matrix bereits komplementar. Prafifikation ist jedoch nicht moglich. Ver-
wendung einer intuitionistischen Multiplizitat ist ertterlich

/\
[ agAlas :AT  agAlayAs :AT  agAlar :AT agAlasAg A7)

Prafixunifikation lieferto; = [Ajas/A2?, a7 /As] (analog zu Aufgabe 4.1-a). Damit ist die
Matrix intuitionistisch komplementar.

Der analytische Sequenzenbeweis beginnt??, kopiert dann die Formel(A v —A) im Ante-
zedent Kontraktion-L), verwendet dann— L. um A v— A im Sukzedent zu haben (aber immer
noch eine Kopie von-(Av—A) im Antezedent). Mitv — R (zweite Regel) entstehtA im
Sukzedent. Wir wenden wiederum— 2 an und erhaltem(Av—A), Aim Antezedent. Nun
wenden wir- — L auf unsere Kopie vor(A v —A) an und anschlieRend — i (erste Regel),
was uns schliel3lich die Sequenz A liefert, die mit deraxiomRegel abgeschlossen wird.

Ohne die Kopie von-(Av—A) ist der Beweis nicht zu fuhren. Den Hinweis kann man aus
dem Matrixbeweis entnehmen.
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4.2—-d ~(-~Ar—B) = Av B giltintuitionistischnicht. Es handelt sich hier um eine abgewandelte de—
Morgan—Regel, von der bekannt sein sollte, dal? sie in déegenden Richtung nur klassisch

gilt.

aoAjasAg : BT

(1,0/41@3144 ZAT apas ZAF apQg ZBF

Klassisch ist die Matrix komplementar. Prafixunifikatighnicht moglich, da die Konstanten
der konnektierten Prafixe im Konflikt stehen. Damit ist diatlik intuitionistisch nicht gultig.

4.2—e ((A= B)= A) = A giltintuitionistischnicht

(10141 A5 ZAT

//\
[apAras Az AT agAiasay :BY] apag (AF

Klassisch ist die Nichtnormalformmatrix komplementaei® beweis spiel3 keine Rolle.
Prafixunifikation ist nicht moglich, da die Konstanten &eéfixe in der ersten Konnektion im
Konflikt stehen. Damit ist die Matrix intuitionistisch nitgultig.

Losung 4.3

Man konnte den intuitionistischen Beweis durch langesdtixpentieren bestimmen, bis die geeignete
Reihenfolge gefunden ist. Andererseits wissen wir aucl},gleh Tableaux- und Sequenzenbeweise
aus Matrixbeweisen rekonstruieren lassen. Da die Formel

(SA((T=R)=P))= (-((P=Q)r(T=R))= (Sr——P))

eine aussagenlogische Vereinfachung der Beispielformel

VxSz) » (Vy ~(Ty=Ry) = Py) = —~(32(Pz=Qz) n(Tz=Rz)) = —-—PanrSarSb

aus Einheit 12 ist, konnen wir die Reihenfolge der Bewéigtte leicht aus dem Matrizbeweis dieser

Formel erzeugen.

Tas* ¥ Ras™ ? Rus” ? Qa13pw Tays” ? Ra 3%
(€3] (€] 16 (0714 a9
P e e
| ar ais a8
- . 87 o
Sy’ ¥ Sal ¢ [ r P Py’ ¥ F B
| az | aé (5] a0 | a4
g e [yr % 7 By o |
) 0% | 45 | m3
\ / 84% ple7r2
o vl ﬁl
\ o a4 a2
/\F / \ :>F
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/\F
a’lp/ o
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In der Vorlesung wurde ein intuitionistischer Matrixbewé&ir diese Formel konstruiert, aus dem sich
die notwendigen Einschrankungen an die Reihenfolge dgelReergeben. Die Prafixe der konnek-
tierten Atome wurden gleich unter der (zyklenfreien) Siibgson

oy = [E/A‘z: E/Aéy a11a27/A3, GIIGQG/A};aE/AAL: a11a22/A5, a18a20/A77 E/Ash
a6(1r15(12f1/14107 (122(16/14127 a24/14167 (120(18/14197 a6(1r15/1423}

Das bedeutet, dal? die genannteRositionen im Beweis jeweils vor den entsprecheng&ositionen
erscheinen mussen. Traversiert man nun den FormelbatenB@achtung dieser Einschrankungen,
so ergibt sich eine Regelreihenfolge fur den konstruktiBeweis. Dieser a3t sich dadurch auf die
vereinfachte Formel Ubertragen, indem man aus dem Foauellder pradikatenlogischen Formel
einfach alle pradikatenlogischen Informationen entfetie sonstige Struktur aber beibehalt.

TF"tP o ¢ or ¥ QFw o ¢ Rpw
ag 5} M6 a7 a9 @0
18 e e Y
| (74 a5 a8 | (7]
ST ¥ F ou,b P'j‘ ¥ F ﬁ SF w T e
- /\ -
| ¢z} €5 a0 | Q14 | 6 | ®3
7 By R Y
@® | 5 | M3 @®5 ®2
\ Tlee =8
. - A
a4 a2 @1
« «
\ F / \ _F ’l/’/
al\ a'lp/ a1
o F
()]

Es verbleibt die Prafixsubstitution

Uf] = [Gu/A:%a a11a22/1457 a18a20/147a 6/1497 a6(1r15a24/1410: a22a6/14127 a24/A16> (120(18/14197 a6a15/1423],
die wiederum folgende mogliche lineare Reihenfolge deotién im Beweis liefert:

Gp a1 apl Az agy Uge Ao As Ag A12 A14 A1 A17 A18 A0 A7 Ay A9 A23 U24 U1 19
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ao (SA(=(T=R)=P))= (~((P=Q) A (T=R))=(Sr—=P)"

a1 SA(~(T=R)=P)", ~(P=Q)r(T=R))=(Sr—=P)"
aii,as ST, ~(T=R)=PT,~(P=Q)A(T=R))=(Sr—=P)

az1 ST, ~(T=R)=PT,-(P=Q)A(T=R))T, Sr—-—PF

aze,a22 ST —(T=R)=PT,-(P=Q)A(T=R)T,8" ST, =(T=R)=PT,-((P=Q)r(T=R)T,--PF

as X ST,~(T'=R)=PT,~(P=Q)»(T=R))",-PT

ag ST, ~(T=R)F,~((P=Q)n(T=R)T,-PT ST, PT,~((P=Q) A (T'= R))", -PT

a1z ST, T=RT,(P=Q)A(T=R),-PT

ais ST, T=R",(P=Q)r(T=R)",-PT ST, PT,(P=Q)A(T=R)",-PT

ais ai7,a1s az2o0 ST, T=R" P=Q",-PT ST, T=RT T=RF -PT ST, T=R" P=Q", -PT ST, T=R"T T=RF, -PT
a7 ag ag az23 ST, T7=R", PT, QY -PT ST|,T:>RT,TT,RF,ﬂPT ST, T=R", PT,QF,-PT ST, T=RT, TT RF, -PT
az4 aie aie st r=gr, pr pr LTI AP l §T 7 gt pr pr  STTE T, SPT l
ST, RT, TT, RF,-PT ST, RT, TT, RF,-PT

Der obige Beweis lal3t sich etwas verkirzen, wenn man laim@aren Beweise benotigt.

ao (SA(=(T=R)=P))= (~((P=Q) A (T=R))=(Sr—=P)"

a1 SA(~(T=R)=P)", ~((P=Q) A (T=R))=(Sr—=P)"
aii,as ST, ~(T=R)=PT,~(P=Q)A(T=R))=(Sr—=P)I

az1 ST, ~(T=R)=PT,~(P=Q)A(T=R)T,Sr——-PF

aze,a22 ST —(T=R)=PT,-(P=Q)A(T=R)T,8" ST, =(T=R)=PT,-((P=Q)r(T=R)T,--PF

as X ST, «(T=R)=PT,~(P=Q)A(T=R))T,-PT
ae ST, ~(T= R, ~((P=Q)n(T=R)T,-PT ST, PT,~((P=Q) A (T = R))", -PT
a1z ST, T=RT,(P=Q)A(T=R),-PT
ais ST, T=R",(P=Q)r(T=R)",-PT ST, PT,(P=Q)A(T=R)",-PT
ais ai7,ais a0 ST T=R" P=QF,-PT" ST T7=RT T=RF -PT ST, T=R" P=Q", -PT ST, T=R"T T=RF, -PT
a7 as ag azs ST, 7=RT, PT, QF, -pPT >|< ST, T=RT, |PT,QF, -pT >|<
ST, T=Rr", PT, p¥ ST, T=R", PT, PF
Losung 4.4

Normalisierung auf Ebene der Matrizen entspricht im Pardgr Umkehrung einer Faktorisierungs-
operation. Diese ist gultigkeits- und Modellerhaltenajich Prinzip “dieselben” Pfade in beiden Ma-

trizen existieren.

Einen ausfuhrlichen Beweis findet man im Artikelausal Connection-Based Theorem Proving in
Intuitionistic First-Order LogicJens Otten. In B. Beckert, editor, Automated Reasoning Aiiddytic
Tableaux and Related Methods, TABLEAUX 2005, LNAI 3702, ea@45-261. Springer Verlag,
2005.



