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Aufgabe 5.1(Modallogik)

1. Die ErreichbarkeitsrelatioR einer Modallogik istseriell, wenn es zu jeder Welt, eine Welt
wq Mit wy Rw,, gibt. Zeigen Sie, dal fur serielle Erreichbarkeitsrelain das Axiom-Off gilt.

2. Zeigen Sie, dal3 in einer Modallogik mit einer transitiggreichbarkeitsrelation das Axiom der
positiven Introspektiond A = OOA gilt.

Aufgabe 5.2(Gleichheitskonnektionen)

Es seio eine zweistellige Funktion. Reprasentieren Sie die folige Formeln als Matrix und bewei-
sen Sie diese mit Hilfe des Extensionsverfahrens (a) untemudahme benotigter Gleichheitsaxiome
bzw. (b) unter Verwendung von Gleichheitskonnektionen.

(Vz PrvQz) n =Pa ana=b = Qb (1)
Pa rna=fbr (VxPx= Pfx) = Pfffb (2)
Fla, b= n (ay (2, 9)=F(,2)) » (V2 f(e,2)2B) = f(a, £(b,0)=b )
(Vxyz zoy=yox A zoe;=2z A zoey=2z) = e1=ey 4)

Aufgabe 5.3(Induktion)

Die folgende Formed> formalisiert die Aussage, daf3 jede natirliche Zahl geoatds ungerade ist:
G =4 [ even(0) n Va(even(z)=odd(z")
A Vr(even(x) = even(z”)) a Va(odd(x) = odd(z"))
| = Va(even(z)vodd(x))
Dabei realisiert die Nachfolgerfunktion. Weiterhin soll ein erweitertesliktionsschema mit zwei
Basisfallen P[0/x] A P[0 /x| A Yy(Ply/z|= Ply"/x]) =VzP (ohne die Vorbedingung, daf es
sich immer um natirliche Zahlen handeln muR3) verwendetigrerGeben Sie eine geeignete In-

stantiierung des Induktionsschemas an und fuhren SieemgndHilfe einen Konnektionsbeweis der
FormelG aus. Dabei sollté’ nichtmit GG instantiiert werden.

Aufgabe 5.4(Theoriekonnektionen mit Rewriting)

Beweisen Sie die folgende Matrix mit Hilfe des Extensiomial&ens. Hierbei sei in dem zu verwen-
denden Unifikationsalgorithmus die Gruppentheorie mité-Honlazy narrowingeingebaut. Geben
Sie bei der Darstellung ihrer Losung die Theoriekonneigiound die zugehodrigen Substitutionen an.
In den Fallen, in denen zur Unifikatidazy narrowingeingesetzt wird, sind die bendtigten Schritte
aufzufuhren. Verwenden Sie die in der Vorlesung angegab&eduktionsregeln fir die Gruppen-
theorie.

P(u,v,b)" P((a-b)-((a-)-c),b,b)" Qw, z,y)" R(z(¢-c), z:(Z:b))"
Q(f(u),u,v) Rz, y)"
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Aufgabe 5.5(Vervolistandigung von Termersetzungssystemen)

Wandeln Sie das folgende Gleichungssytem in ein Termensgtsystem um. Wenden Sie auf dieses
Termersetzungssystem das Knuth-Bendix-Verfahren selamg bis Sie ein vollstandiges Regelsy-
stem erhalten haben (oder bis Sie mehr als sechs neue Redukgeln erzeugt haben).

0 = Uz
aU(zNy) =y

x (z ©y)Uy
y = 2N(zUy)
(zUy) oy = =z

Aufgabe 5.6(Riickblick)

Die folgenden Aufgabe sind vorgesehen als Kontrollfragetberpriifung des eigenen Kenntnisstandes. Sie entsprechen
in ihrer Thematik dem Spektrum einefindlichen Piifung. Die Antworten sind gftenteils auf den Folien zu finden,
allerdings nur selten an auffliger Stelle. Versuchen sie, diese aahst ohne lhre Unterlagen zu beantworten.

1. Nennen Sie die drei Grundbestandteile eines formalekiital

2. Wodurch wird in der Pradikatenlogik den Zusammenhangawven einer Formel und ihrer
Bedeutung hergestellt?

3. Wann ist eine logische Formel gliltig, erfullbar odederlegbar?

4. Erklaren Sie den Unterschied zwischen Korrektheit ualistandigkeit eines Kalkils fur die
Pradikatenlogik.

5. Was unterscheidet synthetische und analytische Kefkl
6. Beweisen Sie die Formel » B = B » A mithilfe der Refinement Logic.

7. Erklaren Sie die Arbeitsweise des Tableauxkalkulsirfgsatzliche Methodik, Regeln, Ab-
schluRbedingung — am besten anhand eines Beispiels).

8. Wie wirden Sie die Korrektheit des Tableauxkalkiils diean?
9. Wie wirden Sie die Vollstandigkeit des Tableauxkékieweisen?
10. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Tableauxtmwamsl Sequenzenbeweisen?

11. Beweisen Sie die ForméP = ) = P) = P mit dem Sequenzenkalkil (Refinement Logic),
Tableauxverfahren, Extensionsverfahren, Resolutiondemd Davis-Putnam Verfahren.

12. Erklaren Sie die Matrixcharakterisierung fur lodiecGultigkeit. Was ist ein Pfad, Komple-
mentaritat, Multiplizitat, induzierte Reduktionsongry? lllustrieren Sie diese Konzepte anhand
eines einfachen Beispiels.

13. Welcher Zusammenhang besteht zwischen MatrixbewaisgTableauxbeweisen?

14. Wie kann die Matrixcharakterisierung fur logischelt@gkeit mit verhaltnismalig geringen
Aufwand beweisen werden?

15. Erklaren Sie den Zusammenhang zwischen einer zwendilmealen Matrix und einem For-
melbaum.

16. Erklaren Sie Vor- und Nachteile von Normalformen beiBeweisfuhrung

17. Erklaren Sie die grundsatzliche Vorgehensweisesefbeliebigen) Matrixbeweisers von der
Eingabe der Formel bis zum fertigen Beweis.

18. Erklaren Sie das Extensionsverfahren (ExtensionsreiBigungs-, Rucksetzungs-, Separati-
onsschritt, Verfahren) fur Hornlogik, allgemeine Aussalpgik und Pradikatenlogik.
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19.

20.

21.
22.
23.
24,

25.
26.

27.
28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.
44.

45.

Warum hat jede gultige (Normalform)-Matrix immer eir@n negative und eine rein positive
Klausel?

Wie kann man das Extensionsverfahren zur Erzeugung egerbeispielen fur ungultige For-
meln verwenden?

Was ist ein allgemeinster Unifikator?
Welche Verfahren gibt es zur Unifikation von Termen? Besiben Sie beide.
Wodurch erreicht das Verfahren von Martelli-Montariast-lineare Komplexitat?

Welchen Zweck hat der Occurs-Check und wie wirkt siclseli@uf die Komplexitat der Ver-
fahren aus?

Unifizieren Sief (gxy, hab)) mit f(gya, haz) mit beiden Unifikationsverfahren.

Welche Komplexitat haben die UnifikationsverfahrerMittel Uber alle Schritte einer formalen
Beweissuche? Begriinden Sie lhre Aussage.

Beschreiben Sie wichtigsten ReduktionstechnikeNfirmalformmatrizen.

Beschreiben Sie ein lineares Beweisverfahren fur Mauseln, das nur auf Reduktionen auf-
baut.

Beschreiben und illustrieren Sie das Verfahren von ®&wutnam.

Was isteantheorem proving? Welche Vorteile hat dieser Ansatz gegen@nderen Implemen-
tierungen von Theorembeweisern?

Was andert sich am Extensionsverfahren, wenn Nichitalbformmatrizen verwendet werden.
lllustrieren Sie die Arbeitsweise des Verfahrens an eineisfBel und erklaren Sie die vorkom-
menden Konzepte.

Welches fundamentale Gesetz der klassischen Logiktistionistisch nicht allgemeingultig?
Warum?

Welche Erweiterungen sind notig, um das Extensiofisivezn auf konstruktive Logik anwend-
bar zu machen? Erklaren Sie die neu vorkommenden Konzepte.

lllustrieren Sie den Unterschied zwischen klassisandrkonstruktiver Logik anhand der zu-
gehorigen klassischen und intuitionistischen Matrixese furP = P und—P v P.

Unifizieren Sie die Prafix-StringsBCdE f undagHiJ informal und mit dem Unifikationsal-
gorithmus.

Wodurch unterscheiden sich Modallogiken von der kézésin Logik?
Erklaren und illustrieren Sie die Semantik von Modgiken.
Was unterscheidet die Modallogiken K,D,T,S4 und S5?

Welche Erweiterungen sind notig, um das Extensioffishresn auf Modallogiken anwendbar
zu machen?

Auf welche Arten kann man Gleichheit in Beweisverfahsehandeln?

Auf welche Arten kann man Induktion in Beweisverfahrehdéndeln?

Was ist Rewriting und Narrowing?

Was ist Konfluenz und starke Normalisierbarkeit bei Bsatzungssystemen?

Wie kann man ein Regelsystem so vervollstandigen, daBiree Menge von Gleichungen
vollstandig reprasentiert?

Wie kann man Termersetzung in Beweisverfahren integriz
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Ubung 5

Losung 5.0

Wegen des gro3en Aufwands, LosungerfiigXzu erstellen, gibt es zu manchen Aufgaben bisher
nur handschriftliche Losungen, die in delbungsstunden vorgefuhrt wurden. Die hier angegebenen

Losungen sind vorlaufig noch unvollstandig.

Losung 5.1

1. In allen erreichbaren Welten gilt, d.h. gibt es erreichbare Welten, dann gilt . Daraus kann
man folgern, dafd gilt. Wurde andererseitsff gelten, konnte man genausofolgern, was zu

einem Widerspruch fuhrt. Deshalb gHff.

2. Wir setzerid A in wg voraus und nehmen an, daR1 A in wq nichtgilt (bei gegebener Transiti-
vitat von R). Aus der Semantik moglicher Welten folgt dann, dal3 es aiig@ngliche Welt gibt,
in der JA nicht wahr ist. Nennen wir diese Welt*. Wegen der Semantik moglicher Welten
mulR3 es daher eine aus zugangliche Welty’ geben, in derd nicht wahr ist. Wennk aber
transitiv ist, so istw’ ausw, zuganglich, und weil in w’ nicht wahr ist, kanrid A auch inwg
nicht wahr sein. Das entspricht aber nicht der Voraussgtaumd0 A = OO A ist bewiesen.

Losung 5.2

5.2-a 1. Bendtigtes Axiomz=y = (Q(z) = Q(v))

la/x,b/y, a/z]

Es bringt wenig, das Axiom=y = (P(z) = P(y)) zu verwenden, da der Beweis dann

ohne die Symmetrie der Gleichheit nicht weiterkame
2. Benotigtes Axiomz=y = [P(z) = P(y]

P(ffNF
3. Benotigte Axiome:

f(a,0)=f(b,a) = (f(a, f(a,b))=b= f(a, f(b,a))=b)
f(a,b)=c= (f(a,c)=b= f(a, f(a,b))=b)
fe,a)=f(a,c) = (f(c,a)=b= f(a,c)=b)

J[ffo)z1, fb)xa,a)z
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I e ST 1
/(a, f(b,a))=b" f(a,b)=f(b,a)" f(x,y)=F(y,2)" [(a,b)=c" fla,b)=c"  f(c,a)=f(a,0)"  f(c,2)=b"
o

o

f(a, f(a, b))=b" f(a,c)=b" fle,a
(a, f(b,a))=b f(a, f(a, b))=b f(a, c)=b"

[a/z1, b/yr, ¢/, afya, a/z]

4. Benotigte Axiome:
eg0e1 =6y = (e1=€e90€1 = e1=¢€3)
eg0e1=€1 = e1=ez0e; (Symmetrie)
e10es=e90€1 = (€1 0 ea=e; = ey0e1=e;)

T T

e1=esl eg0e1=eot zoe;=zT egoer=e1 ! ejoea=egoer !’ woy=yox 2 oeg=2'

eliegoelF eliegoe T eleriF_/

T T

\/
61i62T oelielT
[62/27 61/‘(1’17 62/?-/7 61/2/]
52-b 1.
N
P(z)"  Pla)"  o=b" QO
G
Qz)"
L la/x]
2. _
®
P(ffO)" ( PxF P(a)T  a=fb"
@ €9
N
i 3 [ffo/x1/ fb) o]
3.
[Fla, f0,a)=b" flzy)=fy.2)"  fla,b)=c" fle,2)=b" ]
Keine Substitution (nur fur interne Verarbeitung der Glaitskonnektionen)
4.
[ e1=eyl" zoey=2T roy=yox’ Zoeg=2'T
e2/z, e1/7]
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Losung 5.3
Die Ausgangsmatrix fuf€r ist

even(0)T  even(x)"  odd(y)" even(z)' even(a)’  odd(a)”
even(z”) odd(y")T  odd(z)T

Fur den Beweis mufR man das Schema mit der Zielformel(x) v odd(x) instantiieren, also die For-
mel

( (even(0) vodd(0)) A(even(0) vodd(0")) A Vy(even(y)vodd(y)) = (even(y”)vodd(y")) )

= Vz(even(x)vodd(x))
als weitere Voraussetzung der Matrix hinzufiigen. Wie invibelesung gibt dies eine stark verschach-
telte Matrix mit einem relativ geradlinigen Konnektionsless.

Losung 5.4

Als Losung ergibt sich die folgende Matrix mit den zugegén Theorie-Konnektionen:
01

/’\

P(u,v,b)" P((a-b)-((a-b)-c), b,b)* Q(w,x,y)"  R(z(¢c),z(z:b)"

QU(U)MU

Die zugehorigen Substitutionen:

o = [@h)-(ab)c)fu, bfv]

oo = [f((ab)-((a-b)-c))/w, (a-b)-((ab)-c)/x, byl

o3 = |[¢/z]

Nur bei der Konnektion mit der Substitutiary mul® lazy narrowing eingesetzt werden. Hierbei
bendtigen wir die folgenden Regeln der Gruppentheorie:

ro: x-€ —
T3 T-X — €
rs: To(xy) — vy
ro: z(Ty) — vy

Die Schritte des lazy narrowing:

(a-b)-((ab)-c) = z-(¢-c), b= z(ZD)
y1 = z-(¢-c), =1 = (ab), yy =c¢, b=2z(z-b) lazy narrowing mits

y1 = z:(¢c), 11 =c¢, b= =z(zb) Variableneliminatior(x;)
c=z(¢c), b=2(zh) Variableneliminatior{y, )
c=2ze xo=c, b=2z(ZD) lazy narrowing mit-;
c=ze, b=2z(zb) Variableneliminatior{xz)
c=uwm3, x3=2, b=2z(ZD) lazy narrowing mitr;
c=2z, b=2z(zD) Variableneliminatior{xs)
b= c(¢b) Variableneliminatior z)
b=wys, y2 =0, v4=c lazy narrowing mitrg
b=wys, y4=0> Variableneliminatior{x,)

b—b Variablenelimination(v,)
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Losung 5.5
Durch die Umwandlung ergibt sich das folgende Termersefzsystem :

zUx —
zU(zNy) —
(xoyUy —
N (zVy) —
(zUy) Oy —

e R =

Durch das Knuth-Bendix Verfahren ergeben sich die folgamiaien Regeln:

1.

2.

3.

4.

Superposition voiy;) und (ry)

zN(zUx) o, zN(zUz) U2 fuhrt zu:

(re) : zND — x
Superposition vo(r;) und(rs)

(xUz) © x D poa, (xUz) © x Uk o fuhrt zu:

(7’7)  lor—x
Superposition vol(ry) und(rs)

(2U(zNy) © (zny) 2y o (@ny),  (@U(ENy) © (zny) Y2 = fihrt zu:

(r8): y® (zNy) — o
Superposition vofrs) und (ry)

(zoyN(zoyuy) X @oyne, (zoynzoyuy) 2y fuhrtzu:

(ro) : (xOYy)NTr — ¥y

Losung 5.6

1.

Nennen Sie die drei Grundbestandteile eines formalekial

Syntax — Semantik — Inferenzregeln (einschliel3lich Axipme Einheit 1, Folie 1
Wodurch wird in der Pradikatenlogik den Zusammenhanggdven einer Formel und ihrer
Bedeutung hergestellt?
Durch die Interpretationsfunktion Einheit 1, Folie 6
Wann ist eine logische Formel gultig, erfullbar odedariegbar?

Einheit 1, Folie 8
Erklaren Sie den Unterschied zwischen Korrektheit uatistandigkeit eines Kalkils fur die
Pradikatenlogik.
Korrektheit: jede ableitbare Formel ist gultig.
Vollstandigkeit: jede glltige Formel ist ableitbar. Einheit 1, Folie 9
Was unterscheidet synthetische und analytische kel

Einheit 1, Folie 10
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Beweisen Sie die Formel » B = B » A mithilfe der Refinement Logic.

Einheit 1, Forlie 35 - live demonstriert

Erklaren Sie die Arbeitsweise des Tableauxkalkulsirfgsatzliche Methodik, Regeln, Ab-
schluRbedingung — am besten anhand eines Beispiels).

Einheit 2, Folie 3/6/7/10/11
Wie wiirden Sie die Korrektheit des Tableauxkalkils diean?

Einheit 2, Folie 12/13

. Wie wirden Sie die Vollstandigkeit des Tableauxkégkieweisen?

Einheit 2, Folie 14-16
Welcher Zusammenhang besteht zwischen Tableauxlmwais Sequenzenbeweisen?

Einheit 2, Folie 17-19
Beweisen Sie die ForméP = Q) = P) = P mit dem Sequenzenkalkil (Refinement Logic),
Tableauxverfahren, Extensionsverfahren, Resolutiondemd Davis-Putnam Verfahren.
z.T. live und an der Tafel demonstriert — keine Folie
Erklaren Sie die Matrixcharakterisierung fur logiedGultigkeit. Was ist ein Pfad, Komple-
mentaritat, Multiplizitat, induzierte Reduktionsongrg? lllustrieren Sie diese Konzepte anhand
eines einfachen Beispiels.
Einheit 3, Folie 12/9/6
Welcher Zusammenhang besteht zwischen Matrixbewaisgfableauxbeweisen?
Einheit 3, Folie 13, Einheit 5 Folie 24
Wie kann die Matrixcharakterisierung fur logischeltigkeit mit verhaltnismalfig geringen
Aufwand beweisen werden?
Einheit 3, Folie 13
Erklaren Sie den Zusammenhang zwischen einer zwendiimealen Matrix und einem For-
melbaum.
Einheit 3, Folie 16/18/25
Erklaren Sie Vor- und Nachteile von Normalformen beiBeweisfihrung
Einheit 3, Folie 21
Erklaren Sie die grundsatzliche Vorgehensweisesefheliebigen) Matrixbeweisers von der
Eingabe der Formel bis zum fertigen Beweis.
Einheit 3, Folie 27
Erklaren Sie das Extensionsverfahren (ExtensionsreiBigungs-, Ricksetzungs-, Separati-
onsschritt, Verfahren) fur Hornlogik, allgemeine Aussalpgik und Pradikatenlogik.
Einheit 4, Folie 2/4/6/7/8/10, Einheit 5, Folie 1/6/9
Warum hat jede gultige (Normalform)-Matrix immer eirgén negative und eine rein positive
Klausel?
Einheit 4, Folie 10
Wie kann man das Extensionsverfahren zur Erzeugung egei@beispielen fur ungultige For-
meln verwenden?

Einheit 4, Folie 8
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Was ist ein allgemeinster Unifikator?

Einheit 5, Folie 12
Welche Verfahren gibt es zur Unifikation von Termen? Besiben Sie beide.

Einheit 5, Folie 14/15/19
Wodurch erreicht das Verfahren von Martelli-Montariast-lineare Komplexitat?

Einheit 5, Folie 20
Welchen Zweck hat der Occurs-Check und wie wirkt siclseti@uf die Komplexitat der Ver-
fahren aus?
Einheit 5, Folie 13/18
Unifizieren Sief (gxy, hab)) mit f(gya, hxz) mit beiden Unifikationsverfahren.

ohne Folie
Welche Komplexitat haben die UnifikationsverfahrerMittel Uber alle Schritte einer formalen
Beweissuche? Begriinden Sie lhre Aussage.
Einheit 5, Folie 18
Beschreiben Sie wichtigsten ReduktionstechnikeNfinmalformmatrizen.
Einheit 7, Folie 5,7,9,11,13,17,19
Beschreiben Sie ein lineares Beweisverfahren fur auseln, das nur auf Reduktionen auf-
baut.
Einheit 7, Folie 14
Beschreiben und illustrieren Sie das Verfahren von £&vwutnam.

Einheit 7, Folie 24/25
Was isteantheorem proving? Welche Vorteile hat dieser Ansatz gegen@nderen Implemen-
tierungen von Theorembeweisern?
Einheit 8
Was andert sich am Extensionsverfahren, wenn Nichtalbormmatrizen verwendet werden.
lllustrieren Sie die Arbeitsweise des Verfahrens an eineimsBel und erklaren Sie die vorkom-
menden Konzepte.
Einheit 11, Folie 2,3,4,5,11/12/14
Welches fundamentale Gesetz der klassischen Logiktistionistisch nicht allgemeingultig?
Warum?
Das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, weil es hochgratiitkonstruktiv ist  Einheit 12, Folie 2
Welche Erweiterungen sind notig, um das Extensiofisivezn auf konstruktive Logik anwend-
bar zu machen? Erklaren Sie die neu vorkommenden Konzepte.
Prafixe und Prafixunifikation, intuitionistische Multipltat Einheit 12, Folie 13/16
lllustrieren Sie den Unterschied zwischen klassisaherkonstruktiver Logik anhand der zu-
gehorigen klassischen und intuitionistischen Matrixbse furP = P und—P v P.
Einheit 11, Folie 9/13
Unifizieren Sie die Prafix-StringsBC'dE f undagHi.J informal und mit dem Unifikationsal-
gorithmus.

Analog zu Beispiel in Einheit 12, Folie 25 ubdbung 4.1
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,

Wodurch unterscheiden sich Modallogiken von der kéa$sn Logik?
Einheit 13, Folie 1
Erklaren und illustrieren Sie die Semantik von Modgiken.
Einheit 13, Folie 2/3
Was unterscheidet die Modallogiken K,D,T,S4 und S5?
Einheit 13, Folie 5

Welche Erweiterungen sind notig, um das Extensiofishregn auf Modallogiken anwendbar
zu machen?

Prafixe und -unifikation, modale Multiplizitat Einheit 13, Folie 7ff
Auf welche Arten kann man Gleichheit in Beweisverfahsehandeln?
Axiome, Gleichheitskonnektion, Paramodulation, Einheit 14, Folie 7-10
Auf welche Arten kann man Induktion in Beweisverfahrehdéndeln?
Axiome, gerichtete Theoriekonnektionen Einheit 15, Folie 3,5ff
Was ist Rewriting und Narrowing?

Einheit 16, Folie 3/4/9
Was ist Konfluenz und starke Normalisierbarkeit bei Bysatzungssystemen?

Einheit 16, Folie 5/6

Wie kann man ein Regelsystem so vervollstandigen, daBiree Menge von Gleichungen
vollstandig reprasentiert?

Knuth-Bendix Vervollstandigung Einheit 16, Folie 9/10
Wie kann man Termersetzung in Beweisverfahren integriz

Einheit 16, Folie 14/18



