Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 3
Formale Logik (Teil 2)
-
. ":Q:?m

1. Formalisierung in Aussagenlogik

2. Evidenz tir logische Aussagen

3. Evidenzkonstruktion mit Refinement Logik
4. Formale Padikatenlogik

5. Metamathematik der Refinement Logik



SYSTEMATISCHE KONSTRUKTION VON EVIDENZ I

e Evidenzkonstruktion ist wie Programmieren
— Man mul3 einen Term finden, der eine (Datentyp-)Spezifikatrdillt

— Nicht immer einfach, wenn man semantisch argumentietigfizs
Verstandnis des Zusammenhangs zwischen Ein- und Ausgatize n

— Die Konstruktion einer Evidenzif ——( P v—P) ist nicht trivial

e Evidenzkonstruktion ist logische Bewelsfihrung
— Spezifikationen der Evidenzterme sind logische Formeln
— Logische Formeln@&nnen in Teilformeln zerlegt werden
— Beweise von Formeln sind reduzierbar auf Beweise derorei¢in
Beweisaufgabe wird verfeinert zu einfacheren Teilaufgabe
e Evidenzkonstruktion durch schrittweise Verfeinerung
— Zerlege Beweisaufgabe in kleinere Teilaufgaben
— Konstruiere Evidenziir atomare Beweisaufgaben
— Setze Evidenz einer Formel aus EvidenzanTeilformeln zusammen
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BEWEIS DURCH VERFEINERUNG I

e Informaler Beweis fir P = (Q = (P AQ))
— Wir nehmen an, daf® gilt und missen) = (P A () zeigen
— Dafur nehmen wir an, dal zazlich () gilt und missenP A () zeigen
—DaP undq@ qilt, gilt auch P A ()

e Beweisfir P = (Q = (P A Q)) mit Evidenzkonstruktion

— Wir nehmery : | P| an und niissenf, : |() = (P A Q)] konstruieren

— Dafur nehmen wirg : [] an und niissen: : | P A Q)| konstruieren

— Um z zu konstruieren, brauchen wir ein : | P| und eing : [Q)].

— Dawirp : [P]undgq : || haben, Bnnen wirp, = p : [P] wahlen

— Dawirp : [P]undgq : [@] haben, Bnnen wirg, = ¢ : || wahlen

— Damitistz = (p,q) : [PArQlund f, = Aq. (p,q) : |Q= (P rQ)]

Ap.Aq. (p,q) : [P= (Q= (P AQ))] istdie gesuchte Evidenz

e Methodik lafdt sich durch formale Regeln beschreiben
— Regeln zerlegen logische Formeln und setzen Evidenzteussgmmen
— Regeln sind implementierbar durch Pattern Matching usthhtiierung
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REFINEMENT LOGIK I

Beweisen durch Verfeinerung logischer Formeln

Notationen und Begriffe

— Kalkul verwaltet zu beweisende Formel und Annahmen

— Regeln operieren auf Beweiszieléteguenzender FormH +— C
Lesart: KonklusionC' folgt aus Liste der AnnahmehypothesenH

— Initialziel ist+ A, d.h. Beweis der Formed ohne weitere Annahmen

— Regelntransformieren Beweisziele in Listen vorilzielen

Regeln werden als HEG
Regelschematdargestellt H, |— Gy
mit Platzhalterniir Formeln H, F Gy

Beweisbarkeit der Teilziele impliziert Beweisbarkeit diésuptziels
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REFINEMENT LOGIK UND KEVIDENZ I

e Regelschemaliir Konjunktionen

HFAANB - (P=Q)A(R=() BY andR
HEA 1. - P=Q
HFB | andR 2. F R=0Q

— Beweisbarkeit vomi 1 B folgt aus Beweisbarkeit voA und vonB3

— Anwendung der RegedndRr auf konkrete FormelP = Q) A (R= Q)
iInstantiiertA mit P= Q und B mit R= ()

— Entstehende Tellziele werden numeriert

e Regelschema mit Evidenzkonstruktion
— Beweisbarkeit der Teilziele impliziert Beweisbarkeisddéauptziels
— Evidenz des Hauptziels entsteht aus EvidémZeilziele
HFAANB ev=(a,b)
HFA ev=a
HEFB ev=0» andR
— Evidenz fir H - AxBist (a,b), wenna Evidenz fir H = A ist
undb Evidenzfir H - B

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §2 4 REFINEMENT LOGIK




REGELN FUR AUSSAGENVARIABLEN I

e Aussagenvariablen lonnen nicht zerlegt werden
— Kein fester Beweisir A, solange nichtgiber A bekannt ist
— Aber A kann bewiesen werden, wenheine der Hypothesen ist

HAHEFA axiom

— H und H’ sind (nbglicherweise leere) Listen von Formeln
— Es werden keine Teilziele generiert, da Sequenz selbaterid ist

e Evidenzkonstruktion benotigt Labels fur Hypothesen

H aA HFA ev=a | axiom

— Label der verwendeten Hypothese ist “Variable” der Evi$gmache
— Evidenz fir KonklusionA ist Label der verwendeten Hypothese
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REGELN FUR IMPLIKATIONEN (1)

e Implikation auf rechter Seite einer Sequenz
—UmH + A= B zu zeigen, nimmt man an und zeig3
— A wird zusatzliche Hypothese im Teilziel mit Variableals Label

HFA=B ecv=)\ab
H,aAFB ev=b | impliesR
— Regel nimmt an, dal3 EvidehZur das TeilzielH, «: A - B existiert

d.h. es gibt generische Methode, | B] ausa : [A] zu konstruieren
— Evidenz ir H - A=- B mul3 Funktion\a.b : |[A]—|B] sein

e Beweisfir P= P

- P=P cv=>\p.p BY impliesR
1. pPEF P ev=p BY axiom
— impliesR erzeugt Teilziel mit neuer Hypothese P

— axiom bewelst Teilziel mit Evidenz
— impliesR konstruiert hieraus Evidengz. p fur P = P
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REGELN FUR IMPLIKATIONEN (IT)

e Implikation auf linker Seite einer Sequenz
— Um C unter der Annahmel = B zu zeigen, bedtigt man Evidenz
fur A und kann dann die Annahnie verwenden, und’ zu zeigen

H (A= B H+C ev=c[f(a)/b]
H,f:AiB,H/FA ev=a
H bB HFEC ev=c impliesL

— AnnahmeA =- B berotigt Label f
— B wird zusatzliche Hypothese im Tellziel 2 mit Variabieals Label

— Regel nimmt an, daf3 Evidenzen [A] bzw. ¢ : [C] existieren
es gibt Methodey : [C'] aus beliebigen : | B] zu konstruieren
und f(a) ist konkrete Evidenz ins|

— Anwendung vomb.c auf f(a) liefert Evidenz fir C' im Hauptziel
Evidenz(\b.c)(f(a)) wird evaluiert zu reduzierter Formf(a)/b|

— AnnahmeA = B wird im Tellziel 1 mbglicherweise noch bénigt
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ANWENDUNG DER IMPLIKATIONSREGELN I

e Beweis fir P = (Q = P)

F P=(Q=P) ev=2Xp.(\q.p) BY impliesR
1. pPF Q=P ecv=>X\.p BY impliesR
1.1. pPgQ F P ev=p BY axiom

— Zwei Anwendungen vorimpliesR erzeugen Beweisbaum der Tiefe 2
— Numerierungd! . 1. beschreibt erstes Tellziel des Tellziels 1

e Beweisfir P= ((P=Q)=Q)

P=((P=Q)=Q) ev=Ap. (Ah.(h(p))) BY impliesR
1. pPF (P=Q)=0Q  ev= 2 hh(p BY impliesR
1.1. pPhi(P=Q) F Q ev=nh(p BY impliesL
1.1.1. pPh(P=Q)F P ev=p BY axiom
1.1.2. pP,gQ F @ ev=gq BY axiom

— Evidenzh(p) in Schritt 1.1 ist reduzierte Form v@igq.q)(h(p))
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REGELN FUR KONJUNKTION I

e Konjunktion auf rechter Seite einer Sequenz
—UmH = AAB zu zeigen, mul3l und B gezeigt werden

HFAANB ev=(a,b)
HFA ev=a
HEB ev=0» andR

— Regel setzt Evidenzenundb der Teilziele zua, b) zusammen

e Konjunktion auf linker Seite einer Sequenz
— Die AnnahmeA A B ist aquivalent zu den beiden Annahménund B

H oANB H+C ev=clz.1,2.2/a,]
H aAbB HFC ev=c andL

— Label: fur A A B entspricht Paar der LabelsA undi): B

— Evidenzc hangt im Teilziel von: undb ab

— Im Hauptziel muf& durchz.1 undb durchz.2 ersetzt werden
Evidenz((Aa. (Ab.c))(x.1))(x.2) wird evaluiert zuc|x.1, x.2/a, b]
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ANWENDUNG DER KONJUNKTIONSREGELN I

eBeweisfir P= (Q = (P AQ))

F P=(Q=(PArQ)) ev=2Ap.(\g.(p,q)) BY impliesR
1. pP F Q= (P/\Q) ev=\q.(p,q) BY impliesR
1.1. pP,qgQ + PAQ) ev=(p,q) BY andR
1.1.1. pP,gQ) V P ev=1p BY axiom
1.1.2. pQ,qQ + P ev =g BY axiom

— Naheliegender Beweis liefert gleiche Evidenz wie zuvor

e Beweisfir (PAQ) = P

= (PAQ)=P ev= A\zx.x.1 BY impliesR
1. ©(PrQ) F P ev=ual BY andL
1.1. pPgQ F P ev=p BY axiom

— Evidenzz.1 in Schritt 1 ist reduzierte Form vaiiAp. (Aq.p))(x.1))(z.2)
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REGELN FUR DISJUNKTIONEN I

¢ Disjunktion auf rechter Seite einer Sequenz
—UmH = Av B zu zeigen, mul3l oderB gezeigt werden
— Zwel Regeln erraglichen es, eine Wahl zu treffen

HFAvVB ev=inl(a) HFAVB ev=inr®)
HFA ev=a orR1 HF B ev=b orR2

— Regeln kennzeichnen Herkunft der Evidenzér mit inl / inr
e Disjunktion auf linker Seite einer Sequenz

— Um C' unter der Annahmel v B zu zeigen, muff’ unter der Annahme
A und unter der Annahmg gezeigt werdendnnen (Fallanalyse)

H,2:AvB,H' FC ev=case z of inl(a) — ¢
HaoAHEC ev-e | inr (B) = o3
H,b:B,H”—C ev = Cy orL

— Label: fir A v B ist entwederinl (a) mit - A oderinr (b) mit b: B

— Evidenzc, hangt vona, Evidenze, von b ab
— Evidenz im Hauptziel wird durch Fallanalyse zusammengese

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §2 11 REFINEMENT LOGIK




ANWENDUNG DER DISJUNKTIONSREGELN I

e Beweisfir P= (P Vv Q)

= Pi(P\/Q) ev= Ap.inl(p) BY impliesR
1. pP F Pv(Q ev=inl(p) BY orRl1
1.1. p»P P ev=p BY axiom

e Beweisfir (PvQ) = (QvVv P)

(PvQ)= (QvP) ev=)\r. (case v of inl(p) —inr(p) BY impliesR
| inr(¢) — inl(q@))

1. 2(PvQ) F QvP ev=case = of inl(p) —inr(p) BY orL
| inr(¢) — inl(q)

1.1. pPF QvP ev= inr(p) BY orR2
1.1.1. pP P ev=p BY axiom
1.2. ¢Q F QvP ev=inl(q) BY orR1
1.2.1. ¢Q F @ ev=q BY axiom
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REGELN FUR NEGATION I

Spezialisierte Implikationsregeln,da - A = A=f

e Negation auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H = = A zu zeigen, mul3 aus Annahmieein Widerspruch folgen

HEF-A ev= Aa.b
H adAFf ev=10 notR

— Es gibt keine direkte Methode, Evidena f zu konstruieren

e Negation auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter Annahme-~A zu zeigen, bedtigt man Evidenziir A
— Aus dem resultierenden Widerspruch falgbhne weiteren Beweis (!)
H, [—-A HFC ev = any(f(a))
H [—AHFA ev=ua notL
— Evidenzany( f(a)) druckt aus, dald aus Widerspruch alles folgt
— Typisierung istiny: { } —|C/ fur beliebige Formelid'
— Eingabe @ir any beschreibt Quelle des Widerspruchs,
Der Termf(a) konstruiert ein Element, das es gar nicht geben kann
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ANWENDUNG DER NEGATIONSREGELN I

e Beweis fir P = ——P

= P= =P ev=\p. (A any(h(p))) BY impliesR
1. ppP = —=—=P ev= Ah.any(h(p)) BY notR
1.1. pP,h:(=P) F f ev=any(h(p)) BY notL
1.1.1. pP hi(=P) F P ev=p BY axiom

— Beweis konstruiert Eviden#if P = (—F = (@) fur beliebige)
— Direkt entwickelte Evidenzp. (Ah. h(p)) berdtigt () = f

e Beweisfir -(Pv Q)= P

F =(PvQ)=—-P ev=\h.(\p.any(h(inl(p)))) BY impliesR
1. h=(PvQ) F =P ev= \p.any(h(inl(p))) BY notR
1.1. hi=(Pv@Q),p:P F f ev=any(h(inl(p))) BY notL
1.1.1. h—=(PvQ),p:P F Pv@ ev=1inl(p) BY orR1
1.1.1.1. h—=(PvQ),pP F P ev=p BY axiom

— Beweis konstruiert Evidenzif —(P v Q) = (P = R) fur beliebigeR
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EIN KOMPLEXERER BEWEIS I

= ((Pv@) /\((P:> R) A(Q = R))) = R ev=)x.(casex.lof inl(p) —>£E.2.1(pg
| inr (¢) — 2.2.2(q))

BY impliesR
1. :IZ‘:(P\/Q) /\((P = R) A (Q = R)) F R ev=casex.lof inl(p) —>x.2.1§p§
| inr (¢) — x.2.2(q

BY andL

1.1. 2PvQ,y(P=R)A(Q=R) F R ev=casezof inl(p) —y.1(p)
| inr (¢) — y.2(q)

BY andL

1.1.1. 2PvQ,gP=R,hQQ=R F R ev=casezof inl(p) — g(p)
| inr (¢) — h(q)

BY orL
1.1.1.1. pP,gP=R,hQQ=R F R ev = g(p) BY impliesL g
1.1.1.1.1. pP,gP=R.hQ=R EF P ev=p BY axiom
1.1.1.1.2. pP.rR,hQ=R F R ev=r BY axiom
1.1.1.2. ¢Q,9gP=R. hQ=R F R ev=h(q) BY impliesL h
1.1.1.2.1. ¢Q,9gP=R,hQ=R F @Q ecv=g¢ BY axiom
1.1.1.2.2. ¢Q,9gP=R,mR F R ev=r BY axiom
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WAS PASSIERT MIT Pv-P, ——P= P, ETC.? I

e Beweisanatze fir Pv—P

= Pv—P BY orR1 = Pv—P BY orR2
1. - P BY 77 1. =P BY notR

— Beide Ang&tze lonnen nicht fortgesetzt werden
e Beweisansatzir ——P = P

- ——P=P BY impliesR
1. [P F P BY notL
1.1. f—P F =P BY notR
1.1.1. [P pP F f{ BY 7777

— Keine sinnvolle Fortsetzungaglich
e Beweisansatziir (P = Q) = (—~P vQ)

F (P=Q)=(—PvQ) BY impliesR
1. [ P=Q F =-Pv(Q BY impliesL?, orR1?7, orR27

— Keine der drei maglichen Fortsetzungerilirt zum Erfolg

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §2 16 REFINEMENT LOGIK




REFINEMENT LOGIK — ZUSAMMENFASSUNG I

Links Rechts
H [ A= B HFC ev=c|[f(a)/l] impliesL|H+ A= B ev= Aa.b impliesR
H [(A=B HFA ev=a H aAFB ev=1b
H OB HFEFC ev=_c
H, o ANB,H' FC  ev=cx.1,z.2/a,b] andL |H+ AArB ev= (a,b) andR,
H aAbB,HEFC ev=c HEA ev=a
H+-B ev=>
H AvB HFFC ev=casex of inl(a)—c¢; orL|HF AvB ev=1inl(a) orR1
H aA HEFC ev= ¢ | inr (D)= ¢ HEA ev=a
H bB,HFC ev= cy H+HAVB ev= inr(b) orR2
H+-B ev=>
H, [—-AHFC ev = any(f(a)) notL |[H F—-A ev= Aa.b notR
H [—A HFEFA ev=a H aAFf ev=>
HaA HEFA ev=a axiom
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PRADIKATENLOGIK I

DasUbliche Verstandnis des Begriffs “Logik”

e Ermoglicht Formulierung universeller Zusammenhange
... und ihre Anwendung auf Individuen

“Jeder Mensch ist sterblich. (Vz)(Human(x) = Mortal(x))
Sokrates ist ein Mensch. n Human(sokrates))
Also ist Sokrates sterbli¢h = Mortal(sokrates)

e Unterstutzt unterspezifizierte Aussagen und Funktionen

“Studierende, die mindestens 120 Leistungspunkte erwiddmm,
konnen ein Themaif die Bachelorarbeit bekommén

(Vst) (Ip(s)>120=(3t) (BA(t) n Bekommi(s,t)))

e Erweiterung der Aussagenlogik
— Syntax wird ergnzt um Variablen, Funktionen, und Quantoren
— Neue Konzepte: Bindungsbereich, VariablenvorkommenSurustitution
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SYNTAX DER PRADIKATENLOGIK I

e Erlaubte Symbole
—Variablenz, y, z, xo, vo,, . . .
— Funktionssymbol¢, g, h, a, b, ¢, fo, go,, . . . (mit Stelligkeit,a, b, c oft nullstellig)
— Pradikatssymbolé’, Q. R, P,, )y, Ry,, . . . (mit Stelligkeit)
— Logische Symbolé&, -, A, v, =, V, dund Klammern

e Terme: Syntax fur individuelle Objekte
— Variablen und nullstellige FunktioneA¢nstante sind (atomare) Terme
— Sindty, .., t, Terme undf n-stellige Funktion, dannist(z,,....¢,) Term

e Formeln: Syntax fur Aussagen
—f und nullstellige Padikate Aussagenvariablersind (atomare) Formeln
— P(ty,...,t,) ist (atomare) Formel (t1,..,t, Terme,P n-stelliges Padikat)
— SindA und B Formeln, dann auchA, (A= B), (ArB), (AvB)
— Ist B Formel undz eine Variable, dann sind/z) B und (dz) B Formeln
Bindungsbereich des Quanto&cpg ist die kirzeste Formel, die auf den Quantor folgt

Spater: alternative Notationen V. B und dz. B und Konventionen, Klammern zu sparen
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK I

e Evidenz fur G ultigkeit von Formeln
— Formuliert als Terme in erweitertarNotation (Einheit 5)
— Konstruktion von Evidenz folgt induktivem Aufbau der Sgxt

e Evidenz fUr atomare Formeln
—f hatkeine Evidenz [f] = {}
— A = P(ty, ..t,) steht fir unbekannte Aussagen [A] unspezifiziert

e “Aussagenlogische” Evidenzkonstruktion wie zuvor

— Implikation A= B|=|A|—|B]
— Konjunktion |AnB] = |A]x|B]
— Disjunktion AvB]=[A]+ |B

— Negation —A] = [A]—;{};
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EVIDENZ FUR UNIVERSELLE QUANTIFIKATION |

o (Vx)B: “Firalle x gilt B” [(Vz)B] =z : U—=[B]
— Hir jede Instanz vonr mul3 eine Evidenz fur B konstruiert werden
— Evidenz fir (V) B muld Funktionf sein mitf(x) : |B] fur allex
— Eingaber fur f stammt aus einerdniversumvon ObjektenU
— AusgabetypB| von f kann von konkretem Eingabewert U ablangen
z.B. B = (P a=- P x) hat genau dann Evidenz, wemmnit ¢ instantiiert
— Typ der Evidenzeniir (Vx)B ist ein“abhangiger” Funktionenraum

e Konkrete Evidenz fir (Vx)(P x = P x)
— Evidenz ist Funktiory : (z:U—(|P z]—|P z])), wobei fur alle z gilt
flx) =g, |[Px|—=|Pzjundq,(p): [Px| fallsp: [Pz
— Einfachste bsung isty,.(p) = p, also f = Ax. (A\p. p)
e Konkrete Evidenz fir ((Vxz)Px)= P a
— Evidenz ist Funktiory : (z:U—|P z])—[Pal)) mit f(h) =z} : [P d
furalleh : (x:U—|P x|).
— Einfachste bsung ist Anwendung voh auf Konstante: f = Ah. h(a)
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EVIDENZ FUR EXISTENTIELLE (QUANTIFIKATION |

e (dx)B: “Esgibt ein x, fir das B gilt” [(3z)B] ==z : Ux[B]
— Um Evidenz @r (dz) B zu konstruieren, braucht man |B] fur einz : U
— Formel B kann von Wahl des konkreten Wertés & abrangen
— Typ der Evidenzenlfr (3x) B ist ein“abhangiger” Produktraum

e Konkrete Evidenz fir P a = ((x)P x)
— Evidenz ist Funktiory : (p:|P a]—(z : Ux[P z])) mit f(p) = (z,p’) fur
allep : [P al, wobeix : Uundyp' Evidenz fir P x
— Einfachste bsung istr = a andp’ = p f=Ap. (a,p)

e Konkrete Evidenz fir ((3x)P x) = ((Jy)Py)
— Evidenz ist Funktiory mit f(z) = (y,p’) furallez : (z : Ux|P x|),
wobeiy : U undp’ Evidenz fir Py
—z muld ein Paafa,p) mita : Uundp : [P a]
— Einfachste bsung:z = a = z.1andp’ = p = z.2,alsof = \z. (2.1, 2.2)
—Wegenz = (2.1, z.2) kann Evidenz vereinfacht werden zu f = Az. z
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EVIDENZ FUR KOMPLEXERE FORMELN I

o ((Vx)(PxAQx))= (Vr)Px A (VT)Q x)
— Evidenz ist Funktiorf so dal3dr alleh : (x:U—|P z|x|Q x]) gilt
F(B) = (gp. 95) : (2:U—[P ]} x (2:U—[Q z])
— g, undg, nehmen eir:U und erzeugen Elemente voR z| bzw. |Q x|
— Einfachste bsung isty,(x) = h(z).1 undg,(x) = h(z).2
f=Ah. Azx. h(x).1, Ax.h(x).2)
e = ((Vx)~(Px)) = ()P x
— Evidenz ist Funktiorf so da3 @ir alleh : (z:U—(|P z|]—{}))—{} qilt
f(h) = (z,p) mitp: [P z]
— Zur Konstruktion vonf(h) berbtigt man Kenntnisséber P und
Objektex, fur die P x qilt
— Es gibt keinen allgemeinen Wegpderp aush zu konstruieren,

solange das RdikatssymboP unspezifiziert ist
Keine universelle Evidenz
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EVIDENZSEMANTIK — ZUSAMMENFASSUNG I

Aussage A Evidenztyp [A]| Evidenzkonstruktion Dekompositionsterm

A=1B A|—|B] Aa.b f(a)

AnB A|x|B] (a,b) r.l, x.2

AvB Al + |B] inl(a), inr (b) case x of inl(a) —s
| inr(b) — 1t

- A Al—{} Aa.b f(a)

f U - -

(Vx)B r: U—|B] Aa.b fl(a)

(dx)B z: Ux|B| (a,b) r.1, x.2

e Formeln korrespondieren mit Datentyp ihrer Evidenzen
— Es gibt Terme, um Evidenz zu konstruieren oder zu zerlegen

— Beide sind invers zueinander und @agfichen “Rechnen” mit Evidenz
: : : _ (Einheit 5)
e Evidenzterme bilden eine Programmiersprache

— Sprache umfasst Terme de@Rikatenlogik
— Pradikatenlogik kann nur Programme ohne Schleifen spezéaie
— Mehr Ausdruckskraft baitigt Gleichheit, Zahlen, Induktion, . ..
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PRADIKATENLOGISCHE REFINEMENT LOGIK I

e Erwelterung der aussagenlogische Regeln
— Regelaxiom Ist auf atomare @dikatenlogische Formeln anwendbar
— Unvei@anderte Regelnit A= B, ArB, AvB, -A
— Konstruktierte Evidenandert sich ebenfalls nicht

e Behandlung von Quantoren
— Um (V) B zu zeigen, muld maB fir jede Instanz von zeigen
Hierzu wahlt manz’ : U beliebig aber fest und zeid? fur 2’ stattx
— Um (dx) B zu zeigen, muld man eine fur eine Instanz von zeigen
Hierzu gibt man ein Objeki an und zeigB fur a stattz
— Regeln beitigen “syntaktische Instantiierung” von Variablen

e Formales Konzept: Substitution B[t /x]

— Ersetzen der Variablenin Formel B durch Term¢
Unvollstandiger Ersatz fiir Instantiierung, wenn Universum tiberabzahlbar

— Substitution muf? Verandnis von “kir alle” und “es gibt” erhalten
(Vx)P x und(Vy)P y bedeuten dasselbe
— Nurungebunden¥®ariablen dirfen ersetzt werden
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VORKOMMEN VON VARIABLEN IN FORMELN I

e VVorkommen der Variablen a in Formel B, informal
— Gebundenz erscheint im Scope eines Quantvs) oder(dz)
— Frei: x kommt in B vor, ohne gebunden zu sein
— B heil3tgeschlossefalls B keine freien Variablen en#it

e Prazise, induktive Definition
x die Variablex kommt frei vor, y=£2x kommt nicht vor
f die Variablez kommt nicht vor
f(ty,....t,) freie Vorkommen vorx in t; bleiben frel
P(ty,...,t,) gebundene Vorkommen vanbleiben gebunden.
-A, A= B freie Vorkommen vorx in A, B bleiben frel
AnrB, AvB gebundene Vorkommen vanbleiben gebunden.

(Vx)B beliebigeVorkommen vonz in B werden gebunden
(dx)B Vorkommen vory#x in B bleiben unvedindert
x frel unigebunden
T gebunden h
(V:L’ j A R

T frel T frel
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SUBSTITUTION Blt/x| FORMAL

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

—0 =ty ey tn/ X1y ey xy| = o(x1)=ty,. .., 0(x,)=t,

— Ao Anwendung vorr auf den Ausdruckd 7 undo

z)[t/x] =t ][t/ y] =z (y#x)
[y, . ty) o = f(to, .., t,0) flo =f

\P(ty,..,t,) |0 = P(ti0,..,t,0)

—A|o =-Aco AnBlo = Ao ABo

|AvBlo = Ao v Bo A= Bljo =Ac= Bo
(V)Blt/s] = (¥z)B (32)B)t/x] = (32)B

[(Vz)Bl[t/y] = 1(V2)Blz/z]i[t/y] 1(3z)Blt/y] = (32)Blz/z]|[t/y] *
(Vz)Bilt/y] =(Vx).(Blt/yll  |(F2)Bilt/y] = F2)Blt/yl]

“ y#x,y frelin B, x frei in ¢, z neue Variable
. y=#x, y nicht frei in B oderx nicht frei int
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REGELN FUR ALLQUANTOR |

¢ Allguantor auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H + (Vx)B zu zeigen, muld man fur jede Instanz von zeigen
Einziger Weg ist generischer Beweis, der nicht von Instdamaiagt
— Wahle neue Variable’ und beweise3 |z’ /x|

HF (Vx)B ev=Ar'.b
H,2"UF Blz'/z| ev=0b| allR

— Im Teilziel wird generische Evidenzfur B|z'/x| und allex’ konstruiert
— Evidenz fir (V) B mul3 Funktion\z’.b sein

¢ Allguantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um C unter AnnahmeVzx) B zu zeigen, darf man jede Instanz von
verwenden, also die Annahnigt /x| fur beliebige Terme erganzen

H, f:(Vx)B,H'C ev=c[f(t)/b]
H, f(Vz)B,b:Blt/x],H'+C ev=c| allL t

— Regel nimmt an, daf} Evidenzaus Evidenz: B|t /x| konstruierbar ist
— Anwendung vomb.c auf f(t) liefert Evidenz fir C'im Hauptziel
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ANWENDUNG DER ALLQUANTORREGELN I

e Beweis fir (Vx)(Px = Px)

= (Vx)(Pr= Px) ev=2Xz.(A\pp) BY allR
1 »UF Pr=Px ev=Xpp BY impliesR
1.1 2U,pPx F Px ev=p BY axiom

e Beweis fir ((Vx)Px) = Pa

= ((Vz)Px)= Pa ev=\f. f(a) BY impliesR
1 /:(Vx)Px+ Pa ev=p|f(a)/p] BY allL a
1.1 f:(Vz)Px,p:Pat Pa ev=p BY axiom

e Beweis fir ((Vx)Px) = (Pa A Pb)

= ((Vx)Pxz)= (PanPb) ev=\f.(f(a), (b)) BY impliesR
1 f:(Vx)Px = PanPb ev= (f(a), f(b)) BY allL a
1.1 f:(Vx)Px,p, Pat PanrPb  ev=(p,, f(b)) BY alll b
1.1.1/:(Vx)Px,p, Pa,p,,Pb = PanPb ev=(p,,p) BY andR
1.1.1.1/:(Vx)Px, p, Pa,p, Pb+ Pa ev = Py BY axiom
1.1.1.2f:(Vx)Px, p, Pa,p, Pbt Pb ev = py BY axiom
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REGELN FUR EXISTENZQUANTOR |

e EXistenzquantor auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H + (dx)B zu zeigen, mul®|t /x| fur einen Ternt gezeigt werden

HF (dx)B ev= (t,b)
HFE Blt/x] ev=1 exR 1
— Regel setzt Termund Evidenz : B[t/x| zur Evidenzt, b) zusammen
e Existenzquantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um C unter Annahme-z) B zu beweisen, muf3 man unter Annahmes

fur eine beliebige Instanz van also generisch, zeigerdknen
— Wahle neue Variable’ und verwende Annahmg|z’/ x|

H,z(dz)B,H' FC ev=clz.1,2.2/2', b
H. 2"Ub:Bl2' /x|, HHFC ev=c exL

— Label: fur (4z) B entspricht Paar aus Variablehund Label): B
— Evidenzc hangt im Teilziel von:” undb ab
— Im Hauptziel muf¥’ durchz.1 undb durchz.2 ersetzt werden
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ANWENDUNG DER EXISTENZQUANTORREGELN I

e Beweis tir Pa = ((Jx)Px)

- PCL:>((E|{L’)PJU) ev= Ap.(a,p) BY impliesR
1 p:Pa F (dx)Px  ev=(a,p) BY exR a
1.1 pPa F Pa ev=p BY axiom

e Beweis fir ((dx)Px) = ((Jy)Py)

= ((Jz)Px)= ((Jy)Py) ev= Az (z1,22) BY impliesR
1 2:(3x)Px = (Jy)Py ev=(2.1,22) BY exL

1.1 2 U, pPx + (Jy)Py ev=(z,p) BY exR x
1.1.1 2:U,pPx - Px ev=p BY axiom

— Evidenz(z.1, z.2) kann zuz vereinfacht werden

— Reihenfolge der Regelanwendungen wichtigdrfolgreichen Beweis

= ((Jz)Px) = ((3y)Py) BY impliesR
1 2:(3x)Px = (Jy)Py BY exR
1.1 2:(dx)Px + Px BY exL
1.1.1 2"U,p P2’ + Px BY 777
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EIN KOMPLEXERER BEWEIS I

= ((Va)(PxarQx)) = (Vo) Px A (Vr)Qx) BY impliesR
1. f:(Va)(PxaQx) F (Vx)Px A (Vr)Qx) BY andR

1.1. [:(Vx)(Px rQz) - (Vo) Pz BY allR
1.1.1.0:U, f:(Vx)(Pz AQx) F Px BY alll x

1.1.1.1.0:U, f:(Vx)(Pr rQx), 2:(Px AQx) F Px BY andL
1.1.1.1.1.:U, f(Vz)(Px A Qx),p:Px,¢:Qx + Px BY axiom
1.2. [:(Vz)(Px rQx) F (Vo)Qx BY allR
1.2.1.0:U, f:(Vx)(Pz AnQx) F Qu BY alll x
1.2.1.1.0:U, f:(Vz)(Px rQx), 2 (PrArQx) F Qx BY andL
1.2.1.1.12:U, f:(Vz)(Px AQx), p: Pz, Qx F Qx BY axiom

Konstruierte Evidenz ist\ f. (\z.(f z).1, \z.(f x).2)
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REFINEMENT LOGIK — ZUSAMMENFASSUNG I

Links Rechts
H, A= B, HFC ev=c|f(a)/b] impliesLlH+H A= B ev=XAa.b impliesR
H [(A=B HFA ev=a H adAFB ev=b
H OB HFEFC ev=c
H,oANB,H FC ev=clz.1l,x.2/a,] andLlHF AAB ev=(a, b) andR
H aA 0B HFC ev=c HEA ev=a
HFB ev=b
H AvB H&FC ev=case x of inl(a)—ciorL{HF AvEB ev=inl(a) orRl1
H aA HFC ev=c | inr (b) — ¢ HEA ev=a
H 0B ,HFC ev=cy H+HAVB ev=inr(b)  orR2
HFB ev=b
H, [ -AHFC ev=any(f(a)) notL|H - —A ev=Aa.b notR
H, [ —-AHFA ev=q H aAFf ev=>b
H,adAH'FA ev=a axiom
H, [(Vx)B,H' FC ev=c|f(t)/V] alll t|H F (Vx)B ev=Ax’. b allR
H, f:(Vx)B,b:B[t/x], H F Cev=c H,2"UF Blz'/x]ev=b
H,>(dx)B,H'FC ev=c|z.1,2.2/x' D] exL|H F (3x)B ev=(t,b) exR ¢
H. 2"UbBlx'/z], HHFC ev=c HF Blt/x] ev=b

t ist ein beliebiger Termy’ eine neue Variable
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SINNVOLLE ZUSATZREGELN I

e Einfugen von Zwischenbehauptungen
— (' ist gultig, wennC' aus der Annahmé folgt und A gultig ist

HEC  ev=(\z.c)(a)
HEFA ev=a
H o AFC ev=c cut A

— A kann eine beliebige “Schnitt”-Formel sein
— Beweise werden signifikantikzer, wennA mehrfach benutzt wird
— Evidenz(\z.c)(a) wird nicht evaluiert (Gefahr der Termau#ihlung)

e Ausdunnen von Annahmen
— Hypothesen, die nicht gebraucht werdemmiken entfernt werden

H aA HEFC ev=c
H HFC ev=_c thin A

— Sinnvoll, um Hypothesenlist@ersichtlich zu halten
— Evidenzc hangt im Hauptziel nicht vom Labelab
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METAMATHEMATIK DER REFINEMENT LOGIK I

Aussagenuber den logischen Kallll

e \Wichtig f ur Analyse der Eigenschaften des Kalkls
— Ist Refinement Logikorrekt? (sind beweisene Formelilyg?
— Ist Refinement Logikollstandid? (sind diltige Formeln beweisbar?)
— Welche Formeln sind entscheidbar?
— Was ist die Komplexét von Beweissuche?

e Hilfreich f Ur Implementierung und Automatisierung
— Beschreibung der Struktur der Grundelemente desikslk
— Daten- und Zugriffsstrukturerif Formeln, Beweise, Evidenz, ...
— Algorithmen zur Anwendung von Regeln und Evidenzkongtomk
— Benutzerdefinierbare (“konservative”) Erweiterung vdneéBRtsprache
und Regelsystem durch Definitionen und Beweisstrategien
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UNTERSCHIED OBJEKT- / METASPRACHE |

Prasentation von Kalkillen hat zwel Sprachebenen

e Objektsprache:
— Sprache des Kaliks, in dem formalisiert wird
— FormaleSprache mit gazise definierter Syntax
— Konkretes Element z.B(dz)(P x)vQ x) = (—((Vz)(—Px r—Q x)))

e Metasprache

— Sprache, um Aussagéiber den Kalkil zu machen
- Beschreibung von Syntax, Semantik, Eigenschaften dediksalk

— Naturliche, oft stark schematisierte Sprache
— Enthalt Objektsprachgangereichert umyntaktische Metavariablen
—Konkretes Element z.Baus (Jx) (Av B) folgt =((Vx) (mAA—=B))

e Unterscheidung zuwellen durch Fonts / Farben
— Ansonsten aus Kontext eindeutig erkennbar

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §2 36 METAMATHEMATIK DER REFINEMENT LOGIK




REFINEMENT LOGIK ALS FORMALER KALKUL (I)

Metasprachliche Prazisierung der verwendeten Konzepte

e Kalk tl verwendet Objekt-Logik / Evidenz als Parameter
— Objektsprache ist (bisher) Sprache deadtkatenlogik
— Evidenz formuliert als Terme in erweitert&Notation
— Semantik der Logik erirt, wann Terme Evideniif Formeln sind

e Sequenz(Ziel) H+ C
—H =u:Ay, .., 1, A, Hypothesenlistg¢r; verschieden)C' Konklusiorsformel
—1,;: A; Deklaration®z; ist Evidenz tir A;,” (x Term-Variable A Formel)
— InitialsequenzSequenz C' ohne Hypothesen

e Evidenztermfur x=:Aq,..,2n:Ap H C
— Terme mit freien Variablen aus den,
e 1St Evidenz tir C', wenn allex; mit Evidenz fir 4; instantiiert werden
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REFINEMENT LOGIK ALS FORMALER KALKUL (II)

e (\Verfeinerungs-)Regel (dec, val)
— dec Dekomposition Abbildung von Segquenzen in Liste von Sequenzen
(vomBeweiszielin Liste derTeilziele)
—wval Validierung Abbildung von Liste von Sequenzen und Termen in Termn

— Regeln werden alRegelschematdargestellt mit Metavariablen
als Platzhalterndr Formeln und Evidenzterme

— Konkrete Regeln entstehen hieraus durch Instantiierendylétavariablen

e Bewelse
— Jede Sequenz = H + C'istunvollstandigerBeweis mitWurzel S
—(S,r, |m, ..., m,|) ist Beweis mit Wurzelsequenz, wennr,; Beweise @r
alle Sequenzen; sind, die durch Anwendung vanauf.S entstehen
— vollstandiger BeweisBeweis ohne unvollgindige Teilbeweise
— Theoremvollstandiger Beweis, dessen Wurzel einégialsequenast

e Extrakiterm ext(7) eines vollsandigen Beweises
—ext(S, (dec,val), |m, ..., m]) =val(|S, (S1, ext(my)), .., (Sn, ext(m,))]),
wobel S; Wurzeln derr; Definition gilt auch fiir 7 = (S, (dec, val), [])
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT I

e Gultigkeit von Sequenzenund Formeln
— Eine Sequenz igfiltig, wenn es einen Evidenzterrarfsie gibt
— Eine FormelC' ist gultig, wenn die Initialsequenz C gultig ist

e Korrektheit einer Regel r» = (dec, val)
— SindS; = H; - C; Ergebnis der Anwendung vafec auf S = H - C
und¢; Evidenztermeiir S;, dann istval(S, (S5;, ¢;)) Evidenzterm @ir S

¢ Refinement Logik ist korrekt
— Alle Regeln der Refinement Logik sind korrekt
— Alle Theoreme der Refinement Logik habadiitme Formeln als Wurzeln
— Alle beweisbaren Formeln sinditjig

e Refinement Logik ist vollstandig
— Fur jede giltige FormelC' gibt es ein Theorem mit Wurzel C
— Alle gultigen Formeln sind beweisbar
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DEFINITORISCHE ERWEITERUNG I

e Konservative Erweiterung der Objektsprache
— Neues Konstrukte sindefinitorische Abkirzungfur existierende
objektsprachliche Ausdcke (ggf. mit Parametern)
— Beispiel:Aquivalenzin der Padikatenlogik
A& B = (A= B)a(B=A)
— Bedeutung ergibt sich aus Semantik bestehender Konstrukt
— Auffalten der Definition in Beweisen ersetzt linke durchive Seite

H '_ C ev=_
HF Clrhs/lhs] ev=c| unfold name

e Erlaubt kleinen Grundformalismus
— Einfache Syntax, Semantik und Inferenzsystem
— Eigenschaften leicht beweisbar

e Erhonht Flexiblilit at des Formalismus
— Erlaubtfreiere SyntaxundumfangreichdormaleSprache
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TAKTIKEN UND BEWEISSTRATEGIEN I

e Konservative Erweiterung des Regelsystems
— Taktikensind Abkirzungen fir komplexe Regelanwendungen
— Einfache Taktiksprache untedistt Verkripfung von Regeln

ry THEN 7r5: Fuhre Reget direkt nachr; aus
r1 ORELSE ry. Fuhre Reget, aus, wenmr; nicht anwendbar ist

Repeat r: Fuhre Reget solange wie raglich aus
— Ermoglicht kiirzere und besser strukturierte Beweise
F P=(Q=(PrQ)) BY Repeat impliesR
1. pP,gQ + PAQ BY andR THEN axiom
F (Pv@Q)A((P=R)An(Q=R)))=R BY impliesR THEN Repeat andL
1.2PvQ,gP=R,hQ=R F R BY orL
1.1. pPgP=R, hQ=R F R BY impliesL g THEN axiom
1.2. ¢Q,9gP=R,hQ=R F R BY impliesL /& THEN axiom

— Elementarer Beweis und Extraktterm durch Expansion r&tkomerbar

e Taktiksprache formalisiert Metasprache der Logik (ML)
— Untersititzt Formulierung komplexer Taktiken und Strategien
durch Analyse des Beweliszielsrfgezielte Regelauswahl (ALuP 11)
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SEQUENZENKALKUL: BEWEISMETHODIK |

e Kalk Ul garantiert Korrektheit formaler Beweise
— Kalkul ist selbst keine Methode um Beweisefauen

e Es gibt Leitlinien f Ur erfolgreiche Beweissuche
— Versuche vorrangig Zweige abzuschliel3ari(om )
— Verwende Dekompositionsregeln, die Form&atiuivalent aufbrechen
— VerwendeorL vor orR1 / orR2
— VerwendeexL und allR vor exR und allL
— Wahle anwendbare Regel, welche die wenigsten Tellzielaigtze
Methodik ist als Taktik programmierbar (ALuP 1)

e Beweismethodik ARt Fragen offen
— Auswahl der Substitutioruf Quantoren erfordert “Vorausschau”
— Maschinennahe Methoden finden Substitution dlrotikation

Mehr dazu in der Vorlesung “Inferenzmethoden”
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ALTERNATIVE VORGEHENSWEISEN I

e Semantikdefinition durch Interpretation
— Interpretation von Variablen, FunktionenaHBikaten in Zielsprache
— Homomorphe Fortsetzung der Interpretation auf komplexenEln
— Gultigkeit ist “Wahrheit” unter allen raglichen Interpretationen
Benotigt Erklarung der Bedeutung der Zielsprache
e Alternative Beweiskalkile

— Axiom-orientierteFrege—Hilbert—Kalkle
Sehr nachtig, nur eine Regel, aufwendige Beweissuche

— Natirliches Schlie3erSequenzenkailte
Synthetische Vorgehensweise, gint Beweispasentation

— (Analytische)Tableaux-Kalkile
kompakte, evidenzlose Version der Refinement Logik

— MaschinennahBesolutions-/Konnektionskalke
Gut geeignetiir automatische Beweissuche, schwer lesbare Beweise

e Ausdrucksstarkere Logiken
— Gleichhelit, Sorten, Arithmetik, Logikdherer Stufe
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