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AUSWERTUNG VON TERMEN I

¢ Pradikatenlogik und Evidenzen verwenden Termsprache
— Pradikatenlogikuninterpretierte/ariablen- und Funktiorssymbole
— Evidenz: Terme der Bdikatenlogik und Konstrukte mit Bedeutung
Ax.b, f(a), (a,b), x.1,x.2, inl(a), inr(b), case x of ...

e \Verschiedene Terme knnen die gleiche Bedeutung haben
—Fir f = A\z.bist f(a) = bla/x] und A\z.f(x) ist dasselbe wig
—(a,b).1 =a, (a,b).2 =bund das Paarr.1, x.2) ist dasselbe wie
—case inl(a) of inl(y) —s |inr(z) —t ist dasselbe wies|a /1|
— Terme auf rechter und linker Seite haben jeweils denséiten

¢ Termauswertung kann als Kalkul beschrieben werden
— Berechnungskall interpretiert Terme als Programmiersprache und
kalkuliert Wert schrittweise durchiermersetzungRewriting)
— Beweiskalkil beschreibt Effekteler Berechnungsschritte als Gleichheiten
In einerBerechnungslogik
— Die Grundform beider Kalkle ist der)\-Kalkdl
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DER M-KALKUL I

Logisches Schliel3eniber den Wert von Termen

e Einfacher mathematischer Mechanismus
— Funktionen werdedefiniertundangewandt
— Beschreibung des Funktionsverhaltens wird 2lmmender Funktion
— Funktionswerte werden ausgerechnet didcisetzervon Werten

e Leicht zu verstehende Basiskonzepte
1. Definition einer Funktion:
f = \x.2%x+3 A-Abstraktion

Name der Funktion irrelevant fiir Beschreibung des Verhaltens

2. Anwendungder Funktion (ohne Auswertung):

f(4) = (Ax. 2xx+3) (4) Applikation
3. Auswertungeiner Funktionsanwendung (tathliches Ausrechnen):
(\x. 2%x+3) (4) —0 2#4+3 — 11 Reduktion

¢ Alle anderen Konstrukte konnen simuliert werden
— Turingmachtige funktionale Programmiersprache: Lisp, ML, Haskell, . ..
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MKALKUL — SYNTAX I

e Einfache Programmiersprache A-Terme
— Variablenz, v, z, o, vo,, . . .

— \x .t, wobeliz Variable undt A-Term X-Abstraktion
Vorkommen vone in ¢t werdengebunden
— ft, wobeit und f \-Terme Applikation

— (), wobeit A\-Term

e Priorit atskonventionen sparen Klammern
— Applikation bindet shrkerals A\-Abstraktion Ae.ft = dx.(ft)

— Applikation istlinks-assoziativ: Jtt,= (f 1),
[ Beispiele fir A-Terme (mit implizitenund‘kosmetischenKlammern)
—X Symbole sind immer Variablen
— M. (Ox. (F(x))) Anwendung einer Funktion
—Af. (Og. (x. (((f g) (g x))))) Funktionen loherer Ordnung
—x(x) Selbstanwendung

— (Ax.x(x)) (Ax.x(x)) Fixpunkt
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MKALKUL — SEMANTIK I

e Interpretation in Zielsprache ist zu kompliziert
— Abbildung auf Funktionen in einfachem Universum nicliginch
— Modellierung beitigt Theorie vollsindiger HalbordnungerCfGs)

e Semantik von Termen wird operational erklart
— Entspricht Methodik beim Rechnen auf Zahler(3+2) = 4x5 = 20
— \-Terme werden ausgewertet lmiseduziblerTerm erreicht ist
— Irreduzible Terme werden al8erteangesehen

e Berechnung ist rein syntaktischer Mechanismus
— Auswertung ersetzt Funktionsparameter durch Funktrgonsaente

— Formales KonzepReduktion (Ax.1) (b) 2, tlb/ x|
Ersetzen der freien Vorkommen deiVariablenz durch den\-Termb

— Berdtigt Erweiterung des Substitutionskonzepts .&tferme
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VORKOMMEN VON VARIABLEN IN A-TERMEN I

e VVorkommen der Variablen 2 im Term ¢, informal
— Gebundenx erscheint im Bindungsbereich eingiAbstraktion\x
— Frel: x kommt int vor, ohne gebunden zu sein
—t heildtgeschlossefalls ¢ keine freien Variablen eniit
—t|xy, .., x,]: Termt hat nbgliche freie Vorkommen vony, .., x,

e Prazise, induktive Definition
x die Variablex kommt frei vor, y£x kommt nicht vor
Ax.t. beliebigeMorkommen vone in t werden gebunden
Vorkommen vony+#z in t bleiben unveiindert
ft  freile Vorkommen vorx in ¢ bleiben frei

(t) gebundene Vorkommen vanbleiben gebunden

x gebunden
M. Ax. Mz, f x z) x

IV

x frel
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SUBSTITUTION w|t/x] FORMAL

e Anwendung einer endlichen Abbildungo = [t/ x]

)t/ x =1 ][t/ y] = (y#7)
Az.ullt/x] =Ax.u

Az.ullt/y] = Az ulz/x| [ty * (Ar.ul[t/y] = A ult/y])
fulo = fouo (u) o = (uo)

“ y#x,yfrelinu, x freiin t, z neue Variable
1 y#x, y nicht frel inu oderz nicht frei int

e Substitution und Reduktion am Beispiel
(An.Af. Ax. n £ (£ x)) (Af. A x.x)
— (An.(AMf.(Mx.((n £)(f x))))) (AMf.(Ax.x)) (Reduktion ersetzt)
— M. (Ax. (M. (\x.x)) £)(£ x)) (8 Substitutionsschritte)
—> M. (. ((OA\x.x) (f x)))

— M. Ax. f x

(%
On. M. Mx.n £ (f x)) Of. ) x.x) —s M.)\x. f x
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REDUKTION ALS FORMALISMUS — WICHTIGE BEGRIFFE I

e a-Konversion:
— Umbenennung gebundener Variablen in TermengleBedeutung)
— Ersetze Teilterms der Gestalt .« durchAz.u|z/x] (2 neue Variable)

e Kongruenz t = u (“t und u sind a-konvertibel”)
—u entsteht aus durcha-Konversion

e Reduktion (Ax.u) s i) uls/x]:

— Ersetze Teilterm der Gestdlhz . «) s durch u|s/x|
~- N
Redex Kontraktum

. . k
e Reduzierbarkeit t — u:
—u entsteht aus durch endlich viele Reduktionen undKonversionen

e Normalform:
— Termu, der nicht weiter reduzierbarreduzibe) ist
—Wertvont¢: Normalformu mit t — u
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REGELN FUR KONVERSION UND REDUKTION I

o a-Konversion: Ax.u = Az.ulz/x] ( neu)
— p-Konversion f t= f u, fallst = u
— v-Konversion f t =g t, fallsf = ¢
— &-Konversion Ax .t = \zx.u, fallst = u
— p -Konversiont =t
— o-Konversiont = u, fallsu =t
— 7-Konversiont = u, fallst = sunds = u

e 3-Reduktion: (Ax.u) s — wu[s/x]
— pu—Reduktion f t — f u, fallst —u
— v—Reduktionf t — ¢ ¢, falls f —> ¢
— ¢(—Reduktion A\x .t — Ax.u, fallst—u
— 7—Reduktiont — wu, fallst — sunds =« odert = sunds — u

e Reduzierbarkeit: t —s w, falls t — « fiir einn € N
—t 20, fallst = u

|
—tgu, fallst —s s unds —s u
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REDUKTION IST NICHT DETERMINISTISCH I

Naheliegende Reduktionsreihenfolge
(M. Xx. £ x (£ £)) (Ax.)Ay. y)
—  Ax. (Ax Ay y) x ((Ax Ay, y) (AxL Ay, y))
— Ax. Ay, yv) (OAx. Ay, ) (Ax. Ay, )
—  Ax. ((Ax.Ay. v) (Ax.Ay. y)
— AX. A\y. ¥y

Alternative Reduktionsreihenfolgen sind nbglich
(M. Ax. £ x (f £)) (Ax.\y. y)

— Ax. (Ax Ay, y) x (Ox Ay, y) (Ax. Ay, y))

—  Ax. (Ax Ay, y) x Ay, y)

—  Ax. Qy. y) (A\y. y)

— AX. A\y. ¥y

Bekommt man immer das gleiche Ergebnis?
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SEMANTIK VON A\-TERMEN PRAZISIERT I

e Bedeutung vonA-Termen ist ihr Wert
—Normalform: Term ohne keine Redizes als Teilterme
—u Normalform von ¢: « in Normalform undt —— u
—t normalisierbar: es gibt eine Normalforna vont

e Hat jeder A-Term eine Normalform?
Nein: (Ax.x x) (Ax.x x) Ist nicht normalisierbar
— Terminierung vom-Programmen ist nicht garantiert

e Haben normalisierbare A-Terme eindeutige Werte?
Notwendig fur Einsatz des A\-Kalkuls als Programmiersprache
— Hihrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?
Wenn nein, kann man eine Normalform systematisch finden?
— Ist die Normalform eines-Terms eindeutig?
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REDUKTION NORMALISIERBARER M-"TERME I

e FUhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?

Nein: Reduktionsfolgen normalisierbarer Termé@gsen nicht terminieren
(Ax. Ay.y) ((Ox.xxx) (Ax.xxx)) (AX. X)

— (Ay.y) (Ax. x)

— AX. X

Eine “innermost” Strategidihrt bei diesem Term nicht zur Normalform
Ax.Ay.y) ((Ox.xxx) (Ax.xxx)) (Ax.%)

5 (Ax.AY.7) (Ox.xxx) Ox.xxx) (Ax.xxx)) (Ox.X%)

= Ox.A7.y) (Ox.xxx) Ox.xxx) Ox.xxx) Ox.xxx%)) (AX.X)

e Kann man eine Normalform immer finden?

—Ja: Reduktion deswul3ersten RedexIéftmost reductiot) fuhrt zur
Normalform, wenn es eine gibt Beweis: Curry & Feys 1958, p142
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EINDEUTIGKEIT VON NORMALFORMEN I

e \Was helldt “eindeutig”?
— Mussen Normalformen textlich identisch sein (Wie- 4)?
— Oder sollen sie “nur” den gleichen Wert haben (Wiex und \y.y)?
— Gleichwertigkeit zu fordern ist semantisch sinnvoller

e Semantische Gleichheit vorh-Termen ist extensional
—t = wu: esgibtv mitt — v undu — v (¢ undw sindkonvertierbay
— Auch Terme, die nicht normalisierbar sindrien gleich sein

e Ist die Normalform eines A-Terms eindeutig?
—Ja: Reduktion iskonfluent Beweis: Barendregt 1981 §3.2
Gilt t — w undt — v, so folgtu = v (Church-Rosser Theoren)

— Alle NormalformeneinesA-Terms sinckongruentund kbnnen
(durch Konversionen) auf denselben Term reduziert werden

— Semantisclgleiche Terme haben dieselben Normalforroder keine
— Normalformen, diaicht kongruensind, sindnicht semantisch gleich
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SEMANTISCHE GLEICHHEIT I

¢ Ausdrucksstarker als Reduzierbarkeit
— Berbtigt keine Normalformir den Vergleich von Termen
Es reicht, mit Reduktionen/Konversionen den gleichen Taurarreichen
— Auch Terme, die nicht normalisierbar sindien verglichen werden

e Grundlage des logischen Schliel3engher Berechnungen
— Im (allgemeinen)\-Kalktll kann automatische Normalisierung zu nicht-
terminierenden Reduktionsfolgeahren

Fur typisierbare A-Termen gibt es immer eine terminierende Reduktionsstrategie

— Schliel3eruber semantische Gleichheit braucht terminierende Remukt
— Beweisregeln mssen einzelne Reduktionsschritte widerspiegeln

e Der \-Kalk Ul ist unabhangig von der Pradikatenlogik
— Schliel3eruber semantische Gleichheit ligigt keine logischen Regeln
— Beweissystemednnen separat beschrieben und dann integriert werden
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REGELN ZUM SCHLIESSEN UBER GLEICHHEIT I

e 3-Reduktion
— Gleichheit mit einem Redex entspricht Gleichheit mit Kaktum
HE(Aru)s=t
HF uls/x] =t| reduction

e Kongruenzregeln
— Applikationen sind gleich, wenn Funktionen und Argumegieach sind
— Funktionen sind gleich, wenn sie auf allen Argumentencglsind

HE ft=qgu HE A rt=\yu

HE f=g H.2"UFtlx'/x] = ulx'/y|| LambdaEq
HFt=u |applyEq

2’ ist neue Variable, die i/ nicht frei vorkommt

¢ Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat, Substitution

HFt=t reflexivity |HFt=u HF E|t/x]
HrFt=s HFt=u
H?:Z:t HEs=u HF Elu/z]
symmetry transitivity s subst { = u
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SEQUENZENBEWEIS FUR EINE REDUKTION |

e Beweis einer einfachen Reduktion

= (Af A x fx(ff)(Axy.y) = Ax.Ay.y BY reduction
1. F dz. Az \yy)z( Az y.y)( Az \y.y)) = Az \y.y BY lambdaEq

1.1. U F Az yy)e(AxAy.y)( Az y.y)) = Ay.y BY reduction
1.1.1. 20U F (Ay.y) (AxAy.y)( Az \y.y)) = Ay.y  BY reduction
1.1.1.1. =U F Az \yy)Ax ) \y.y) = Ay.y BY reduction
1.1.1.1.1. 22U F Ay.y = \y.y BY reflexivity
e Bewels einer semantischen Gleichheit

= (Af A x fx) dyy) = Az y.y)(Az.2) BY reduction
1. F dz.(QQyy)x = Az \y.y)(Az.2) BY reduction
1.1. F dr.x = Az \y.y)(Az.2) BY symmetry
1.1.1. F Az \y.y)(Az.2) = A BY reduction
1.1.1.1. F A\yy = \z.w BY lambdaEq
1.1.1.1.1. U F 2 =2 BY reflexivity
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EIGENSCHAFTEN DES BEWEISKALKULS I

e Korrektheit
—Wenn F u=v Im erweiterten Sequenzenkalkbewiesen werden kann,
dann sind: undv semantisch gleichu(=v)
— Die neuen Regeln sind korrekt in Bezug auf semantischeltbkeitc

¢ \ollstandigkeit gilt nur in eingeschranktem Sinne

Jede (konkrete) Reduktionsfolge— v undu — v kann in eine Folge
von Beweisschrittenllr = u=v Ubertragen werden

— #-Reduktion wird vonreduction abgedeckt

— a- und¢&-Konversionen und -Reduktionen werden vaimbdaEq erfaf3t
— 1~ undv-Konversionen und -Reduktionen werden vaiplyEq erfaldt
—reflexivity, symmetry, transitivity, subst decken den Rest ab
Achtung! Es folgt nicht: “Giltu = v, so ist- u=v beweisbar’(siehe Folie D7)

e Kalk Ul kann auch definitorische Gleichheitverarbeiten
— Sind Konzepte durch definitorische Alokung erkiirt, so ersetzt
die Regelunfold die linke Seite der Definition durch die rechte
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VoM M-KALKUL ZU ECHTEN PROGRAMMEN I

e \-Kalk Ul ist der Basismechanismus
— Die Assemblersprachkeinktionaler Programme
— Nur die elemtarsten Konstrukte sind vordefiniert

e Programm- und Datenstrukturen werden codiert
— Berechnung auk-Ausdricken mulEffekte auf Struktur simulieren
(Analog zu konventionellen Computern, in denen alles als Bitmuster codiert wird)
¢ Alle wichtigen Strukturen sind leicht codierbar
— Boolesche Operationen; F, if b then s else t
— Tupel/Projektionens ,t), p.1, p.2
— Injektion/ Analyse:inl (a), inr(b), casez of inl(a)—s|inr (b) —t
— Zahlen und arithmetische Operationen
— Iteration oder Rekursion von Funktionen

Der A-Kalk tl kann alle berechenbaren Funktionen repiasentieren
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DARSTELLUNG BOOLESCHER OPERATOREN IM M-KALKUL I

Wir brauchen zwei verschiedene Objekte und einen Test

.
F
if b then s else ¢

AX . )\y . X Term fir “true”

A\X. )\y .y Term fir “false”

bst Term fir Konditional

Beweis: Die Konditional(-darstellung) ist invers zuT und F

— if T then s else ¢t = s| BY unfold cond |F if F then s else t = ¢
- Tst = s BY unfold T/F |F Fst =1t

= (Ax.Ay.x) st = s BY reduction |F (Ax.Ay.yst =1

= (A\y.s)t = s BY reduction = (A\y.y)t =1t

- s =5 BY reflexivity |F t =t
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“BEWEIS” FUR F#T |

Beweis zeigt “nur” die AbsurditatvonF=T

— Es ist nicht noglich, F £ T zu beweisen, aber weri=T ware,
dann sind alle\-Terme gleich

F F=T = Vs,t:U.s =t BY impliesR THEN allR THEN allR
1. F=T, s:U, t:U F s =t BY transitivity if F then s else t
1.1. F=T,...F s =if F thens else t BY symmetry

1.1.1. F=T,...F if F thens elset = s BY subst F=T

1.1.1.1. F=T,...F F =T BY axiom

1.1.12.2. F=T,...F if T thens elset = s BY unfold THEN unfold
1.1.1.2.1. F=T,...F (Ax.A\y.x) st = s BY reduction THEN reduction
1.1.1.2.1.1...F s = s BY reflexivity

1.2. F=T,...F if F thens elset =t BY unfold THEN unfold

1.2.1. F=T,...FOx.Ay.y) st = ¢t BY reduction THEN reduction
1.2.1.1. F=T,...Ft =1t BY reflexivity

— Beweis auch ohne Verwendung deibst Regel nbglich, aberanger
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BILDUNG UND ANALYSE VON PAAREN I

(w,v) = Ap. pPUuUv
pair.1 = pair (Ax.\y.x)
pair.2 = pair (AX.Ay.y)

match pair with (x,y) —t = pair (Ar.A\y.t)

(uniformer Analyseoperator, oft eleganter in Anwendung)

Der Analyseoperator ist invers zur Paarbildung

match (u,v) with (x,y) —1
(u,v)(A\x. A \y.t)

(Ap. puv)(Az.\y.t)

— (Az. \y.t)uwv

—  (\y.tlu/xD v

—  tlu,v/x,y (kurz r tu/z)[v/y))
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INJEKTIONEN UND FALLANALYSE I

Verallgemeinerung boolescher Operatoren

inl (a)
inr (b)

case z of inl(x) —s | inr(y) —t

AX.AV.X @
AX.Ay.y b
2z (Ax.s) (A\y.t)

Fallanalyse ist invers zu Injektionen

case inl(a) of inl(z) —s | inr(y) —t
= (inl(a)) (\z.s) (\y.t)

- (Ax.Ay.x a) (Az.s) (\y.t)
—  (Ay. Ax.s) a) y.t)

— (A\z.s) a)
.

sla/x]

Analog:case inr(b) of inl(z) —s | inr(y) —t — t[b/x]
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SIMULATION VON ZAHLEN UND ARITHMETIK I

e Darstellung naturlicher Zahlen durch iterierte Terme
— Semantisch: wiederholte Anwendung von Funktionen

— Repiasentiere di€ahln durch den\-Term A\f . \x. £ (f..(fx)..)
— Notation’n = M. \x. f"x n-mal

(Markierungm hilft, eine Verwechselung von Zahlen und zugagen\-Termen zu vermeiden)
— BezeichnungChurch Numerals

o f:N"—N \-berechenbar.
— Es gibt einem\-Termt mit der Eigenschatft

f(x1y.sxpn) =m < t .. ¢, =m

e Operationen mussen “Termvielfachheit” berechnen

— Simulation einer Funktion auf Darstellung von Zahlen
mul3 Darstellung des Funktionsergebnisses liefern

—z.B. muRadd ™ m als Wert immer den Termm+n liefern
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ARITHMETISCHE OPERATIONEN IM M-KALKUL I

e Nachfolgerfunktion: s=An.\Mf. \x. £ (n f x)
—Der Wertvons mn ist der Termn+1
sn = (An.AMf. \xx. £ (nfx)) (M. \x. f"x)

— M. x. £ ((Mf. ) \x. f"x) f x)
— M. x. £ ((Ox. f"x) x)
— M. \x. £ (£" x)

— M. x. ' ox = n+l
e Addition: add = Am. \n. AMf.Ax. m £ (n £ x)
e Multiplikation: mul = Am. An. A\f.Ax. m (n f) x
e Test auf Null: zero = An. n (An.F) T
e \organgerfunktion:
P = An. (n (A\f x. (s, match £ x withf,x—f %) (A\z.0, 0)).2
e Einfache Rekursion: PRs[b,h] = An. n h b

—Fur f = PRs[b,h] qilt: fO=bund f(sn)=h(fn)
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KORREKTHEIT DER ADDITIONSFUNKTION I

Beweise:add m m = m+n

- add m n = m+n BY unfold

F (Am.An. AMf o Ax. mf (nf x)) mn = m+tn BY reduction
F (. A Mo Axx. mf (nf x))n=mtn BY reduction
F M. . mf (n £ x) = mtn BY unfold

F Ao, (Mo Ax. £7x) £ (n £ x) = mtn  BY reduction
F Ao Ax. (Ax. £"x) (n £ x) = m+n BY reduction
F M. x., £ (0 £ x) = m+n BY unfold

F A Ax. £ (M. Ax. £"x) £ x) = m+n BY reduction
A Ax. £ ((Ax. £"x) x) = m+n BY reduction
Ao Ax. £ (f"x) = mtn BY reduction
= Af x. £ x = mAn BY unfold
A Ax. £ x o= AL Ax. £ x BY reflexivity

Keine Angabe der Unterzieladresse im Beweisbaum, da Bdiwvea ist

Beweis ist “generisch”. Konkreter Beweis nur mit konkrdtestanz fir m undn
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DARSTELLUNG VON LISTEN I

e Erweiterung des Konzepts natirlicher Zahlen
— Wiederholte Anwendung einer Funktion auf Listenelemente
— Repasentierer;..a,, durch den Term\f . \x. fa; (f..(fa, x)..)

e Grundkonzepte: Leere Liste, Anhangen, Rekursion

[] = M.\x.x
t::list = M.X\x.f ¢t (list £ x)
list ind[b,h] = Mlist. list h b
e Rekursionsgleichungeniir f = list.ind[b,h]
=S 0 =0 BY unfold
~ (Alist. list A b) [] =] BY reduce
= [ hb=0 BY unfold
= (M. x.x) h D=0 BY reduce THEN reduce THEN symmetry
F f (t::list) = h t (f list) BY unfold THEN reduce
= t::list h b= h t (f list) BY unfold
F (M Ax.ft (last £ x)) hb=ht (f list) BY reduce THEN reduce
= ht (list h b) = h t (f list) BY symmetry THEN unfold
= h t ((Alist. list h b) list) = h t (list h b) BY reduce THEN reflexivity
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PROGRAMMIERUNG REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Funktion, die durch Gleichung f(x)=t|f, «| definiert ist
—d.h. im Programmibrpert darf f sich selbst und aufrufen

¢ Darstellung: Anwendung eines Fixpunktkombinators auft
— FixpunktkombinatarA\-Term 2 mit EigenschaftR ¢t =+¢ (R ¢) fur allet
— Rekursive Funktiorf ist implementierbar durctf = R (Af.A\x.t),
dennesgiltf x = (RO\fAzt)z =(\f xet) fz — t[f,x]
— Programmiernotatiorif R(\f. Az .t) ist “function f(z) =t"
Notation “function f(x,y) =" stehtfur R(\f . \x. \y.t)

e Bekanntester Fixpunktkombinator ist der Y-Kombinator
—Y = M. (Ax. £ (xx)) (A\x. f (xx))

FYt=1t (Y t) BY unfold THEN reduction
F (Ax.t (xx))(Ax.t (xx)) =t (Y t) BY reduction

Ft Ax.t (xx))(Ox.t (xx)) =1t (Y t) BY symmetry

Ft (Yt) =t (Ox.t (xx))OAx.t (xx)) BY applyEq

-t =t BY reflexivity
FYt=(Ox.t (xx)) Ox.t (x x)) BY unfold THEN reduction
F Ox.t (xx)) (Ax.t (xx)) = (Ax.t (xx)) (Ax.t (x x)) BY reflexivity
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BEISPIELE REKURSIV PROGRAMMIERTER FUNKTIONEN I

e Fakultatsfunktion: Esist0! =1 und n! =n* (n—1)! fur n>0
— fak = function fak(n) =if zero(n) then 1 else mul n (fak(p n))
= Y (Afak.\n. if zero(n) then 1 else mul n (fak(p n)))

e Subtraktion: n—m = n, fallsm=0, sonstin—(m—1))—1
—sub = function sub(n,m) =if zero(m) then n else p(sub n (pm))

e fest n<m:. Esistn<m genaudann, wenn+1—m =0
—less = An.Am. zero(sub (s n) m)

e Division: Suche das erstemitn<(z+1) » m). Starte Suche bei 0
—div = An.Am. (function search(z) =
if less n (mul zm) then p z else search(s z)) 0

e Ackermannfunktion:
— A = function A(n,x) =
if zero(x) then 1
else if zero(n) then if zero(p x) then 2 else add x 2
else A(p n) (A n(p x))
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AUSDRUCKSKRAFT DES \-KALKULS I

Alle p-rekursiven Funktionen sind A-berechenbar

e Nachfolgerfunktion s: s = An.A\f.Ax. n f (f x)
e Projektionsfunktionen pr : prt = Ax..)\x,. X,
e Konstantenfunktion ¢/ : <" = Ax,..)x,. W

e Komposition f o (g1, .-s9n):
o = M.)Ag..)\g,. Ax. f (gx)..(g,x)

e Primitive Rekursion Pr|f, g|:
PR = Mf.)\g. function h(x) = \y.if zeroy then fx else gx (py) (hx (py))

e Minimierung p|f]:

Mu = X\f.Ax. (function min(y) =if zero(f xy) then y else min (sy)) 0
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KONSEQUENZEN DER GROSSEN AUSDRUCKSKRAFT I

Ergebnisse der Berechenbarkeitstheorigéibertragen sich

e Keine nichttriviale extensionale Eigenschaft von
X-Termen kann automatisch gepirift werden  (satz von Ricg
— Terminiertdie Berechnung einer Funktighbei Eingaber?

— Ist die durch einen-Term f beschriebene Funktiaotal
— Gelort ein Werty zumWertebereickeiner Funktionf?
— Berechnet die Funktiofi bei Eingabe von: denWert y
— Verhalten sich zwel-berechenbaréunktionen gleicfa

Man kann nicht einmal fir alle gleichen A\-Terme einen Gleichheitsbeweis finden
Das Hauptproblem ist dabei die Gleichheit nichtterminierender \-Terme

e Beweis kann direkt im A-Kalk tl gefuhrt werden
— Umweguber Berechenbarkeitstheorie mit Church’scher These,
Godelnummern, utm- oder smn-Theorem ist nicht erforderlich
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DAS HALTEPROBLEM I

Terminierung von \-Termen ist unentscheidbar

e Beweis stitzt sich auf wenige Erkenntnisse
— Az.x terminiert mit Normalform\z.x
— | =Y(Ax.x) terminiert nicht, d&' (\z.z) = (Ax. x x) (Ax. x x)
— Die Boole’schen Wahrheitswerte sind verschiedén# F

e Einfacher Widerspruchsbeweis
—Wir nehmen an, Terminierung vorTermen sei entscheidbar

T fallst¢ terminiert
F sonst
— Definiere d = \z.if h(x) then L else \z.x.
— Dannh(Yd) = h(d(Y d)) = h(if h(Y d) then L else A\x.x)

h(L)=F, fallsh(Yd)=T
h(dx.x)=T, fallsh(Yd) =F
— Dies ist ein Widerspruch, also ist das Halteproblem nichd@reidbar

d.h. es gibt einen-Termh mit h(t) = {

alsoh(Y d) =
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M-KALKUL — GRENZEN I

e Vielseitige, ausdrucksstarke Sprache
— Klares Berechenbarkeitsmodell
— Wenige Vorgabenlr formales Schliel3en
— Mengentheoretische Semantik extrem komplizieoinGain theory

e Kein Schliel3entber Datentypenmaoglich
— Wann gebrt ein Objekt zu einem bestimmten Datentyp?
— Welche Struktur hat der Datentyp eines Objekts?
— WelcheEigenschaftemat ein Programm?

e Erweiterung von Semantik / Inferenzsystemnotig
— Beschanke Freiheit dek-Terme durch Razisierung ihrer Eigenschaften
— Wahle Datentypen als Beschreibung von Programmeigenschatft

J
Typentheorie
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