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1. Syntax und Semantik

2. Type Checking und Typ-Inferenz

3. Refinement Kalil fur die Typentheorie
4. Die Curry-Howard Isomorphie

5. Eigenschaften typisierbarer Terme



[LOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

e Moderne Programmiersprachen haben Typsysteme
— Beschreibung der Grundstruktur von Objekten
— Realisiert als Zuordnung eines Typs zu Programmtermenamekt
— Ermoglicht statische Kontrolle elementarer Programmeigleaien
Viele Fehler in Programmen lassen sich als Typfehler ifiei@ren

e Zwel statisch einsetzbare Kontrollmechanismen
— TypecheckingUberpiifung ob gegebener Typ zu einem Term passt
— Typinferenz Herleitung eines zum Term zug@igen Typs
— Beide basieren auf einemypzugelorigkeitskalkil”

e Typsysteme koppeln Termstruktur an Typstruktur
— Terme erhalten eine Bedeutung, di@er das Operationale hinausgeht
— Ermoglicht prazise Definition der Semantik einer Programmiersprache
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TYPSYSTEME VEREINIGEN LOGIK UND PROGRAMMIERUNG I

e ZWwel Sichtweisen des gleichen formalen Konzepts
— ProgrammierungTerme sind Programme, Typen ihre Eigenschaften
— Logik: Typen sind Formeln und Terme ihre Evidenzen
— In beiden Rllen geht es um Typzugéhgkeit

e Zielrichtung ist unterschiedlich
— Typinferenz Bestimme Datentyp eines (Programm-)terms
— Witness finding Finde (Evidenz-)term zu einem logischen Typ
— Beides &l3t sich in Typzugatrigkeitskalkilen beschreiben

e Typkalk tl far A-Kalk Ul ist das Fundament

— A\-Terme sind Evidenzlr Implikation und Allquantor
und Elemente von (aldimgigen) Funktionedumen

— Alle Programm- / Datenstrukturen sind durkiTerme beschreibbar

— Alle Prinzipien von Typsystemen basieren auf Erkennémss
die mit Typkalldilen fur A-Terme gewonnen werden
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WAS SIND EIGENTLICH DATENTYPEN? I

e Programmterme besitzenstrukturelle Eigenschaften

—-1,2,3,... sind naltirliche Zahlen
—x+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdiickelber Zahlen
—(4,5), (7,8), (3-2,4x%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] ISt eine Liste von Zahlen
— A\x. 4*x ISt eine Funktion auf Zahlen

Datentypen sind syntaktische Rapentationen dieser Eigenschaften

e Datentypen besitzen selbst ein&truktur

-N, Z, R, B, String... sind einfach strukturierte Typen

— Datentypen @&nnen zusammengesetzt werden
- \x. 4*xx besitzt den TypN—N
- (4,5) istvom Typ NxN
- [1;4;7;8;5] geldrtzum Typ N 1list

— Datentypen &nnen Spezifikationen vdarogrammeigenschaftaein
Af:N=N | Vx:N. f(x)?<x<(f(x)+1)°} spezifiziert \x. |/
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FORMALE CHARAKTERISTIKA EINES DATENTYPS I

Syntaktische Repiasentation von Termklassen

e Direkte Beschreibung elementarer Datentypen
— Festlegung eingdamers fur den Typ N,7Z,B...
— Beschreibung deBasiselemente  0,1,2,...,0,1,-1,2,...,T,F
— Beschreibung voperatorerauf Elementen-z, x+y, -y, x*y, ...

e Konstruktoren fur strukturierte Datentypen
— Typkonstruktoren T—=T, TxT", T+T", T list,...
— KonstruktionkanonischeElemente: \x .7, (a,b), inl(a), a,::1, ...
— Nichtkanonisch®peratorerauf Elementen: f (a), p.1, ... hd(D), ...

e Grundbestandteile der beschreibenden Syntax
— Typ-Ausdruck + kanonische Terme- nichtkanonische Terme

e Alle Konzepte basieren auf FunktionstypT —T"’
— Naheliegende Erweiterung deskalkuls
— Produkte, Summen, Aldingigkeiten, etc. kommen &fer hinzu
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TYPSYSTEME: BESCHREIBUNGSFORMEN I

e Getypter A-Kalk Ul
— Typen sindTeil der Syntaxwon A-Termen: A f° T \z®. 571 29
— Datentypaller Teilausdiickeleicht zu ermitteln
— Untypisierbare Terme sind nicht formulierbar

e Typentheorie
— Terme und Typen sindnablangige Konzepte
— Typen werden Termen zugeordnetf \z.f x € (S—T)—S—=T
Typisierungist losgebst von der Formulierung des Terms
— Mehr Freiheitin der Formulierung von\-Termen
— Grol3erer Aufwand bel (nacléglicher) Bestimmung des Typs

4
Kalk Gl zum Schliel3entber Typzugehorigkeit
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EINFACHE TYPENTHEORIE — SYNTAX I

Minimal n otige Typkonstrukte fur den A-Kalk Ul

e Erlaubte Symbole

— Variablen z, v, z, zo, vo,, - - -

— Typsymbole S, T, Sy, Ty,, - . .

— Strukturelle Symbole—, A, Punkte und Klammern
e Typ-Ausdrtcke (Typen)

— Typsymbole sind (atomare) Typen
— SindS undT Typen, dann auch—7" und (77)

e Objekt-Ausdr tcke (A-Terme)
— Variablen sind Terme
— Istx Variable,t und f Terme, dann sindz.¢, f¢ und (¢) Terme

e Priorit atskonventionen sparen Klammern
— Applikation bindet shrkerals A\-Abstraktion Ae.ft = o, (ft)
— Applikation istlinks-assoziativ: ftt,= (ft)t,
— — ist recht@issoziativ: T—=T—-T,=T—T—-T)
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EINFACHE TYPENTHEORIE — SEMANTIK I

e Zuordnung von Typen zu Termen
—teT = tistein Element des Datentyfis
t beschreibt ein Objekt in der dur@hbeschriebenen Klasse
— Formale Definition folgt induktivem syntaktischem Aufbau
— Denotationelle Semantik wird gekoppelt an operationala&eik

e Zuordnung liefert Einschrankung “erlaubter” Terme
— S—T" entspricht Klasse der Funktionen vBmachT
— Typisierbare\-Ausditicke nussen (sinnvollelrunktionendarstellen
Keine unkontrollierte Rekursion oder Selbstanwendung
Minimale Begrenzung der Ausdruckskraft de&alkuls
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TYPZUORDNUNG AN KONKRETE TERME I

e Typzuordnung an Termvariablen
— Termvariablen sind Platzhaltarrfunbekannte Objekte
— 2 kann zu jedemX’ geloren, wenne Variable undl” Typsymbol
— Feste Zuordnung nur, wenn Annahméer Typ vonr vorliegen
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e Typzuordnung an A-Abstraktionen
— Az.t mufd zu einem Funktionenrauf—1" geloren
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TYPZUGEHORIGKEIT: WICHTIGE ERKENNTNISSE I

e Nur geschlossene Terme sind vollandig typisierbar
— Typ offener Terme baigt Annahmen zu Typen der freien Variablen

e Nicht jeder (geschlossenel-Term ist typisierbar
— Sonst @be es eine einfache denotationelle Semantik\el€alkils

— Beispiel: \xx. _x  _x  furbeliebiges undT

S—T S
— Die Gleichungs =S—T hat keine “narliche” Losung

e Der Typ eines\-Terms ist nicht eindeutig
— Naheliegend: M\f.\x.fx ¢ (S—T) — (S—T)
— Auch mbglich Mf. \x. fx ¢ (8—(T—8)) — (8—(T—8))
M. Ax.fx € (8—=S) — (S—S)
— (S—T)—(S—T) ist die allgemeinste Fornp(inzipielles Typschemna
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SEMANTIK DER TYPENTHEORIE PRAZISIERT I

e Urteile definieren Typzugelorigkeitsrelation t €T

—xeT nur wennx 1" bekannt und: Termvariable
—X\r.t e S=T fallsteT auszx €S folgt

—ftelT falls f ¢ S—T undt<.S fur einen TypS gelten
—(t) €T falls ¢t €T gilt

—t e (1) fallst T gilt

Ein Termt heil3ttypisierbay falls¢ € T" fur einen TypI gilt
Dasprinzipielles Typschemwont ist der allgemeinste Typ' mit¢ € T°

e \-Kalk Ul definiert semantische Gleichheit von Termen
—t = u, falls es einen Term gibt mitt — v undu — v

— Reduktion erhlt Typzugebrigkeit: (tcT » t —t) = t'cT  (Foliem)
Semantisch gleiche typisierbare Terme @&m zum gleichen Typ

— Umkehrung gilt nicht:(t' ¢ T » t — /) A teT
(M. Ay.y) (Ax.xx) nicht typisierbar, dag Ax.x x) nicht typisierbar,
aber(\f. \y.y) (\x.xx) — Ay.y e T—T
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TYPZUGEHORIGKEIT HARMONIERT MIT REDUKTION I

Sind ¢t und ¢’ typisierbar und semantisch gleich, sogilt e T < t' €T

1. Reduktion erhalt den Typ: aust LN folgt teT < t'eT
Beweis durch Induktiomiber die Termstruktur voh(Skizze)
—¢ Variable: t ist in Normalform, also ist’ identisch zu v
—t = \z.u Dannt’ = \r.u mitu—s /.
AusteT folgt T = S;—S, mit ueS; wennz € 5.

Per Induktionsannahme qilt < S; wennz €51, alsot’ €T’
Gleiches Argumentiir ¢t <7 wennt' €T’ Y

—t = (Az.w)vundt' =ufv/x|: AusteT folgt A\x.u € S—T undveSs,
alsou 7', wennz € S. Damitu|v/z| € T
Aust’' T folgtve S undueT wennzeS. Damit (\z.w) v e T.

—t = fu:Dannt’ = fud/ undu 5 o/ odert! = flu undfi>f’.
Gleiches Argument wie zuvor. V

2.Aust —s t'folgt teT < t' €T (InduktionUber Reduktionginge)

3.t und ¢’ sind semantisch gleich, went — w und t/ —
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TYP-INFERENZ UND -UBERPRUFUNG I

e Bestimme den Typ eines beliebigen Terms
— Vollautomatischiir einfache Typstrukture(ML, Haskell, Java, ...)
— Unentscheidbarir komplexe DatentypeflLogische Spezifikationen)
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— Ergibtprinzipielles Typschema od®&achweis deiNichttypisierbarkeit
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X X

1 2

A\ . J
TV
XO
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1 2
\ - _J/

N

X

0
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HINDLEY-MILNER TYPE-CHECKING ALGORITHMUS I

e Eingabe geschlossenex-Termt
Ausgabe prinzipielles Typschema vanoder Fehlermeldung

Interne Daten: Umgebungenv deklarierter Typzugetrigkeiten
Globale Substitutiom von Typvariablen durch Typen

e Start: Setzes:=[] und rufeTYPE-OF ([], ¢) auf

e Algorithmus TYPE-OF (Env,t):
Fallst=x (Variable): suche Deklaration: 7" in Env und gebel” aus
Fallst=f u. SetzeS,.=TYPE-OF (Env, f), S5o:=TYPE-OF (Env, u)
Wahle neueg; ., unifizieres(S;) mit So—X, ..
Setzes ;= ¢'oo, wobeio’ Ergebnis der Unifikation
Ausgabeo(X;;1) (Fehlermeldungwenn Unifikation fehlscligt)
Fallst=Az.u: Wahle neueg;.
] TYPE-OF(ENnv-[z:X;,1],u) falls = nicht inEnv
"7 ) TYPE-OF (Env- [2: X011, ulz’/2]) sonsti’ neue Variable)

Ausgabeo(X;.1)—S1
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env

Aktueller Term ¢|Substitution o

UNIFY

Typ T

A Ax. £(£(£x))
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Aktueller Term¢

Qubstitution o

UNIFY

Typ T

M. Ax (£ (Ex))

Mx. f(f(fx))
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢

Qubstitution o

UNIFY

Typ T

Mo Ax (£ (Ex))

f:X Ax. f(£f(£x))

f:X, x:X, f(£f(fx))
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY TypT
A Ax. £(£(£x))

f:X, Ax. f(£(£x))

f:X,, x:X, f(f(fx))

f:X,, x:X, f Xy
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY TypT
M Ax. £(£(£fx))

f:X, AXx. f(f(£x))

f:X, x:X, f(f(£fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG

Einfache Typentheorie




TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY TypT
M Ax. £(£(£fx))

f:X, AXx. f(f(£x))

f:X, x:X, f(f(£fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

f:X,x:X f X

O)
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY TypT
M. Ax. f(£f(fx))

f:X, Ax. T(£f(fx))

f:X, x:X, f(f(fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

f:X, x:X, f X,

£f:X,x: f x
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY TypT
M Ax. £(£(£fx))

f:X, AXx. f(f(£x))

f:X, x:X, f(f(£fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

f:X, x:X, f X,

f:X,, x:X| f x

f:X,x:X X
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY Typ T
M Ax. £(£(£fx))

f:X, AXx. f(f(£x))

f:X,, x:X, f(f(fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

f:X, x:X, f X,

f:X,, x:X| f x

f:X,, x:X, f X,

f:X,x:X X X
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢| Substitution o UNIFY Typ T
M Ax. £(£(£fx))

f:X, AXx. f(f(£x))

f:X,, x:X, f(f(fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f(fx)

f:X, x:X, f X,

f:X,, x:X, f x|[X—~X,/X|] X,=X—~X, |X,

f:X,, x:X, f X,

f:X,x:X X X
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢ | Substitution o UNIFY Typ T
M Ax £(£(Ex))

f:X, Ax. f(f(fx))

f:X,, x:X, f(f(fx))

f:X,, x:X, f X,

f:X, x:X, f(£x)|[X, X, X, =X, X=X, = XXX,

/X37 X27 Xl’ XCJ

£:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X, f x| X—~X,/X|] X,=X—~X, |X,

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X| X X,
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢ | Substitution o UNIFY Typ T
ML Ax. £ (E X))

f:X, Ax. f(£(fx))

f:X, x:X, FEEx)) | Xy, Xy, Xy, Xy—= Xy [ X=X, = X—Xy | Xy
/X37 X2’ Xl’ X(J

f:X,, x:X| f X,

f:X, x:X| f(Ex)|[X, X, X—X, X=X, = X—~X,|X,
/X, X, X, X|]

f:X, x:X, f X,

f:X,, x:X, f x|[X—~X,/X] X,=X—~X, |X,

f:X,, x:X, f X,

f:X,x:X X X
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢ | Substitution o UNIFY Typ T
ML Ax. £ (E X))

f:X, Ax. £ (E(Ex))|[ Xy, Xy, Xy, Xy— Xy X4— Xy
/X37 X27 Xl’ X(J

f:X, x:X, FEEx)) | Xy, Xy, Xy, Xy—= Xy [ X=X, = X—Xy | Xy
/X37 X27 Xl’ X(J

f:X,, x:X| f X,

f:X, x:X| f(Ex)|[X, X, X—X, X=X, = X—~X,|X,
/X, X, X, X|]

f:X, x:X, f X,

f:X,, x:X, f x|[X—~X,/X] X,=X—~X, |X,

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X| X X,
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TYPISIERUNG VON AfAx. f(f(fx))

Env Aktueller Term¢|Substitution o UNIFY Typ T
A Ax. E(EE ) |[Xy, Xy, Xy, Xy— XYy (Xy—Xy) — Xy— Xy

/X37 X27 Xl’ X(J

f:X, Ax. £(E(Ex))|[ Xy, Xy, Xy, Xy— Xy Xi—Xy
/X37 X27X17 XCJ

f:X, x:X, FEE))|[ Xy, Xy, Xy, Xy—= Xy (XX, = X—~Xy|1 Xy
/X37 X2’X17 XJ

f:X,, x:X, f X,

f:X,, x:X| fEx X, X, X—X, X=X, = X—~X,|X,
/X?)’ X27 Xl’ X(J

£:X, x:X, f X,

f:X,, x:X, f x| X—~X,/X|] X,=X—~X, |X,

f:X,, x:X, f X,

f:X,x:X X X
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REFINEMENT KALKUL FUR DIE TYPENTHEORIE I

e Umsetzung der semantischen Urteile als Inferenzregeln
— Urteile sindschematische Regeln zur Definition von Semantik
— Inferenzregeln sindyntaktische Vorschrifteriif Beweistihrung

e Schliel3entiber Gleichheit und Berechnung
— Regeln zur Auswertung von Termen wie k¥Kalkul

e Schliel3entiber Typzugehorigkeit
— Dekompositionsregeln zur Zuordnung von Typen zu Termen
— Berbtigt Nachweils, dal3 manche Augdke Datentypen darstellen

e Schliel3entiber Struktur von Datentypen
— Regeln zur strukturellen Analyse von (Typ-)Augcdken
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INTEGRATION VON TYPZUGEHORIGKEIT UND GLEICHHEIT I

e Gleichheit hangt eigentlich vom Typ ab
—4 und7 sind verschieden als Zahlen aber gleictZin
—(2,4)und(1,2)sind verschieden als Zahlenpaare aber gleicl in

— In der einfachen Typentheorie haben semantisch gleictmaele
allerdings immer denselben Typ

e Kombiniere s=t und t € T" zur Relation s=t €T’
— Pradikat mit fester Bedeutungs ‘Und¢ sind im TypT' gleich’
— s=t ¢ 1" bedingt neben der Gleichhett auchs <7 undt T
— Typzugelorigkeitt < 7" wird als Kurzform fir t=t <'T" betrachtet

— Inferenzregelnir Typzugelorigkeit werden als Spezialfall der
entsprechenden Gleichheitsregeln angesehen

¢ Allgemeine Reflexivitatsregel wird ungultig
—t=t T" gilt nur, wenn auclt <’7" gezeigt werden kann
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ERWEITERUNGEN DES LOGISCHEN REFINEMENT KALKULS

e Sequenzen enthalten Variablen- und Typ-Deklarationen
—x:S (TermVariablendeklaratioyy oder 7': U (Typdeklaratio
— Konzept der Deklaration in Sequenzen bekommaulishen Sinn

e Neues festes Symbdl (Universum aller Typen)
— U war bisher nur Platzhalter innerhalb von Variablendekiangzn

e Konklusion kann Typisierungen enthalten
— Typisierte Gleichheit s=t ¢ T" (oder Kurzformt 7"
— Typeigenschaft TeU (“Tistein Tyg)

¢ Definition der Sequenz wird verfeinert Hy, .., H, - C
— H, = x1:A; Deklaration, C' (Formel mit) Typisierung(en)
— H,, .., H, Istrein, wenn jede Variablgenau einmal deklarier$t und
jede Typvariable einer Variablendeklarationen zuvor de&tt wurde
—I' = teT istInitialsequenZur Typisierungsbeweise, werirein ist
und genau die ifi" vorkommenden Typvariablen deklariert

e Definition von Regel, Bewels, Theorem etc. unvandert
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REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN 1YPENTHEORIE I

e Regel tir 3-Reduktion
— Regel des\-Kalkuls wird erweitert um Typ der Terme in Konklusion
HEMrw)s=teT
Htuls/x]=teT reduction
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REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN 1YPENTHEORIE

e Regel tir 3-Reduktion
— Regel des\-Kalkuls wird erweitert um Typ der Terme in Konklusion

HFEMw)s=teT
HFuls/z]=teT

reduction

e Kongruenzregel fur Applikation
— Direkte Umsetzung des Urteils erweitert Regel ald&alkiils um Typen

HFEft=gueT
HE f=ge ST
HtEt=ueS

applyEq S

HEfteT

HE feS=>T
HrEteS

Kurzform fur
Typzugeldrigkeit

— ArgumenttypS muf3 als Parameter der Regel angegeben werden
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18 Einfache Typentheorie




REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN 1YPENTHEORIE

e Regel tir 3-Reduktion
— Regel des\-Kalkuls wird erweitert um Typ der Terme in Konklusion
HEMrw)s=teT
Htuls/x]=teT reduction

e Kongruenzregel fur Applikation
— Direkte Umsetzung des Urteils erweitert Regel ald&alkiils um Typen
HFEft=gueT
HE f=ge ST
HFEt=ueS applyEq S
— ArgumenttypS muf3 als Parameter der Regel angegeben werden

e Kongruenzregeln fur Abstraktion

HE X et = yu e S=T
H,2"SFtlx'/x]=ulz'/y] €T
HEScU lambdaEq (2' neue Variable, nicht frei in H)

— Teilziel mufl? Typdeklaration’:S der A-Variablen enthalten

— AusdruckS muf} als Typ nachgewiesen werden
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REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN TYPENTHEORIE (IT)

e Neue Typdekompositionsregellr Schliel3entber Typen

HES—=T cU

HES cU
HFET U
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REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN TYPENTHEORIE (IT)

e Neue Typdekompositionsregellr Schliel3entber Typen

HES—=T cU

HES cU
HFET U

functionl

e Reflexivitatsregel berotigt Typdeklaration

HFEz=2

declaration

Auch geeignetiir Beweis von Typdeklaratione/, 7-U, H' =T € U
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REFINEMENT-REGELN DER EINFACHEN TYPENTHEORIE (IT)

e Neue Typdekompositionsregellr Schliel3entber Typen

HES—=T cU

HES cU
HET U functionlI

e Reflexivitatsregel berotigt Typdeklaration

H o T HtFxz=xz¢T | declaration
Auch geeignetiir Beweis von Typdeklaratione/, 7-U, H' =T € U

e Symmetrie, Transitivitat, Substitution

HtEt=ueT HFClt/x]
HFu=teT HFHt=uelS
symmetry H+Clu/z]
HEt=ucT H,z:S+F Clx]eU subst t=ueS
_ — Typ der ersetzten Terme muf3 als
Hrt=secl Parameter der Regel angegeben werden
HiEs=uecl — Ausdruck(' in Konklusion muR ir

transitivity s alle Instanzen von wohlgeformt sein
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REFINEMENTBEWEIS FUR (Af.A\x. fx)(Az.2) e T—T

T-UF (A x. fr)(Az.2)eT—=T

1. T'UF A x. fee(T—=T)—(T—T)
1.1. T"U, fT—TF Xx. freT—T
1.1.1. 70U, fT—-T, 21T+ frxel

1.1.1.1. 70U, fT—=T, 2T+ felT—T
1.1.1.2. 70U, fT—T . 2T+ xeT

1.1.2. T'U, fT—-T+FTeU

1.2. TURT—TecU
1.21. T"UFT U
1.22. T'UFT U

2. T'UF Az.zeT—T
2.1. T'U,zT'F2€T
2.2. T'UFTeU

BY
BY
BY
BY

BY
BY

BY

BY
BY
BY

BY
BY
BY

applyl T—T
lambdal
lambdal
applyl T
declaration
declaration

declaration

functionl
declaration

declaration

lambdal
declaration

declaration
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TYPISIERUNGSREGELN VS. LOGISCHE REGELN I

HEFMxit e S=T HEFA=B ecv=Xab
H,2"SEtla'/z] €T H,a:AF B ev=1b
lambdaEq HFSeU impliesR
HbE fteT H+FDB ev= f(a)
HEF feS=>T HFA=B ecv=f
applyEq .S HiFtelS HFA ev=a modus ponens A
OriginalregelimpliesL ist Variantevon | /1, f:A= B, H' - C ev= c[f(a)/b]
modus ponens, die auf Hypothesen H ffA=B HFA ev=a
arbeitet und4d = B explizit voraussetzt HbB H +-C ev=_c
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TYPISIERUNGSREGELN VS. LOGISCHE REGELN I

HEFMxit e S=T HFEFA=B ev=\ab
H,2"SEtla'/z] €T H,a:AF B ev=1b
lambdaEq HEFSeU impliesR
HbE fteT H+FDB ev= f(a)
HEF feS=>T HFA=B ecv=f
applyEq .S HiFtelS HFA ev=a modus ponens A
OriginalregelimpliesL ist Variantevon | /1, f:A= B, H' - C ev=c|[f(a)/b]
modus ponens, die auf Hypothesen H ffA=B HFA ev=a
arbeitet und4d = B explizit voraussetzt HbB H +-C ev=_c

Zusammenhang wurde bekannt @lsrry-Howard Isomorphie

Typ Formel

Variablevom Typ .S Annahme(von Evidenz @ir Formel).S
Termvom TypT (freie Variablen aus;) Beweisvon' (Annahmens))
Typechecking Beweishrung

(Regel der)\-Abstraktion = -Einfuhrung(rechts)

(Regel der)Applikation = -Analyse(links)
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CURRY-HOWARD ISOMORPHIE LASST SICH FORTSETZEN I

Erweitere Typentheorie um Produkte und Summen

e Zusatzliche Typ- und Objekt-Ausdricke
— SindS undT Typen, dann aucli' x71', S+T
— Sindzx, y, z Variablen,a, b, s, t,uw Terme, dann sind auctu, b), .1, ¢.2,
inl(a), inr(d), und case u of inl(x) — s |inr(y) —t Terme

e Zusatzliche Urtelle der Typzugelorigkeitsrelation t €T
—(a,b) € SXT fallsaeSundbeT
—t1leSundt2eT fallst ¢ SxT
—inl(a) € S+7T und inr(b) € S+T fallsa ¢ S bzw.b € T
—case u of inl(z) —s |inr(y) —t < T’ falls u e S+T
unds <7’ ausx €S sowiet € T" ausy T folgt
e Zusatzliche Reduktion und Inferenzregeln entsprechend
— Regeln iir Produkttyp entsprechen denen der Konjunktion

— Regeln @ir Summentyp entsprechen denen der Disjunktion
Formale Logik kann als Spezialfall der Typentheorie reatisverden
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EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform (d.h. sind alle Funktionztal)?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einernf\We

e Starke Normalisierbarkeit
— Terminiert jede beliebige Reduktionsfolge?
— Damit kbonnte jede Reduktionsstrategie gdw werden
e Konfluenz (Church-RosserEigenschatft)
— Kann man verschiedene Reduktionsfolgen wieder zusanirnent?
— Damit ware die Normalform eines Terms eindeutig
e Entscheidbarkeit
— Ist Typisierbarkeit oder Gleichheit von Termen entschai@
— Damit wilrde Korrektheit Aquivalenz von Programmen testbar
e Ausdruckskraft
— Gibt es wichtige Funktionen, die nicht typisierbar sind?

Alle Erkenntnisse gelten auch @ir erweiterte Typentheorie
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))

Reduzieretrice (trice (\x.x) )
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduzieretrice (trice (Ax.x) ) Tiefe 2
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduzieretrice (Ax. (A\x.x) ( (Ax.x) ( (Ax.x) x))) Nach Reduktion
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduzieretrice (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ((Ax.x) x))) Tiefe 2
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
ReduziereAx. (Ax. (Ax.x) ((A\x.x) ((Ax.x)x)))
((Ax. (Ox.x) ((Ax.x) ((Ax.x)x)))
((Ax. Ox.x) (Ax.x) ((Ax.x)x))) x) ) NurTiefel
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Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
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¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduziere Ax. (Ax. (Ax.x) (((A\x.x) ((A\x.x)x)))
(x. (A\x.x) ((x.x) ((A\x.x)x)))

X ) Tiefe 1
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von
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— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée
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X ) Tiefe 1
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduziere x. (Ax. (Ax.x) ((A\x.x) ((Mx.x)x)))
X Tiefe 1

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 24 Einfache Typentheorie




SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?
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—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
ReduziereAx. (\x. (\x.x) ( (\x.x) x))
X Tiefe 1
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduziere \x. (Ax. (Ax.x) x)
X Tiefe 1
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

e Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Reduziere x. (A\x. x)
X Tiefe 1
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare A-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T") eines TypausdrucksT
—d(T)=0,fallsT T, d(S—T)=1+maxd(S),d(T))
— Tiefe des RedexX\z.t) u = Tiefe des Typs vonzr.t.
—Tiefe eines Terms = maximale Tiefe der Redizes von

¢ Rightmost-Maxdepth Strategie
— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maxinediée

Beispiel: trice (trice (Ax.x) ) mit trice = M. \x.f(f(fx))
Ergebnis \x. x Keine Redices
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RIGHTMOST-MAXDEPTH STRATEGIE I

Die Rightmost-Maxdepth-Strategie terminiert
auf allen typisierbaren A-Termen

e Lemma Die Strategie verringert Anzahl der Redizes maximalereTief
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RIGHTMOST-MAXDEPTH STRATEGIE I

Die Rightmost-Maxdepth-Strategie terminiert
auf allen typisierbaren A-Termen

e Lemma Die Strategie verringert Anzahl der Redizes maximalereTief

— Seir=(\z.u) v das rightmost-maxdepth Redex von
—r wird reduziert zu dem Term|v /x| ohne Redizes maximaler Tiefe
— Redizes vort aul3erhalb vom bleiben unvedindert v
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— Seir=(\z.u) v das rightmost-maxdepth Redex von
—r wird reduziert zu dem Term|v /x| ohne Redizes maximaler Tiefe
— Redizes vort aul3erhalb vom bleiben unvedindert v

e Lemma Hat+ maximalm Redizes der maximalen Tiete
dann hat eine Normalformt’ mit ¢t —s ¢ fur einn eN

— Zeige durch Doppelinduktioiiberd undm mit obigem Lemma,
dal} die Rightmost-Maxdepth-Strategie immer terminiert v
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RIGHTMOST-MAXDEPTH STRATEGIE I

Die Rightmost-Maxdepth-Strategie terminiert
auf allen typisierbaren A-Termen

e Lemma Die Strategie verringert Anzahl der Redizes maximalereTief

— Seir=(\z.u) v das rightmost-maxdepth Redex von
—r wird reduziert zu dem Term|v /x| ohne Redizes maximaler Tiefe
— Redizes vort aul3erhalb vom bleiben unvedindert v

e Lemma Hat+ maximalm Redizes der maximalen Tiete
dann hat eine Normalformt’ mit ¢t —s ¢ fur einn eN

— Zeige durch Doppelinduktioiiberd undm mit obigem Lemma,
dal} die Rightmost-Maxdepth-Strategie immer terminiert v

U

Jeder typisierbare A-Term ist normalisierbar
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STARKE NORMALISIERBARKEIT I

Fuhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?

e ¢ stark normalisierbar (SN):
— Jede int beginnende Reduktionsfolge terminiert
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STARKE NORMALISIERBARKEIT I

Fuhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?

e ¢ stark normalisierbar (SN):
— Jede int beginnende Reduktionsfolge terminiert

e Nachweis extrem aufwendig
— Jede Reduktionsfolgeiimste analysiert werden

— Induktionsbeweis zeigt Versalung von starker Normalisierbarkeit
Jeder typisierbara-Term ist “berechenbar”
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STARKE NORMALISIERBARKEIT I

Fuhrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?

e ¢ stark normalisierbar (SN):
— Jede int beginnende Reduktionsfolge terminiert

e Nachweis extrem aufwendig
— Jede Reduktionsfolgeiimste analysiert werden

— Induktionsbeweis zeigt Versahfung von starker Normalisierbarkeit
Jeder typisierbarg-Term ist “berechenbar”

¢ \Wichtige Hilfskonzepte

— Berechenbare typisierte Terme
-teT furT 7T ist berechenbar, fallsstark normalisierbar
- te S—=T berechenbar, fallss berechenbartfr berechenbarec S

— Mehr als nur SNjede Anwendung vorhist berechenbar

— Neutrale Terme
- t Ist neutral, wenr nichtdie Gestalt\z: . u hat
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NACHWEIS DER STARKEN NORMALISIERBARKEIT I

Zeige durch Induktioniber die Struktur des Typs vont undt’
1. t berechenbar=- t stark normalisierbar

2. tberechenbanﬁﬂt’ = t' berechenbar

3. t neutral ¢ AN impliziert ¢’ berechenbar= t berechenbar

4. t neutra) in Normalform =- ¢ berechenbar

Zeige durch Doppel-Induktionber Anzahl von Reduktionsschritten
5. t[s/x| berechenbarlir berechenbare = Az .t berechenbar
Zeige durch Induktioriber die Struktur vom=t|x; ...z,

6. Sindz;...x,, freie Variablen ir¢, b, berechenbare Terme vom Typ

derz;, dannistt|b,...b, /x;...z,| berechenbar
7. Aus 6. folgt:Jeder typisierbare A-Term ist berechenbar

— Sindzx; ..z, freie Variablen vort, so qgiltt = t[zy...x, /2.2,
—Alle z; sind neutral und in Normalform, alswrechenbar v

U

Jeder typisierbare A-Term ist stark normalisierbar
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. I

1. ¢t berechenbar=- ¢ stark normalisierbar

2. tberechenbart,&t’ = t' berechenbar

3. t neutral t N impliziert t’ berechenbar=- ¢ berechenbar
4. t neutral, iIn Normalform=- ¢ berechenbar

Simultane Induktion Uber Struktur des Typs T von ¢ und ¢’
4. folgt jeweils aus 3.da Terme in Normalform nicht reduzierbar sind)
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. I

1. ¢t berechenbar=- ¢ stark normalisierbar

2. tberechenbalt,ﬁt’ = t' berechenbar

3. t neutral t N impliziert t’ berechenbar=- ¢ berechenbar
4. t neutral, iIn Normalform=- ¢ berechenbar

Simultane Induktion Uber Struktur des Typs T von ¢ und ¢’
4. folgt jeweils aus 3.da Terme in Normalform nicht reduzierbar sind)

e I atomar:
1.t berechenbar= t stark normalisierbafper Definition) v
2.t berechenbat, —— ¢/, dannt’ SN, alsot’ berechenbar J

(Jede Reduktionsfolgé,t ts,. . . terminiert, d&,t’,t],t,,. . . terminiert)

3.t neutral,t — ¢/ impliziert t’ berechenbar, dannSN und berechenbay
(Jede Reduktionsfolgkt’,t” t"”,. . .terminiert, da’,t” t'”,...terminiert)
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. (II)

e SeiT =T7—T5,, Behauptung gelte tir Terme in T und T

1. Seit <'T" berechenbar < T Variable,t 5>t1 6>t2 ﬁ>... Reduktionsfolge

— x neutral, in Normalform, alsberechenbafinduktionsannahme 4.)

— t x €Ty berechenbar (per Definition), alstark normalisierbafinduktionsannahme 1.)
— Reduktionsfolgéx, t,x, tox, .. .terminiert also auch, ¢4, to, ...

— ¢ stark normalisierbar v
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. (II)

e SeiT =T7—T5,, Behauptung gelte tir Terme in T und T

1. Seit <'T" berechenbar < T Variable,t 5>t1 6>t2 ﬁ>... Reduktionsfolge

— x neutral, in Normalform, alsberechenbafinduktionsannahme 4.)

— t x €Ty berechenbar (per Definition), alstark normalisierbafinduktionsannahme 1.)
— Reduktionsfolgéx, t,x, tox, .. .terminiert also auch, ¢4, to, ...

— ¢ stark normalisierbar v

2. Seit berechenbales gelte 51 Seis T} berechenbar

— t s €15 berechenbar undk i> t's, alsot’ s € Ty, berechenbafinduktionsannahme 2.),
— t’ berechenbal(Definition) J
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. (II)

e SeiT =T7—T5,, Behauptung gelte tir Terme in T und T

1. Seit <'T" berechenbar < T Variable,t ﬁ>t1 6>t2 6>... Reduktionsfolge

— x neutral, in Normalform, alsberechenbafinduktionsannahme 4.)

— t x €Ty berechenbar (per Definition), alstark normalisierbafinduktionsannahme 1.)
— Reduktionsfolgéx, t,x, tox, .. .terminiert also auch, ¢4, to, ...

— t stark normalisierbar v

2. Seit berechenbales gelte 51 Seis T} berechenbar
— t s €15 berechenbar undk i> t's, alsot’ s € Ty, berechenbafinduktionsannahme 2.),

— t’ berechenbal(Definition) .
3. Es gelte neutral t N impliziertt’ berechenbarSeis €T} berechenbar
5

— s SN (Induktionsannahme 1). Wir zeigen—: ¢* impliziert t* berechenbar

durch Induktioniiber maximale Anzaht der Reduktionsschritte von

- n=0: s istin Normalform, alsag* =t s mit ¢ i> t’. Dannt’, t* berechenbar

- n-+1: t neutral, alsag s kein Redex
 Fallst* = ' s mit t — t', dannt* berechenbar
 Fallst* = ¢t &' mit s — s', danns’ SN mit maximaln Schritten und berechenbar
ts Dyt impliziertt™ berechenbar (innere Annahme) und < 75, neutral
alsot* = t s’ berechenbar (Induktionsannahme 3.)

— t s €I, neutral, also berechenbar (Induktionsannahme 3.)
— t berechenbar v
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 5. I

t typisierbart|s/x| berechenbartir berechenbare = Az .t berechenbar

Seit|s/xz] berechenbariir alle berechenbare
— Zu zeigen ist\x.t) s berechenbartir berechenbare
bzw., da(\z.t) s neutral: (A\z.1) s P = berechenbainach 3)
—t ist berechenbadennt=t|z /x| und jede Variable: ist berechenbar nach (4)
— Alsot unds stark normalisierbar nach (1)
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 5. I

t typisierbart|s/x| berechenbartir berechenbare = Az .t berechenbar

Seit|s/xz] berechenbariir alle berechenbare
— Zu zeigen ist\x.t) s berechenbartir berechenbare
bzw., da(\x.t) s neutral: (\xz.1) s P = berechenbainach 3)

—t ist berechenbadennt=t|z /x| und jede Variable: ist berechenbar nach (4)

— Alsot unds stark normalisierbar nach (1)
Bewels durch Doppelinduktioiaiber Summe der Reduktionssschritte vamd s
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 5. I

t typisierbart|s/x| berechenbartir berechenbare = Az .t berechenbar

Seit|s/xz] berechenbariir alle berechenbare
— Zu zeigen ist\x.t) s berechenbartir berechenbare
bzw., da(\x.t) s neutral: (\xz.1) s P = berechenbainach 3)

—t ist berechenbadennt=t|z /x| und jede Variable: ist berechenbar nach (4)

— Alsot unds stark normalisierbar nach (1)
Bewels durch Doppelinduktioiaiber Summe der Reduktionssschritte vamd s

- Fallst* = t|s /x|, dannt* berechenbar (— Argument fir Basisfall), /
Fallst* = (\z.t') s mitt — ¢/
Dannt’ berechenbar (2) und SN (1) mit weniger Reduktionsschritten
Also t*=(\z.t') s —»i = i berechenbar (Induktionsannahniie f)
Also t* berechenbar nach (3) (— AuBerer Induktionsschrittif ¢) .,/
Fallst* = (\z.t) s’ mit s - &',
Danns’ berechenbar (2) und SN (1) mit weniger Reduktionsschritten
Also t*=(\z.t)s' —*s¢ = # berechenbar (Induktionsannahnie §)
Also t* berechenbar nach (3) (— Innere Induktionsschritteif s) ./
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 0. I

t typisierbar,r;. ..z, (alle) freie Variablen vonm,
b; berechenbar und vom Typ dey. Dannt|b,..b, / x;1..x,| berechenbar

Induktion Uber die Struktur von t=t|x{..xy]
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 0. I

t typisierbar,r;. ..z, (alle) freie Variablen vonm,
b; berechenbar und vom Typ dey. Dannt|b,..b, / x;1..x,| berechenbar

Induktion Uber die Struktur von t=t|x{..xy]
- Fallst = z;, dannt|b;..b,, / x1..z,] = b; berechenbar v
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 0. I

t typisierbar,r;. ..z, (alle) freie Variablen vonm,
b; berechenbar und vom Typ dey. Dannt|b,..b, / x;1..x,| berechenbar
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: VORTEILE I

e Jede Reduktionsstrategikann angewandt werden
— Terminierung ist immer gesichert
— Es gibt effizientere (“riskantere”) Strategien als RigostaMaxdepth
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KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION ——3 |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?
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KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e Iteration einer Reduktionsrelation —
—t —> s: s ergibt sich aus durchn Reduktionsschritte
t Ly s fallst=s, t% s, falls es einu gibt mitt —— v undu — s
—t—>» s:esgibteimeNmitt — s
—t 5 s es gibt einn>0 mit £ - s
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KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION —

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e teration einer Reduktionsrelation —
—t —> s: s ergibt sich aus durchn Reduktionsschritte
t Ly s fallst=s, t% s, falls es einu gibt mitt —— v undu — s
—t—>» s:esgibteimeNmitt — s

—t 5 s es gibt einn>0 mit £ - s / \
o 15 esgibtu mitu — tundu — s

tls: esgibtu mitt — uwunds —u \ /
e Konfluenz: austts folgt immert,s

Lokale Konfluenz: ausu ——t, u — s folgt | s
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DIAMOND LEMMA I

" stark normalisierbar, lokal konfluent = -3 konfluent

e FUr jeden Term v gibt es einn, so dal} jede inv beginnende
Reduktionsfolge in maximaln Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge vonterminiert
— Endliche Verzweigung vor— : es gibt eine maximale Schrittzahl
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CHURCH-ROSSER THEOREM I

In der einfachen Typentheorie ist i) konfluent
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CHURCH-ROSSER THEOREM I

In der einfachen Typentheorie ist i konfluent

° i> Ist lokal konfluent

Es gelteu &t, u—s s unds# t

Betrachte Teilterm vom der Gestalt \z . v) w oderv w, so dald

— s entsteht durch Reduktion van w
oder desaul3erers-Redex

—t entsteht durch eine
andere Reduktion des Tellterms
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CHURCH-ROSSER THEOREM I

In der einfachen Typentheorie ist i konfluent

° i> Ist lokal konfluent

Es gelteu Lt, u—s s unds# t

Betrachte Teilterm vom der Gestalt \z . v) w oderv w, so dald

— s entsteht durch Reduktion vanw  (\z.v) w - vw /] ;
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andere Reduktion des Tellterms i
Reduktionskette kann geifd (Az.0") w |

Diagramm zusammeng#irt werden l
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In der einfachen Typentheorie ist i konfluent

° i> Ist lokal konfluent

Es gelteu Lt, u—s s unds# t

Betrachte Teilterm vom der Gestalt \z . v) w oderv w, so dald

— s entsteht durch Reduktion vanw  (\z.v) w - vw /] ;

oder desaul3erers-Redex | \ \ |

— ¢ entsteht durch eine i Oz.v) w' v[w'/x] |

andere Reduktion des Tellterms | i

Reduktionskette kann geid Q) w Vw/al

Diagramm zusammeng#frt werden AN N |
I Az v)wh - - - - - - — v'[w'/x]
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CHURCH-ROSSER THEOREM I

In der einfachen Typentheorie ist i konfluent

° i> Ist lokal konfluent

Es gelteu Lt, u—s s unds# t

Betrachte Teilterm vom der Gestalt \z . v) w oderv w, so dald

— s entsteht durch Reduktion vanw  (\z.v) w - vw /] ;

oder desaul3erers-Redex | \ \ |

— ¢ entsteht durch eine i Oz.v) w' v[w'/x] |

andere Reduktion des Tellterms | i

Reduktionskette kann geid Q) w Vw/al

Diagramm zusammeng#frt werden AN N |
I Az v)wh - - - - - - — v'[w'/x]

e Diamond Lemma + starke Normalsierbarkeit — Konfluenz
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CHURCH-ROSSER THEOREM I

In der einfachen Typentheorie ist i konfluent

° i> Ist lokal konfluent

Es gelteu Lt, u—s s unds# t

Betrachte Tellterm vomn der Gestalt \x . v) w oderv w, so dafd

— s entsteht durch Reduktion vanw  (\z.v) w - vw /] ;

oder desaul3erers-Redex | \ \ |

— ¢ entsteht durch eine i Az.v) w' v[w'/z]

andere Reduktion des Tellterms | i

Reduktionskette kann geid Q) w Vw/al

Diagramm zusammeng#irt werden . N |
(M. v)wh-------- — V'w'/x]

e Diamond Lemma + starke Normalsierbarkeit — Konfluenz

U

Typisierbare A-Terme haben eindeutige Normalformen
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ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheicir?

e Typisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalit at von Funktionen
— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

e Gleichhelt
— Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgsfalliifg Kongruenz

e Korrektheit und Aquivalenz von Programmen
— Die Testsf(s) =t und f = ¢ sind spezielle Gleichheitsprobleme

e Programmeigenschaftenwenn als Typ codierbar
— Testet 7" mit Hindley-Milner Algorithmus

Wie wirkt sich das auf die Ausdruckskraft aus?
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AUSDRUCKSKRAFT I

Welche Funktionen kbnnen durch
typisierbare A-Terme berechnet werden?

e Church-Numerals sind typisierbar
—n = M.x. f'x
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AUSDRUCKSKRAFT I

Welche Funktionen kbnnen durch
typisierbare A-Terme berechnet werden?

e Church-Numerals sind typisierbar
—n = M. Xx. f"x ¢ (X=X) =>X—=X = N
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AUSDRUCKSKRAFT I

Welche Funktionen kbnnen durch
typisierbare A-Terme berechnet werden?

e Church-Numerals sind typisierbar

- = M. x. f"x ¢ X—=X) =2X—=X = N

—s = .M. x. £f (nf x) ¢ NN

—add = Mm.An. AMf.Ax. mf (n f x) ¢ NoN—>N
—mul = An.dn . AMf A x. m (n £f) x ¢ NoN—N
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e Church-Numerals sind typisierbar

- = M. )x. f"x ¢ X=X) =2X—=X = N

—s = An.Af. A x. £ (n £f x) € N—=N

—add = M. dn . AMf. A x. mf (n f x) € N->N—=N
—mul = M. An. AMf A x. m (n f) x € N—-N—=N

e (Simulation der) Paarbildung ist typisierbar
—(s,t) = Ap. pst
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AUSDRUCKSKRAFT I

Welche Funktionen kbnnen durch
typisierbare A-Terme berechnet werden?

e Church-Numerals sind typisierbar
- = M. )x. f"x ¢ X=X) =2X—=X = N
—s = An.Af. A x. £ (n £f x) € N—=N
—add = M. dn . AMf. A x. mf (n f x) € N->N—=N
—mul = M. An. AMf A x. m (n f) x € N—-N—=N

e (Simulation der) Paarbildung ist typisierbar
—(s,t) = Ap. pst € (S—>T—Z2) — Z = SXT
—(s,t.1 = (5,t) (Ax.Ay.x) € S
—(s,1.2 = (s5,t) (Ax.Ay.y) € T
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AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e Typisierung boolescher Operatoren
—T = Ax.\y.x € X—=Y—=X
—F AX. Y.y € X—=Y—=Y
—if b then s elset = bst € Z

fUrseX, teY,beB = X—=Y—2Z
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AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e Typisierung boolescher Operatoren problematisch
—T = Ax.A\y.x € X—=>Y=X

—F = Ax.\y.y € X—=Y=Y
—if b then s elset = bst ¢ Z furseX,teY,beB = X—>Y—>7Z
— AberT B undF B verlangtX=Y=Z und somitB = X—X—X

Das schankt die Wahl naglicher Werte ifir s undt ein
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AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e Typisierung boolescher Operatoren problematisch
—T = Ax.A\y.x € X—=>Y=X

—F = Ax.\y.y € X—=Y=Y

—if b then s elset = bst ¢ Z furseX,teY,beB = X—>Y—>7Z

— AberT B undF B verlangtX=Y=Z und somitB = X—X—X
Das schankt die Wahl naglicher Werte ifir s undt ein

e Church Numerals brauchenpolymorphesN
—exp = Am.An. AMf A x. nm f x € X—(X—=>Y—=Z—>T)—>Y—>Z—T
- aberm,n N verlangtX—Y—Z—T =X

—PRs[base,h] = MAn. n h base ¢ (X—=Y—>Z) — Z
- aberh e Y=N—N undbase € Z=N verlangt(N—N) - N—N = N
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AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e Typisierung boolescher Operatoren problematisch
—T = Ax.A\y.x € X—=>Y=X

—F = Ax.\y.y € X—=Y=Y

—if b then s elset = bst ¢ Z furseX,teY,beB = X—>Y—>7Z

— AberT B undF B verlangtX=Y=Z und somitB = X—X—X
Das schankt die Wahl naglicher Werte ifir s undt ein

e Church Numerals brauchenpolymorphesN
—exp = Am.An. AMf. A x. nm f x € X>X—=>Y—Z—->T)=>Y—Z—T
- aberm,n N verlangtX—Y—Z—T =X

—PRs[base,h] = MAn. n h base ¢ (X—=Y—>Z) — Z
- aberh e Y=N—N undbase € Z=N verlangt(N—N) - N—N = N

U

Typstruktur zu schwach fur praktische Anwendungen
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