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1. Warum abhngige Datentypen?

2. Syntax, Semantik, Inferenzregeln
3. Ausdruckskraft

4. Universen und Abdngigkeit



Z1EL: MEHR AUSDRUCKSKRAFT IN DER TYPENTHEORIE I

e Einfache Typisierung vonB ist zu restriktiv

— Typschemalir B ist X —X— X,
aberinif b then s else t = bst hangtX vons undt ab

— Einfache Typentheorie kann diedbhangigkeitnicht beschreiben

e Church Numerals sind Funktionen und Daten zugleich

— Typschemaiir N ist (X — X ) — X — X, aber
iIn PRs[base,h] = An.n h base muBneN = (N—N)—N—N sein

— Einfache Typentheorie kann doppelrolle vonN nicht beschreiben

e Funktionen wie Ax.z sind polymorph
— Das Typschemdur alle T" gilt Ax.x € T'—T" ist nicht beschreibbar

Formuliere Abhangigkeit in Datentypen
— Im Ausdruckz:S—T|x| kann derTyp 7" vom Wert eines: € .S abrangen
— Parameter macht den Ty polymorph
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INFORMATIK BENOTIGT ABHANGIGE DATENTYPEN I

Datenstrukturen mit internen Querbezlgen

e Abstrakte Maschinenmodelle
— Endliche Automatei®, %, ¢y, 0, F') mit ¢, Q, 6:QxX—Q), F'<@)
Datentyp vong, hangt ab vom Wert der ersten beiden Komponenten

e Programmiersprachliche Konstrukte
— Datentyp Record(l,:T; ...; [,:1,,]
DatentypT; einer Komponentedngt vom Wert des Labelsab
— Variant recordtype date = Jan of 1..31|Feb of 1..28]...
Datentyp der zweiten Komponentargt vom Wert der ersten ab
— Modellierung einer optionalen Eingabe ablgig von Testwerten
Ax. if x=0 then 4 else Ainput.b5*input
Datentyp ist je nach Wert vaneine Zahl oder eine Funktion
e (Programmier-)logik
— Quantifizierte Aussagefvvz)P, (dx)P
Gultigkeit der Aussagé’ hangt vom Wert des Elementsab
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FORMALISIERUNG VON ABHANGIGKEITEN I

e Abhangiger Funktionenraum: x:S—T'|x]
— Elemente sindrunktionen\x .
— TypT'[z] des Bildst hangt vom Wert der Eingabec S ab
Einfachste Erweiterung des bisherigen Typsystems

e Andersartige Abhangigkeiten ebenfalls naglich
— Abhangiges Produkt:: S xT'|x]
Elemente sindPaare(s, t)
Typ der zweiten Komponentehangt vom Werts € S der ersten ab
— Durchschnitthz: 5. T'|x| von Typfamilien
VereinigungUzx : S. T'z| von Typfamilien
Elemente nissen zu allen/eineffi[z] fur x € S gehbren
— Abhangiger Durchschnitt : SNT'|x]
Elements muld zuS und zuT'|s| gelbren (Selbstreferenz!)
Gut fur Formalisierung von abstrakten Datentypen und Objekten

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 3 Abhangige Datentypen




ABHANCGIGE FUNKTIONENRAUME «x:S—T[x]

e Erwelterte Syntax von Ausdricken
— Typsymbole sind (atomare) Typen
— Sindx Variable,S, T Typen, dann sind : S—T'[z] und (7") Typen
— S—=T kirztz: S—T|z| ab, wennz in T nicht frei vorkommt
Objekt-Ausdriicke und Prioritaten sind definiert wie bisher

e Modifizierte Typzugehorigkeitsrelation

—xeT nur wennx €T bekannt und: Termvariable
—\y.t e x:S—=T|x] fallst|z/y]eT|x] ausx S folgt
—fteTt/z] falls f ex:S—T undt < S fur einen TypS gelten

—(t) €T, te(T) fallsteT qilt

Typisierbarkeit und prinzipielles Typschema sind definiert wie bisher

e Modifizierte Refinementregeln
— Abhangigkeiten der Typzugeéhigkeitsrelation werden integriert
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

e Reduktions- und Deklarationsregelnbleiben unverandert
HEFMxw)s=teT
HFu|s/x|=teT reduction

HxT HFx=xeT declaration

e Kongruenzregelnbericksichtigen Abhangigkeiten

HE ft=gueT|t/x]
HE f=gex.S5—>T
HEt=ueS applyEq x:5—T

— Gesamter Typ:.S—T1 mul3 als Parameter der Regel angegeben werden

HEF M eit=Ayu € x:.5=T
H,2" St tlx'/x] =ulz'/y] € T2 /x|
HES U lambdaEq (2 neu, nicht frei inf)

e Typdekompositionsregelbertcksichtigt Abhangigkeiten

HEx:5—=T cU

HESeU
H,2:SET|z'/z] €U functionI
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN I

Einfache Reprasentation vieler Basiskonzepte

e Boolescher Ausdiicke werden polymorph formulierbar

— Zieldatentyp wird Parameter in Formalisierung
T = M.AX.\y.x

F A AKX AY .y

if b then s else t : X bX st

— Fahrt zur Typisierun@® = X U—> X—X—X
wobeilU Repiasentant der Menge aller Datentypen

— Typisierung vors undt liefert Wert fur den ParameteX

e Simulation des Summentyps verallgemeinerB
inl (a) = M.Ax.A\y.x a
inr (b) A Ay.y b
case r of inl(a)—s|inr(D)—t : X = 2z X (Aa.s) (Ab.1)
— Fuhrt zur TypisierungA+B = X :U— (A—=X)—=(B—X)—=X
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN 11 I

e Geschlossene Typisierung von Produkten
w,v) = M.Ap. puv
let (x,y)=pairin t: X = pair X (Az.Ay.t)
— Fuhrt zur TypisierungSx7T = X :U— (S—=>T—X)—=X

e Polymorphe Typ|S|erung der Church-Numerals
n A Ax. f'x

S An. Af A x. n(N) £ (fx)
PRs[base, h] An. n(N) h base
—FihrtzuN = X :U— (X—=X)— X—X
— Instantiierung vonX mit N fuhrt zukontrollierter Selbstreferenz

e Typisierung von Listen ist analog zu Zahlen

[] = M.Af.A\x.x
:l1st = M. M. \x.f t (list(X) £ x)
||st ind[b,h] = MX.Alist. list(X) h b

— Fihrt zur Typisierung?' list = X - U— (T—-X—-X)—>X—X
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AucH DIE CURRY-HOWARD ISOMORPHIE SETZT SICH FORTI

HE Mzt e x:5—=T HF (Vz)B ev=\z' b
H,2"SFtx'/x] € Tx'/x] H. 72Uk Blz'/x] ev=10
lambdakEqqy HHFSeU allR
HE fteT[t/x] HFClt/x] ev = f(t)
applyEq Hb fex:S=T HF (Vo)B ev=f InstUniv
r:S—=T HEteS HFteU  ev=- (Vx)B
(OriginalregelallL ist Variante vonInstUniv)
Analogien zwischen Typentheorie und Logik
Typ Formel
Variablevom Typ .S Annahme(von Evidenz @ir Formel).S

Termvom TypT (freie Variablen aus;) Beweisvon’l’ (Annahmens;)
Typechecking

Abhangiger Funktionenraum
Unablangiger Funktionenraum

Beweighrung
All-Quantor
Implikation

Komplette Formalisierung der Logik moglich?
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A= B=P)=P)

e Disjunktion
— Av B gilt, wenn jede Aussageldfig ist, die aus4 und auch aus3 folgt
—AvB = (VP)((A=P)=(B=P)=P)

e Negation ist eine Abkirzung: -4 = A=f
— Ein fundamentaler Widerspruch ist die Aussage, dal? jedsage gilt
—f=(VP)P

e EXistenzquantor
— (dz)B gilt, wenn jede Aussage gilt, die aus einem beliebigen| folgt
—(dz)B = (VP)(Vx) (B= P)=P)

e Gleichheit
— x=y gilt, wenn kein Padikatx vony unterscheiden kann

~r=y = (VYP)(P(z) = P(y))
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ABHANGIGE TYPEN SIND EINE SINNVOLLE ERWEITERUNG I

e Zentrale Konzepte werden darstellbar
— Boolesche Ausdicke, Natirliche Zahlen, Listen, Produkte, Summen
— Logischen Operatoren, Gleichheit
— Abhangigkeitsstrukturen in Modellierungskonzepten (Auttena. . .)
— Abhangigkeitsstrukturen in Programmiersprachen (Records, .

e Unbegrenzte Selbstanwendung bleibt untypisierbar
— Az.x x Ist nicht typisierbar, dal’ = z:T'—71 keine Losung hat
— Parametrisierunwie beiN fuhrt zu stark begrenzter Selbstanwendung
In A\z.z(X) x hattex den TypT = X:U—-X—X
Die GleichungT = T:U—T—1T entralt keine direkte Selbstreferenz
¢ Es gibt einfache und natirliche semantische Modelle
— x:S—Tz| entspricht Abbildungen in einéamilie von Bildbereichen

Gibt es Probleme?
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ABHANGIGKEITEN UND UNIVERSEN I

e Abhangigkeiten berotigen “hohere Typen”
— Im Ausdruckz:S—1" erscheintr frei in T’
FUr beliebiges € S muRT'[s/x] Typ sein, alsd'|s/z| < U gelten
— Beschreibung vom:S—T berbtigt Funktion? mit 7(s) — T[s /x|
T mufB r jedess €S einen Typ liefern, d.h7" < S—U
— Der Typ vonT enthalt das Universum aller Typen
Der Raum S—U mul} selbst ein Typ sein

e Das UniversumU bekommt eine Doppelrolle
— U ist Repasentant degniversums aller Typen
— U ist selbst einlyp und gelort damit zum Universum aller Typen
— Eine direkte Formalisierung dieser Einsicldne das AxiomU € U

Wie tragfahig ist eine solche Typentheorie?
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DIE MATHEMATIK VON U €U  (Martin-L&f, 1971)

e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkul
— Ein Grundkonstruki::S—1 mit 5 (bzw. 8) Inferenzregeln reicht aus
— Alle Konzepte der Mathematik und Informatikknen codiert werden

e Russel’s Paradox ist trotzU € U nicht formulierbar
— Die Menge{S'| S ¢S} ist nicht typisierbar
— Beide Instanzen vof mussen verschiedene Typen haben

e Die Theorie scheitert dennoch arGirard’s Paradox

— Auf U laldt sich eine wohlfundierte Ordnung formalisieren, dieein
unendliche absteigende Kette edith (Girard, 1972)

— Satz:.Jede Theorie mitz:S—T und U € U ist inkonsistent (Folie @3)

e Andere Formalisierung des Konzepts “Typsein” rotig
— Konsistente und ausdruckstarke Typentheorien werdeiplexer sein
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(GIRARD’S PARADOX I

e Grundlage: Burali-Forti Paradox fur Ordinalzahlen
— Betrachte Menge allaf/ohlordnungeni/,<,,) auf Mengen\/ U
<y transitiv, ohne unendlich absteigende Kettg> yyx1> 2o . . .

— Definiere eine Ordnung auf dieser Menge

(M, <nr) <y (M, <pr)

= (3f:M—M’") (f ordnungsisomorph (y)(Vx)(f(x) <y y))

— Dann ist(U,<y;) eine Wohlordnungind (M, <) <y (U, <p)

gilt fur jede WohlordnungM/,< ;) mit M €U
— Damit ist (U,<py) Ist ein maximales Element dieser Ordnung
— WegenU U folgt aber auchU, <py) <y (U, <)
— Damit gibt esn <g; eine unendlich absteigende Kette

e Paradox ist in allen Typtheorien mit U € U formulierbar

— Alle Ordnungskonzepte sind mit Higher-Order Quantordmasebar

— x:5—T reicht zur Formalisierung der Quantoren
— U €U ist grundlegendir obiges Argument
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FORMALISIERUNGEN DES KONZEPTS “TYPSEIN” I

e Typentheorie berotigt Universum und Abhangigkeiten
— UniversumU notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fdie Ausdruckskraft
— Formulierung der Abfingigkeit beitigt Typen mit freien Variablen
— U darf selbst kein Typ sein

® SyntaktiSChe Alternative System F, Coq (Folie 15
— Trennung Variablen in Typausdrcken sind keine Objektvariablen
Funktionen der Forri’ < S—U werden fir 2:5—7[z] nicht berbtigt
— Alles andere kann im Prinzip beibehalten werden

e Semantische Alternative Martin-Lof (1978), Nuprl (Folie I6)
— Unterschiedron Objekt- und Typausdckenliegt in der Bedeutung
U und S—U sind keine “einfache” Typen wikl oderS—1T
— Universum gliedert sich in Stufe e U,eU,. ..
Nur die Gesamtheit aller Stufen beschreibt das “Typsein”

Keine der Alternativen ist perfekt
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SYNTAKTISCHE ABTRENNUNG DES UNIVERSUMS I

e Spezielle Syntax vermeidelU in Typausdricken
— Strikte syntaktische Trennung von Objekt- und Typauskien
—In x:S—T|x] ist z eineSpezies Variable
undT|z| ein Typ mit Parameter auS
e Girard’s Paradox wird elegant umgangen
— Typisierte Objekte &nnen selbst keine Typen enthalten
— U ist selbst kein Typ, daher i§t < U nicht formulierbar
— Unklar ob andere Paradoxien formulierbar sind (unwaleisdich)

e Theorie kann minimal bleiben
— Nur ablangiger FunktionenraumI{f-Type™) erforderlich
— Andere Konzepte wie bisher r&sentierbar

e Beweisformalismus hat relativ komplexe Syntax
— Formulierung vorCoq verbesserfystem F signifikant
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SEMANTISCHE AUFTRENNUNG DES UNIVERSUMS I

e Semantisch der klarste Ansatz Martin-Lof (1978)

— Abstraktes ‘Typsein’ ist syntaktisch nicht neithemKonzept erfal3bar
Ein Universum von Typen ist selbst kein einfacher Typ

— Universum einfacher Typen ist Element einégd&ren Universums

e Fuhrt zu Typhierarchie UeU,eUs,...
— Typsein ist nur durclsesamtheit aller Universaepiasentierbar

— Komplikationen mit Mischtypen wieé—U lassen sich durch
kumulative UniversefUcUcU.. .. vermeiden

e Formulierung der Theorie einfach, aber umfangreich
— Viele Typkonstrukte sind nicht in voller Allgemeinheitmulierbar

— Nichtsimulierbare Konzepteimsen explizit formalisiert werden
Aufwendig fur Theorieentwickler, aberitzlich fur Anwender

— Nuprl fugt weitere Typkonstrukte zu Martinéf’'s Theorie hinzu
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TYPENTHEORIE — WOHIN? I

e Die Theorie abhangiger Typen ist sehr ausdrucksstark

— Umfal3t Padikatenlogik (Logische Struktur von Formeiln)
+ \-Kalkul (Wert von Termen)
+ Typzugelorigkeit (Eigenschaften von Termen)

e Rahmen ist Typzugelorigkeit mit Gleichheit s=t €T
— Nur die Zielsetzungen der Anwendungen sind unterscloiedli

Logik: Finde eine Evidenz mit c—¢ <[P (Witness finding
A-Kalkul: Berechne Wert von s mit s=t €T’
Type checkingFinde und piafe TypT mit =t eT (Typ-Infereny

ProgrammverifikationPrufe Eigenschaff’ eines Programs, alse-p < P
Programmsynthes&onstruiere Programm aus Spezifikation mitp € P

— Fur alle Aspekte reicht ein einheitlicher Kalk

e Minimalistische Formalisierung ist inkonsistent
— Eine einfache Erweiterung der Theorie ist nicltigiich

e Eine Revision der Typentheorie ist erforderlich
— Grundlegende Neuformulierung auf Basis der bisherig&erfitnisse
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