Automatisierte Logik und Programmierung

Teil 11

Konstruktive Typentheorie "




WO SOLL ES EIGENTLICH HINGEHEN? I

e Ziel: Grundlage fiir Mathematik & Programmierung
— Formale Sprache zur Beschreibung von mathematischer Konzepten,
Programmen und Berechnungsprozessen
— Kalkiil zum Beweis mathematischer Sitze, sowie zur Verifikation,
Synthese und Optimierung von Programmen

¢ Bisher gewonnene Erkenntnisse
— Pradikatenlogik kann logische Struktur von Formeln analysieren
— A-Kalkiil ermoglicht Schliisse tiber den Wert formaler Ausdriicke
— Typentheorie unterstiitzt SchlieBen tiber Programmeigenschaften
— Theorie abhiangiger Typen vereinigt alle dre1 Aspekte
Problem ist konsistente Formalisierung des Konzepts “Typsein”

e Neuer Ansatz: eine konstruktive semantische Theorie

— Prizise Beschreibung der Bedeutung formaler Ausdriicke (8)
— Formulierung des Beweiskalkiils auf Basis der Semantik (§9)
— Syntaktische Darstellung des Kalkiils 1st Implementierungsaspekt (§10)
— Formalisierung weiter Konzepte kann hierauf aufsetzen (§11)
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Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 8
° oo ° o \4){{1‘0'61'8!" "
Martin-Lof’s semantische Theorie . %
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1. Semantikbeschreibung durch Urteile

2. Methodik zur Formulierung konkreter Typen
3. (Abhingige) Funktionen, Produkte & Summen
4. Logik in der Typentheorie

5. Grundsitzliche Eigenschaften der Theorie



MATHEMATISCHE LOGIK IST MEHR ALS SYMBOLISMUS I

¢ In der Mathematik haben alle Ausdriicke eine Bedeutung
— Sie dienen der Beschreibung von Objekten, Funktionen, Mengen, . ..
— Uninterpretierte Symbole werden nur als Platzhalter verwendet
— Bedeutung von Ausdriicken wie 0, 3+4, (2,4), Ax.x ist intuitiv Klar

Unspezifizierte Interpretation in Mengentheorie ist unintuitiv

e Mathematische Logik sollte Bedeutung prazisieren
— Keine Trennung von syntaktischer Form und Semantik
— Formale Ausdriicke bekommen eine feste Bedeutung

Semantik macht implizites Verstandnis der Symbole explizit

e Typentheorie ist eine Grundlagentheorie (wie die Mengentheorie)
— Semantik stiitzt sich “auf sich selbst” und intuitives Grundverstindnis
von (schematisierbaren) Aussagen wie “wenn .. und .. dann”

— Nur die Widerspruchstreiheit (Konsistenz) kann nachgeweisen werden
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BESCHREIBUNG DER SEMANTIK LOGISCHER AUSSAGEN I

e Unterscheide zwischen Aussagen und Urteilen

— Logische Aussagen sind Sitze mit Bedeutung
Formeln sind keine Aussagen, sondern syntaktische Repriasentationen

— Aussagen miissen nicht giiltig sein (es sind nur Behauptungen)

— Die Festlegung “Aussage A ist giiltig” (kurz “HA”) ist ein Urteil

e Alle logischen Schliisse beruhen auf Urteilen

— Die SchluBfolgerung “Aus A folgt A v B” bedeutet in Wirklichkeit
“Wenn A giiltig ist, dann ist auch Av B giiltig”

— A = Av B ist Kurzschreibweise fiir letzteres (nicht was das erste sagt)
Man miisste eigentlich A giiltig = Av B giiltig schreiben

e Logische Schliisse beinhalten implizite Typannahmen

— Die SchluBfolgerung “Aus A folgt A v B sagt implizit
“Wenn A und B Aussagen sind und A giiltig ist, dann auch Av B”

— Angemessen wire also A Aussage, B Aussage, FA = FAvB
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TYPENTHEORIE BEHANDELT AUSDRUCKE UND TYPEN I

e Jedes Objekt hat einen Typ
— Schon bei der Beschreibung von Objekten wird der Typ verwendet
Wir sagen “Die Zahlen 1,2, 3,...”, “Die Funktion f mit f(z) = 27,
“Die Menge M = {x <N | £>25}", “Die Aussage A”
— Wir beschreiben Objekte durch mathematische Ausdriicke
— Ein Ausdruck ohne den zugehorigen Typ macht wenig Sinn

e Was macht einen Typ aus?

— Typen haben Objekte, die zu diesem Typ gehoren
Die Objekte 1,2, 3, ... gehdren zum Typ N

— Typen und Objekte benotigen Namen, die sie beschreiben
1,2,3, .. und N sind kanonische Ausdriicke (oft mit Objekt/Typ identifiziert)

— Objekte werden auch durch Operationen auf Objekten beschrieben
Die nichtkanonischen Ausdriicke 4+5 und 3*3 beschreiben die Zahl 9

e Gleichheit ist essentiell
— Man muf} sagen konnen, dal} zwei Ausdriicke dasselbe beschreiben
— Gleichheit hiangt immer vom Typ eines Objekts ab
— Man muf} auch tiber Gleichheit von Typen reden konnen

) Y AL R o ) PR

ATT1Trm A AT T AT T AT 77271 I oA\ N T A R AR ATT T T TR T




TYPENTHEORIE BENOTIGT VIER ARTEN VON URTEILEN I

e Typ-Sein T Typ
— Ausdruck 7" bezeichnet einen Typ (oder eine Menge)

e Typgleichheit S=T
— Ausdriicke S und T' bezeichnen den gleichen Typ

e Typzugehorigkeit teTl
— Ausdruck ¢ beschreibt ein Element des durch 1" bezeichneten Typs
— Alternativ: ¢ hat die durch 7" beschriebene Eigenschaft

¢ Elementgleichheit s=teT

— Ausdriicke s und t beschreiben dasselbe Element des durch T’
bezeichneten Typs

Alle anderen Urteilsarten sind hierdurch beschreibbar




LESARTEN DER TYPENTHEORETISCHEN URTEILE I

Typen konnen sehr unterschiedlich interpretiert werden

T Typ teTl =T
T 1st eine Menge t ist Element von T’ 1" 1st nicht leer (inhabited)
T 1st Aussage t 1st Beweis fiir 7' T 1st giiltig (beweisbar)

7" 1st Intention | ¢t i1st Methode, T zu erfiillen |7 ist erfiillbar (realisierbar)
T 1st Problem t 1st Methode, 1" zu 10sen T 1st 10sbar

T 1st Spezifikation | ¢ 1st Programm, das 7" erfiillt| 7" 1st implementierbar

Lesart der Typentheorie
Logische Sicht: “Propositionen als Datentypen”
Philosophische Sichtweise (Heyting)
Konstruktive Sicht (Kolmogorov)
Programmiersicht

TIrsni & ArmT AT T T ATy 72T T /v s T A B AR AT TS T2 T TR T 74 4 A W VR Y Ml n T o n) P




WANN KONNEN KONKRETE URTEILE GEFALLT WERDEN? I

e Urteile sind Teil der Beschreibung eines Typs
— Bezeichner (Ausdriicke) fiir Typen miissen deklariert werden
— Kanonische Elemente des Typs miissen beschrieben werden
— Es mul} erklart werden, wann zwei kanonische Elemente gleich sind

e Einfach fiir elementare Ausdriicke

— Typ-Sein wird fiir bestimmte Ausdriicke postuliert N Typ
— Kanonische Elemente des Typs werden deklariert 0eN
— Gleichheit kanonischer Elemente ist oft trivial 0=0eN

e Komplexer fiir zusammengesetzte Typen
— Typ-Sein hat Voraussetzungen S—T Typ, falls S Typ und T Typ
— Typzugehorigkeit ebenfalls Ae.t € S=T, fallsteT fiir alle xS
— Voraussetzungen flir Gleichheit werden aufwendiger
Ax1.ty = Aoty € S—=T, falls ti|s/xq] = to|s/xo] €T fiir alle s€S
e Noch aufwendiger fur abhangige Typen

— Gleichheit von Typausdriicken ist nicht mehr unmittelbar
r1:51—T1 = x9:55—Ts, falls Ti|s/x1| = Tb|s/ x5 fiir alle s€ S
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WAS GESCHIEHT MIT NICHTKANONISCHEN AUSDRUCKEN?Y I

e Nichtkanonische Ausdriicke sind keine Elemente
— Ein Ausdruck wie z+y oder f(z) hat keine Bedeutung
— Bedeutung entsteht erst in Kombination mit kanonischen Elementen
Ausdriicke wie 4+5 oder (Az.z)(4) haben einen Wert
Der Wert kann durch Reduktion bestimmt werden

— Urteile konnen nur tiber Werte von Ausdriicken gefillt werden

e Beschreibungen konkreter Urteile werden aufwendiger
— Ausdriicke miissen zundchst auf einen Wert reduziert werden
— Die Bestimmung einer Normalform ist nicht erforderlich

Urteile konnen gefillt werden, wenn die dul3ere Form kanonisch ist
Ermoglicht Semantik fur Ausdriicke, die nicht stark normalisierbar sind

— Der Wert von Ausdriicken wird durch Lazy Evaluation bestimmt
(Call-by-Name Strategie, die bei dullerer kanonischer Form terminiert)
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HYyPOTHETISCHE URTEILE I

Semantische Beschreibung von Abhangigkeiten

e Urteil wird unter Annahmen gefallt
— z.B. bei Gleichheit von A\-Termen t[s/x1| = to|s/xs] €T fiir alle s€S
Genauer: Es gilt t1|s/x1| = to|s/xo| €T unter der Annahme s €S
Kurzschreibweise: s<S F ti|s/x] = to|s/ao] €T
— Giiltigkeit der Annahme wird vorausgesetzt (sonst wire es kein Urteil)
Nicht identisch mit “t1[s /x| = to|s/xs| €T gilt, wenn s €S gilt”

e Annahmen sind nicht dasselbe wie Voraussetzungen
— Voraussetzungen sind Bedingungen, wann ein Urteil zu fillen 1st
— Bei abhéngigen Konstrukten enthalten diese Bedingungen Annahmen

e Allgemeine Form x<T,..,x,cT,[xi..x_1] F J[z1..2,]
— Urteil J und Typen 7; hangen von zuvor deklarierten Variablen ab
— Funktionalitét: J[t;/x;] gilt fiir alle kanonischen Elemente t; € T;
— Extensionalitit: fiir t,=t; € T; gilt J|t;/x;| genau dann, wenn J|t/z;| gilt

Auch wenn ¢; oder ¢, nichtkanonisch sind
— Gleichheitsannahmen werden durch Gleichheitstypen dargestellt  (Einheit 9)
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METHODIK ZUR FORMULIERUNG KONKRETER TYPEN I

e Definiere Ausdriicke (Terme) zur Beschreibung
— Unterteile Ausdriicke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Keine a-priori Trennung von Typ- und Elementausdriicken
da in abhidngigen Datentypen beide Formen gemischt vorkommen

e Definiere den Wert von Ausdriicken
— Definiere Reduktion durch Angabe von Redizes und Kontrakta
— Reduziere Ausdriicke mit Lazy Evaluation ( 4 ) auf kanonische Terme

¢ Definiere, wann Urteile gefallt werden konnen
— Definiere Typ- und Elementgleichheit explizit fiir kanonische Terme
— Definiere Gleichheit allgemeiner Terme mithilfe ithres Wertes
Es gilt S=T, falls es kanonische Terme S’ und 7" gibt mit
S48 T 47 und S'=T" ist explizit definiert
Es gilt s=t 7", falls es kanonische Terme s, ¢ und 7" gibt mit
s—5¢ ,t Ly , T=T" und s'=t' T’ ist explizit definiert
— Definiere Typzugehorigkeit / Typ-Sein als Abkiirzung fiir Gleichheiten
Es gilt t€’l’, falls t=t <1’ und 1" Typ, falls T'=T
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EIGENSCHAFTEN TYPENTHEORETISCHER URTEILE I

Gleichheit und Wertbegriff sind “natiirlich”

e Gleichheiten sind S=T" und s=t €T sind transitiv und symmetrisch
— Reflexivitiat 7" = 7" gilt nur fiir (deklarierte) Typausdriicke
t=t €T" gilt nur fiir (deklarierte) Ausdriicke vom Typ T°
— Elementgleichheit 1st transitiv und symmetrisch in s und ¢

Setzt voraus, daBB konkrete Definitionen der Urteile nicht unsinnig gestaltet werden
e Gleichheiten respektieren Reduktion

— S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt mit S S und §'=T

— s=t €T gilt genau dann, wenn es ein s’ gibt mit s—s und s'=t T
e Elementgleichheit impliziert Typ-Sein

— Wenn s=t €I’ gilt, dann gilt auch 7" Typ

e Gleiche Typen bzw. Elemente diirfen ausgetauscht werden
— Wenn S=T" und s=t €T gilt, dann gilt auch s=t < S
— Gilt s1=s5¢.S und T'[z] Typ fiir alle x € S, dann auch T'[s;/x|=T"sy/x]
— Gilt s1=55 €S und t|z]| € T'|z| fiir alle z €.5, dann auch t|s||=t[ss] €T'|s1]
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(NEU-)FORMULIERUNG ABHANGIGER FUNKTIONENRAUME

Zentrales Konzept fiir Schlief3en tiber Berechnung

e Ausdriicke

Kanonisch: r:S—T x Variable, S und T Terme
A\ . € x Variable, e Term
Nichtkanonisch: e, e, e1 und ey Terme

e Reduktion von Ausdriicken
Or.u) t ult/x]
e Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit
561231—>T1 = $2232—>T2 falls 31232 und Tl[Sl/ajl]:TQ[SQ/ZL’Q]
fiir alle Terme sq, s mit s;=59 € 57.
ATty = Avo.ty € x:5—T falls x:5—T Typ und

tl[Sl/wl]:tQ[Sg/ﬂjg] ET[Sl/ZC]
fiir alle Terme sq, s mit s;=s5¢€ 5

Annahme s1=s9 €S sichert Extensionalitat des hypothetischen Urteils in Voraussetzung
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WAS IST ANDERS ALS ZUVOR? I

¢ Formulierung kommt ohne Universen aus
— Typ-Sein von x:5—T" bendtigt nur Typ-Sein von T'|s /x| fiir x € S
Urteil verlangt nicht, da} 7" eine Funktion von S in Typen ist
— Funktionalitidt und Extensionalitit des hypothetischen Urteils sichert
diesen Effekt fiir 7'|s /x| ohne explizite Verwendung von Funktionen

— Funktionalitit von 7T'[s/x] ist semantische (!) Eigenschaft

e Girard’s Paradox ist nicht formulierbar
— Typ-Sein ist eine semantische Eigenschaft von Termen
— Wenn 1n einem syntaktischen Beweiskalkiil Universen eingefiihrt
werden (weil es sinnvolle Anwendungen in Formulierungen gibt),
dann sind Universen selbst Typen aber keine Elemente von sich selbst
— Ein Term U der formalen Sprache kann immer nur eine unvollstindige

Reprasentation des semantischen Konzepts Typ-Sein darstellen
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DEFINITORISCHE GLEICHHEIT = I

Gleichheit des syntaktischen Inhalts

¢ Formale Rechtfertigung definitorischer Abkiirzungen

— = 1ist Relation zwischen Termen (bzw. linguistischen Ausdriicken)
zB. Ao B = (A= B)A(B=A)

— Gleichheit definiert zwe1l Ausdriicke als gegeneinander austauschbar
— Ublicherweise gilt der linke Ausdruck als Abkiirzung fiir den rechten

— Unterstiitzt “konservative” Erweiterungen einer Sprache um neue
Konzepte ohne Notwendigkeit fiir Erweiterung der Semantik

e Nicht zu verwechseln mit Typ- oder Elementgleichheit
— Definitorische Gleichheit bezieht sich nur auf die dullere Form
Es 1st leicht zu testen, ob zwei Ausdriicke definitorisch gleich sind
— Typ- und Elementgleichheit beziehen sich aut Bedeutung bzw. Wert

Semantische Gleichheit ist im Allgemeinen unentscheidbar
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ANWENDUNGEN DES ABHANGIGEN FUNKTIONENRAUMS I

¢ Funktionenraum S—T = x:5—T
— Funktionenraum ohne Abhéngigkeiten ist einfacher Spezialfall
— 7" darf nicht von x abhidngen
— Alle weiteren Aspekte sind identisch

o (Getypter) Allquantor Vx:T.P|x| = x:T— P|x]
— Basiert auf logischer Sicht der “Propositionen als Datentypen™

Eine logische Aussage entspricht dem Typ ihrer Evidenzen

— Notation entspricht informatiktypischer Schreibweise
— Quantifiziert wird tiber alle Objekte des Typs T’

e Implikation A= B = A—B

— Definition stiitzt sich auf Einsichten der Curry-Howard Isomorphie
o [I-Type Il c g.T x| = x:S—T|[x]

— Kartesisches Produkt einer Familie von Typen

— Basiert auf Sicht von Funktionen als Menge von Paaren (Punkten)

¢ Record-Strukturen in Programmiersprachen
— Records bilden Labels in Typen ab, die vom konkreten Label abhidngen
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige \f.)\x.fx € (S—T)—S—T fiir beliebige S, T

Analysiere Bedingungen der semantischen Urteile

e \f. \x.f x ist kanonisch und es gilt (t=teT wird durch teT abgekiirzt)
M. Ax.fx e (S—=T)—=S=T falls A\x.gx € S—T fiiralle ge S—T

e \x.¢gx ist kanonisch und es gilt A\x.gx € S—T
falls gsel' fiir alle Terme g S—1, s€S

e ¢ s ist nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
aber es wurde die Annahme g < S—'I" gemacht

e Das Urteil g € S—7T bedeutet, dal es ein kanonisches Element ¢’
gibt mit ¢ — ¢, und ¢ € S—T ist explizit definiert

e o' ¢ S—T ist nur explizit definiert fiir Terme der Form ¢’ = \y.t
\y.t e S—T gilt nur, wenn t|s/y| T fiir alle Terme s € S gilt

e Aus der Annahme g < S—T" folgt also die Existenz eines Terms ¢ mit

gs N (Ay.t)s BN tls/y| €T fiir alle Terme s €S
und somitist g s fiir alle Terme s€.S Vv
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II I

Zeige \x.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der semantischen Urteile

e \x.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx € S—=T falls ss e T fiir alle Terme s €S

e s s 1st nicht kanonisch und kann zu einem Wert reduziert werden, wenn
s zu einem Ausdruck der Form \y.t reduziert werden kann

e Dies ist nur moglich, wenn S =Y —Z fiir gewisse Typen Y, 7 ist
und t|s/y| € Z fiir alle s Y gilt
In dem Fall folgt s s N (Ay.t) s BN tls/y| € Z falls seY
Damitmul 7 =T und S =Y, also S = S—T sein

e Fiir die Behauptung S = S—T" gibt es keine Unterstiitzung
Damit gibt es auch keine Rechtfertigung, das Urteil s s € 7" zu fallen

Die Sprechweise “Das Urteil ist nicht giiltig" sollte vermieden werden

e Das Urteil \x.xx ¢ S—T Kkann nicht gefillt werden v/
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(NEU-)FORMULIERUNG ABHANGIGER PRODUKTRAUME

Fundamentale Strukturierung von Daten

e Ausdricke
Kanonisch: r:SXT x Variable, S und T Terme
<61, 62> e1, o Terme
Nichtkanonisch: match e with (x,y) — u  x,y Variablen, e und u Terme

e Reduktion von Ausdriicken
match (s,%) with (z,y) — u N uls, t/xz,y|
e Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit
11: 51X Ty = 19:S9 X Th falls S1=9S und Ti|s1/x1]|=T5[s2/x1]
fiir alle Terme sq, so mit s;=55 €.57.
(s1,t1) = (s9,t2) € :SXT falls x:SxT Typ und
s1=S2¢€S5 und t1=tyeT|s1/x]

Annahme s;=s9 €5 sichert Extensionalitat des hypothetischen Urteils in Voraussetzung
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ANWENDUNGEN DES ABHANGIGEN PRODUKTRAUMS I

e Produktraum SXT = x:SXT

— Einfacher Spezialfall — T" darf nicht von x abhdngen

— Weitere Abkiirzungen e.l match e with (x,y) —
e.2 match e with (v, y) —y

o (Getypter) Existenzquantor Jx:T.P|x] = x:T X P|x]
— Basiert auf logischer Sicht der “Propositionen als Datentypen”
— Notation entspricht informatiktypischer Schreibweise
— Quantifiziert wird tiber alle Objekte des Typs T’

e Konjunktion AANB = AXB

— Definition stiitzt sich auf Einsichten der Curry-Howard Isomorphie

e X-Type X, c g.T|x] = x:SXT|x]
— Disjunkte Vereinigung einer Familie von Typen
— Basiert auf Sicht von Injektionen als Objekt-Label Paare

e Modulstrukturen in Programmiersprachen
— Typen der Operationen hingen ab von deklarierten Namen

Y LM e o MMl o e

T Ar~T117” TT271~ DD A N s~ T A R AR ATT TN T TR T




SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige \p.(p.1) € (SxT)—S fiir alle S, T

Analysiere Bedingungen der semantischen Urteile

e \p. (p.1) i1st kanonisch und es gilt
Ap. (p.1) € (SxT)—S falls e.1 € S fiir alle Terme e SxT

e ¢ .1 1st nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
aber es wurde die Annahme e € 5 xT" gemacht

e Das Urteil e € S xT bedeutet, daB es ein kanonisches Element ¢’
. . ! . . .
gibt mit ¢ — ¢/, und ¢’ € Sx T ist explizit definiert

e ¢’ ¢ ST ist nur explizit definiert fiir Terme der Form ¢’ = (s, )
(s,t) e SXT gilt nur, wenn s €S und t €T gilt

e Aus der Annahme e € S x7T" folgt also die Existenz zweier Terme s, ¢ mit
e.l —5 (s,1).1 — 5e8
und somit ist e.1 € S fiir alle Terme e € SXT Vv
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(NEU-)FORMULIERUNG DES SUMMENTYPS

Disjunkte Vereinigung der Elemente zweier Typen

e Ausdriicke

Kanonisch: S+T S und T Terme
inl(e) e Term
inr(e) e Term
Nichtkanonisch: case e of inl(xy) ey | inr(zy) — e

x1, Ty Variablen, e, e; und ey Terme
e Reduktion von Ausdriicken
case inl(s) of inl(zy) —e; | inr(zy) — e , e1]s/x]

case inr(t) of inl(xy) —e; | inr(zs) —eo BN eolt /o]

e Urteile fur Typ- und Elementgleichheit
S, +T,=5,+T, falls S,=S5,und T =T,
inl(s) =inl(s) €S+T falls S+T1 Typ und s, = s,€5
inr(t) =inr(t) eS+1T = S+T Typ und t, =1,eT
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ANWENDUNGEN DES SUMMENTYPS I

Fallunterscheidungen und Aufzahlung von Alternativen

¢ Disjunktion AvB = A+ B

— Definition stiitzt sich auf Einsichten der Curry-Howard Isomorphie

e Boolescher Typ als Spezialfall
— Vereinigung zweier einelementiger Typen: B = Unit+Unit
— Durch Marker entstehen genau zwei unterscheidbare Elemente
T = inlO, F = inrQ)
— Nichtkanonisches Element analysiert nur den Marker
if b then s elset = case b of inl()—s | inr()—t

e Aufzahlungstypen als syntaktische Verallgemeinerung
— Wichtiges Konzept vieler moderner Programmiersprachen
— Es werden viele Marker unterschieden (nicht nur zwei)
— Nichtkanonisches Element entspricht komplexer Fallunterscheidung
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN IV I

Fiir alle S, T gilt Az. case z of inl(x) —x | inr(y) — (y,y)
e z:5+1T — case z of inl(x) =S5 | inr(y) —TXT

Analysiere Bedingungen der semantischen Urteile
e \z. case z of inl(x) —x | inr(y)— (y,y) istkanonisch und gehort zu
z:5+T—case z of inl(x) —S | inr(y) —TXT
falls case e of inl(x) —x | inr(y) — (y,y)
ccase e of inl(x) =S | inr(y) =T xT fiiralleeeS+T
e case e of inl(x)+—x | inr(y)— (y,y) istnicht kanonisch und kann nicht reduziert
werden aber es wurde die Annahme e € S+7" gemacht
e Wegen e € S+ gibt es ein kanonisches ¢’ mit e — L ¢/, und ¢ € S+T ist explizit definiert
o ¢/ € S+T ist nur explizit definiert fiir ¢’ =inl(s) mit s€.S und €’ =inr(¢) mitt €T
e Aus der Annahme e € S+7' folgt also die Existenz eines Terms s mit
case e of inl(x) —x | inr(y) — (y,y)
— & case inl(s) of inl(x) —=x | inr(y) = (7,7) —> seS
und case e of inl(x) —x | inr(y) — (y,y)
— & case inl(s) of inl(x) =S | inr(y) =TxT —5 S
oder eines Terms ¢ mit analogen Eigenschaften und somit 1st

case ¢ of inl(x) —x | inr(y) = (y,y) ecase e of inl(x) =S | inr(y) =TxT +/
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LOGIK IN DER TYPENTHEORIE I

e Logik kann in Typstruktur eingebettet werden
— Prinzip “Propositionen als Datentypen” macht Aussagen zu Typen
— Trennung zwischen Aussage A und Typ |A| der Evidenzen entfillt
— Evidenz fiir Aussage A ist Element des Typs A

e Konnektive entsprechen Typkonstruktoren (vgl. §3, Folie 24)
— Allquantor entspricht abhidngigem Funktionenraum
— Implikation entspricht unabhiangigem Funktionenraum
— Existenzquantor entspricht abhidngigem Produktraum
— Konjunktion entspricht unabhidngigem Produktraum
— Disjunktion entspricht Summentyp
— Negation entspricht Funktionenraum mit leerem Bildbereich

e Logik wird konservative Erweiterung der Typentheorie
— Konnektive werden durch definitorische Gleichheiten eingebettet

— Eine echte Erweiterung der Theorie ist nicht erforderlich
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LOGIK ALS KONSERVATIVE ERWEITERUNG I

e Definitorische Gleichheiten fiir Konnektive

PAQ = PxQ
PvQ@Q = P+Q
P=Q = P—Q
- P = P—f
f = {}

Jx:T.Plx] = x:TXP|x]
Ve:T.Plx] = x:T— P|x]
Leerer Datentyp zur Beschreibung von f muB noch formalisiert werden
¢ Definitionen liefern getypte Logik (erweitert Logik aus §2/3)
— Quantoren beziehen sich auf Elemente konkreter Typen (statt vages “U”)
— Syntax “Va:T.P” ist informatiktypisch (statt “(Vx) P”)
— Priorititen zwischen Konnektiven sparen Klammern

— bindet stirker als », dann folgt v, dann =, dann 4, dann V
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FORMALISIERUNG EINES LEEREN DATENTYPS {} I

e Datentyp ohne Elemente
— Leerheit bedeutet, daf {} keine kanonischen Elemente haben darf

—{} ist Gegenstiick zum logischen Konzept der Falschheit

e Eigenschaften von Kombinationen mit { }
—{}xT istebenfalls ein Datentyp ohne Elemente,
denn (s,t) € {}xT impliziert s€{} und teT
—{}+7T istisomorph zum Typ T (aber nicht gleich!)
denn inl(s) e{}+T impliziert se{} und inr(¢) €{}+7T genau dann, wenn teT

—T—{} mubB leer sein, wenn 7" nicht leer ist (entspricht Negation)
denn A\x.a ¢ T—{} impliziert a|t/x]<{} firalleteT

—{}—T muB Elemente der Form Az .t fiir beliebige ¢ haben,
denn Ax.t € {}—=T falls {}—=T Typ und t[s/x] T fiir alle s<{}

e {} braucht ein nichtkanonisches Element
—any(x) mit any(z) €T fiirze{}
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KEINE DARSTELLUNG ALS KONSERVATIVE ERWEITERUNG I

¢ Einbettung durch Definitorische Gleichheit ist moglich

Es gibt viele Aussagen, die prinzipiell ohne Evidenz sein miissen

~-VP:U.P “alles ist wahr” darf nicht gelten
—VX:U.X=X—X in U Ein Typ kann nicht sein eigener Funktionenraum sein
—0=1in N in diesem Fall wiiren alle Zahlen gleich

—T=F in B in diesem Fall wiren alle Terme gleich
Datentypen fir Universen, Gleichheit, Zahlen und B werden in §§9-12 eingefuhrt

Ausdriicke konnten fiir konservative Erweiterung verwendet werden

e Definition von {} als Abkiirzung ist problematisch
— Konservative Erweiterung liefert kein festes nichtkanonisches Element

— Ein Term any (x) mit any(x) €T fiir z € {} ist nicht definierbar

¢ Definition als primitiver Datentyp zu bevorzugen

— Leer-Sein ist ein grundlegendes mathematisches Konzept
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DER LEERE DATENTYP PRAZISIERT I

Datentyp ohne Elemente

e Ausdriicke
Kanonisch: {}

Nichtkanonisch: any(e) e Term

¢ Reduktion von Ausdriicken

— entfillt, da keine kanonischen Elemente von { } definiert

e Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit
U=1{}

e=e € {} gilt niemals

Das Urteil e=e € {} darf niemals gefillt werden
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LEERE DATENTYPEN ERMOGLICHEN SELTSAME TYPEN I

o :{}—T ist ein Typ, auch wenn 7" kein Typ ist
— Man kann auch T'= A z.\y.y oder T'= 0 =1 in 2 wihlen
—Es gilt z:{}T Typ, falls {} Typ und T'|s| Typ fiir alle s {}
Da s e{} niemals gilt, ist die Bedingung immer erfiillt also x:{ } T Typ
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LEERE DATENTYPEN ERMOGLICHEN SELTSAME TYPEN I

o :{}—T ist ein Typ, auch wenn 7" kein Typ ist
— Man kann auch T'= A z.\y.y oder T'= 0 =1 in 2 wihlen
—Es gilt 2:{}T Typ, falls {} Typ und T's| Typ fiir alle s {}
Da s e{} niemals gilt, ist die Bedingung immer erfiillt also x:{ } T Typ

e Der Termt = Az. (Ax. x ) (Ax.x =) wird typisierbar
— Es gilt t e { } =T fiir jedes beliebige T', denn
te{}—=T falls {}T Typ und (\z.zx)(Ax.xx)eT firalle se{}

Da s {} niemals gilt, ist die Bedingung immer erfiillt




LEERE DATENTYPEN ERMOGLICHEN SELTSAME TYPEN I

o :{}—T ist ein Typ, auch wenn 7" kein Typ ist
— Man kann auch T'= A z.\y.y oder T'= 0 =1 in 2 wihlen
—Es gilt 2:{}T Typ, falls {} Typ und T's| Typ fiir alle s {}
Da s e{} niemals gilt, ist die Bedingung immer erfiillt also x:{ } T Typ

e Der Termt = Az. (Ax. x ) (Ax.x =) wird typisierbar
— Es gilt t e { } =T fiir jedes beliebige T', denn
te{}—=T falls {}T Typ und (\z.zx)(Ax.xx)eT firalle se{}

Da s {} niemals gilt, ist die Bedingung immer erfiillt

e Nicht alle typisierbaren Terme sind normalisierbar
— Ein leerer Datentyp fiihrt zum Verlust der starken Normalisierbarkeit

— Es gilt nicht einmal schwache Normalisierbarkeit

Terme, die durch Beweisfiihrung generiert werden (— §10), sind stark normalisierbar
Terme mit Selbstreferenzen. wie Az. (Az.x x) (Ax. x x), kdnnen nicht generiert werden
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TYPENTHEORIE BENOTIGT LAZY EVALUATION I

e Starke Normalisierbarkeit ist unhaltbare Anforderung
— Simulationen von {} erlauben ebenfalls nichtterminierende Terme
— Propositionale Gleichheit, Universen (— §10) und {} sind essentiell
— SN wire nur bei Verzicht auf alle dre1 Konzepte erreichbar

e “Klassische’” Normalisierung macht nicht wirklich Sinn
— Az.(Az. x x)(Az. z z) hat keine Normalform im bisherigen Sinn
— \z.(Az.z z)(Ax. z x) stellt dennoch eine “echte Funktion” dar
Fiir jedes s <{} bestimmt sie einen Wert aus T’
Da es kein s €{} gibt, mu3 (A\z. z z)(Az. z x) nie berechnet werden
—Az.(Az.x x)(Ax.z x) terminiert, wenn man nur ‘bei Bedarf’ reduziert

e Lazy Evaluation pabBt besser zur Semantik
— Reduktion kann terminieren, sobald die dullere Form kanonisch ist
— Die Semantik kanonischer Terme 1st explizit definiert
— Es 1st nicht erforderlich, auch die Teilterme zu normalisieren,
um die Bedeutung eines kanonischen Terms zu erklédren
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KONSEQUENZEN DER EINBETTUNG DER LOGIK I

e Typentheorie umfafBt intuitionistische Logik
— Konservative Erweiterung (Folie 24) ergibt Logik aus §§2/3
— Einziger Unterschied ist zusitzliche Angabe des Typs von Objekten

¢ Klassische Logik ist simulierbar
— Allquantor, Konjunktion, und Negation definiert wie zuvor
— Definition von v, =, 9 ohne “konstruktiven Inhalt”

Pv.Q =P ar—Q)
P=.Q P v, Q
Jex:T. P = —(Vx:T.—P)

Ersetzt man zusatzlich jede atomare Teilformel P durch =——P, dann wird jede klassisch

glltige Formel auch giiltig in der Typentheorie

e Weitere Logiken sind ebenfalls konservativ einbettbar
— Ungetypte Logik (verwende einen Top-Typ als Default)
— Pradikatenlogik beliebiger Stufe (gleiche Definition wie zuvor)
— Funktionenkalkiile hoherer Ordnung
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(GRUNDSATZLICHE EIGENSCHAFTEN DER THEORIE I

Entwurfsentscheidungen wurden (oft implizit) getroffen

¢ Die Semantik der Theorie steht im Vordergrund

— Bedeutung von Konzepten wird durch semantische Urteile definiert
Syntaktische Darstellung im Beweiskalkiil mufl Semantik reflektieren

— In anderen Kalkiilen steht Semantik (wenn iiberhaupt) im Hintergrund

¢ Die Semantik der Theorie basiert auf Lazy Evaluation
+: Urteile konnen gefallt werden, wenn die dullere Form kanonisch ist
+: Terminierende Anwendungen des Y-Kombinators werden typisierbar

¢ Keine syntaktische Trennung von Objekten und Typen
+: Typ-Sein und -Zugehorigkeit ist eine semantische Eigenschaft
+: Keine Einschrankung fiir Verwendung von Symbolen durch Anwender
—: Erfordert explizite Behandlung des Typseins im Beweiskalkiil

e Gleichheit ist semantisch und damit extensional
+: Natiirliche, wert-basierte Gleichheit in Theorie verankert
—: Extensionale Sicht bringt viele Unentscheidbarkeiten in die Theorie
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(GRUNDSATZLICHE EIGENSCHAFTEN DER THEORIE II I

e Typentheorie ist eine (konstruktive) Grundlagentheorie
+: Semantik formuliert natiirliches Verstindnis von Konzepten
Keine Interpretation in anderen Theorien erforderlich

¢ Typentheorie ist offen fiir Erweiterungen

+: Neue Typkonstrukte konnen explizit hinzugefiigt werden
(wenn sie im Stil der Theorie unabhéangig formulierbar sind)

+: Keine Einschriankung auf konservativ simulierbare Konzepte

—: Selbstreflektion ist begrenzt: Schlieen iiber alle Terme unmoglich
Derartige Beweise wiirden bei Erweiterungen ungiiltig

e Umfangreicher Kalkiil
+: Gut fiir Anwender: wichtige Grundkonzepte sind explizit unterstiitzt

—: Viele Namen fiir Terme und Regeln miissen erlernt werden
—: Aufwendig fur Entwickler: viele Fille in Beweisen von Eigenschaften

Es gibt gute Griinde fiir diese Entscheidungen

aber wenn man andere Ziele hat, wiirde man andere Entscheidungen fallen
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LEITLINIEN FUR ERWEITERUNGEN DES TYPSYSTEMS I

Erweiterungen werden immer wieder notig sein

¢ Beschreibe Syntax
— Ausdriicke die zur Formulierung des Typs verwendet werden sollen
— Ausdriicke zur Erzeugung und Verwendung von Objekten des Typs
— Keine Trennung dieser Ausdriicke auf syntaktischer Ebene

¢ Trenne kanonische und nichtkanonische Terme
— Beschreibe Auswertung nichtkanonischer Terme durch explizite
Angabe von Redizes und der zugehorigen Kontrakta

e Beschreibe Semantik kanonischer Terme durch Urteile
— Definiere Voraussetzungen, um Urteile tiber Typ-Gleichheit und
Gleichheit kanonischer Elemente fillen zu konnen
— Vermeide Verwendung von Termen die zu anderen Typkonzepten
gehoren, um deren Semantik nicht unabsichtlich zu beeinflussen
— Priife Konsistenz der Ergianzung mit bisheriger Theorie
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