Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 10
. . . SWVersiy,
Programmierung in der Typentheorie . g
5, 1
% wEE
- .q? m

1. Beweise als Programme
2. Formalisierung von Zahlen und Arithmetik
3. Konstruktion effizienter Algorithmen

4. Formalisierung von Listen



BEWEISE ALS PROGRAMME I

e Formale Beweise konnen verifizieren und konstruieren
— Verifikation - s=t €T": “s und ¢ erfiillen Spezifikation 7" und sind gleich”
— Konstruktion = 7" ext #: “Es gibt einen Term ¢, der T’ erfiillt”

e Beweise fiir V-d-Theoreme beschreiben Programme

— Beweis fiir Va:S5. 3y:T". spec(z, y) liefert Extrakt-Term pgye.
der Form \x. (y,,pf), so daBl spec(x, 1, ) fiir alle x €S gilt

— Programm, das y, aus x berechnet kann aus Beweis extrahiert werden

e Konstruktives Auswahlaxiom ist im Kalkiil beweisbar -

= VS:U.VT:U.Vspec: Sx T—P.
(Va:S. 3y T spec(z,y)) = If:S—T.Va:S. spec(z, f(x))

Programmentwicklung ist dasselbe wie Beweisfithrung
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PROGRAMMENTWICKLUNG IN DER TYPENTHEORIE I

e Bisherige Theorie liefert nur einfache Programme
— A-Terme: einfache sequentielle Funktionen
— Paarbildung: einfachste Form einer Datenstruktur
— Summentyp: einfache Fallunterscheidungen
— Alle anderen Konzepte miissen durch Anwender simuliert werden

¢ “Praktische” Programmierung braucht mehr
— Zahlen und arithmetische Operationen
— Datencontainer mit flexibler Grof3e
— Rekursive Daten- und Programmstrukturen
... unterstiitzt durch geeignete Inferenzmechanismen

e Unterstiitze Verifikation und Synthese
— Das Schreiben von Programmen ist nicht alles
— Verifikation: nachtriglicher Beweis von Programmeigenschaften
— Synthese: Erzeuge Programme mit garantierten Eigenschaften
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FORMALISIERUNG VON ZAHLEN UND ARITHMETIK I

¢ Simulation durch Church-Numerals ware moglich
+: Man kann alle berechenbaren Funktionen definieren (vgl. Einheit 5)
—: Aussagen liber alle Zahlen sind schwer zu formalisieren
—: Beweise fiir sehr einfache Aussagen werden extrem aufwendig

Ein Typ der Zahlen muB explizit in der Typentheorie definiert werden

e Einfachster Ansatz: formale Peano-Arithmetik
— Wenige Grundkonstrukte: Typ N, Element 0, Nachfolgerfunktion s,
Primitive Rekursion h(t) where h(0) = base | h(s(i)) = g[i, h(i) / n,x]
Kurzdarstellung: PR|base; g\n,x]|(t)
— Minimalkonzept mit einfacher Semantik und kleinem Regelsatz

— Alle wichtigen arithmetischen Operationen sind leicht zu konstruieren
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FORMULIERUNG DER PRIMITIV-REKURSIVEN ARITHMETIK I

SchlieBen tiber arithmetische Operationen

e Ausdriicke
Kanonisch: N
0

S (t) t Term
Nichtkanonisch: PR|base; g|n,x||(t) t, base, g Terme, n,z Variablen

e Reduktion von Ausdriicken

PR[base; g[n,xz]](0) 5 base

PR|base; gin,x|]|(s(t)) 7, glt, PR[base; g|n,x||(t) /n,z]
e Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit

N=N

0=0¢eN

S<t1> :S(tg) e N falls t1 = 19 eN
N=N ¢ U] — fiir alle 3 | —
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KONSERVATIVE ERWEITERUNG DER PEANO ARITHMETIK I

Definitionen fur Standardoperationen auf N

e Oft Instanz einer primitiv-rekursiven Funktion

n+m = h(m) where h(0) =n | h(s(7)) =s(h(7))
p(n) = h(n) where h(0) =0 | h(s(i)) =1

n—m = h(m) where h(0) =n | h(s(i)) =p(h(7))
In-m)| = n—m+m—n

nxm = h

(m) where h(0) =0 | h(s(i)) = n+(h(2))
h(|lm—n|) where h(0) =s | h(s(i ) =1
h(m—n) where h(0) =t | h(s(i)) =

(

)

if n=m then s else ¢
if n<m then s else ¢

1] /\ limniill

n-+=m h(n) where h(0) = 0

| h(s(i)) = if s(h(i))*xm=s(7) then s(h(i)) else h(i)
nremm n — (n+—mxm)
n<m = di:N. n+s(i)=m N (Prédikat)

e Weitere Operationén mit Y-Kombinator definierbar
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ox.((\y.s(y))x,0))0
= match (0,s(0)) with (x,y) — (y,x*y) € NxN

Analysiere Bedingungen der semantischen Urteile
e Beide Elementterme sind nichtkanonisch und miissen reduziert werden
— (x.(Oy.s(y)) x, 0) 0 —4 (Oy.s) 0,0
— match (0,s(0)) with x,y) — (y,x*y) —l> (s(0), 0xs(0))
e Es gilt ((A\y.s(y)) 0,0y = (s(0), 0%s(0)) € NxN
falls  (Ay.s(y))0=s(0) € N und 0=0%s(0) €« N und NxN Typ
e Beide Gleichungen enthalten nichtkanonische Elemente, die reduziert
werden miissen: (A\y.s(y)) 0 — £ $(0) und 0%s(0) —% 0
Damit gilt ((A\y.s(y)) 0, 0) = (s(0), 0%s(0)) € NxN
falls s(0)=s(0) e N und 0=0 € N und NxN Typ
e Das erste Urteil darf gefillt werden, falls 0 =0 € N ist

Das zweite Urteil ist bereits ein Basisurteil
Das dritte Urteil darf gefallt werden, falls N Typ
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REGELN FUR NATURLICHE ZAHLEN I

HEN € Uj IAX HE Uj ext N
natEquality natFormation
HF0=0¢eN Ax HEN ext 0
zeroEquality zeroFormation
HEs(t;) =s(ty) e N Ax HEFN ext s (1))
succEquality succFormation
H|_t1=tf)€N Hl_N extt\
H =PRI gilng 2] 1(8) = PRIf,; gln,, 2] (1) € Tt/ 2] AX
prEquality z T n h,
HFt=teN AX
HV f,=f,T[0/ s
H, n:N, hnT[x/'Z] = g(s (n),h,) = EE (n),hy) € T[S(H)/Z] AX
H,zN,A+C ext PR[f; g[n,z]](2)
natElimination ¢ n h,
H,zN, A+ C[0/z] ext f)
H, 2N, A, n:N, h,,:C[n/z| F C[s(n)/z] ext g(n, hy)
H&EPR[f; gln,z]](0)=t,eT AX HEPR[f; gln,z]](s(t))=t,eT AX
prReduceBase prReducelUp
HEf=teT AX Htg(t, PRIf; g[n,2]](t) =t, e T Ax
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NACHWEIS DER KOMMUTATIVITAT DER ADDITION I

= Vn:N.Vm:N. n+m = m+n ¢ N allR THEN allR

1. n:N, m:N - n+m = m+n € N natElimination 2

1.1. n:N, m:N - n+t0 = 0+n € N prReduceBase

1.1.1. n:N, m:N +Fn =0+n ¢ N natElimination 1

1.1.1.1. n:N, m:N - 0 =0+0 € N symmetry THEN prReduceBase
1.1.1.1.1. n:N, m:N - 0=0 € N zeroEquality

1.1.1.2. n:N, m:N, k:N, fi:k=0+ke N F s(k) = 0+s(k) € N
symmetry THEN prReduceUp THEN symmetry

1.1.1.2.1. n:N, m:N, k:N, fi:k=0+ke N F s(k) = s(0+k) ¢ N
succEquality THEN hypothesis 4

1.2. n:N, m:N, k:N, fi:ntk=k+n e N F n+s(k) = s(k)+n € N

e Beweise in der Peano-Arithmetik sind miihsam
— Die meisten Beweise benotigen aufwendige Induktionen
— Grundeigenschaften erscheinen in Hunderten von Variationen

Peano-Arithmetik ist fiir praktisches formales SchlieBen ungeeignet
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EINE PRAKTISCHERE FORMALISIERUNG VON ZAHLEN I

e Peano-Arithmetik ist nur theoretisch hinreichend
+: Nur wenige Grundkonstrukte, tiberschaubarer Regelsatz
+: Alle berechenbaren Funktionen sind konservativ definierbar
—: Beweise einfacher Eigenschaften sind immer noch zu miihsam
—: Zahlen in Nachfolgerdarstellung 0, s(0), s(s(0)), ... sind unnatiirlich
—: Formale Arithmetik ist auf diesem Niveau nicht praktikabel
Formalisierung von Zahlen sollte auf Dezimalarithmetik aufgebaut werden

e Der Datentyp der Zahlen in Nuprl
Verzicht auf rein schematische Theorie zugunsten der Praktikabilitat
— Grundlage sind ganze Zahlen Z einschlieBllich der negativen Zahlen
— Kanonische Elemente sind Zahlen in Dezimaldarstellung (kein Limit)
— Primitive Rekursion (Induktive Definition) auch auf negativen Zahlen

— Fast alle Operationen von Folie |3/ sind vordefiniert
+, —, *, =+, rem, arithmetische Vergleiche, Pradikat “<”

b b >

— Reduktion basiert auf bekannter Arithmetik anstatt Term-Rewriting
— Arithmetische Entscheidungsprozedur als zusitzliche Inferenzregel
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DER DATENTYP DER GANZEN ZAHLEN I

e Ausdriicke

Kanonisch: 7, n, —n n natiirliche Zahl (Dezimaldarstellung)
s<t, Ax s,t Terme
Nichtkanonisch: -t t Term
s+t, s—t, s*t, s=t, sremt s,t Terme
if u=v then s else ¢ w, v, s,t Terme
if u<v then s else ¢ w,v, s,t Terme

ind|base; fli,z]; gl7,y]|(w)u, £, g, base Terme, i, j, z,y Variablen
Auch: h(u) where h(0) = base | h(z>0) = f[z, h(z—1)/i,x] | h(2<0) =g[z, h(z+1)/],Y]

e Reduktion von Ausdriicken (nichste Folie)
¢ Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit
4, =17
1=1 € Z fiir jede ganze Zahl i
s<t,= 5<t, falls s=s,€Z und t=t,cZ
Ax = Ax € s<t  falls es Zahleni und j gibt mit s —» i, t — j und i ist kleiner als j
Zi=1 ¢ U] — fiir alle j | —

Sl<t1= 82<t2 € U] falls 81=S2€Z und t1=tQEZ — fiir alle y | —
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REDUKTION ARITHMETISCHER OPERATIONEN I

ind|base; fli,x]; gl7,y]](0) 2y base

ind[base;; fli,al; glj,yl)(n)* > fln.ind[base; fli,al; glj,yl)(n—1)/i,a]
ind[base; fli,al; g[j,yl1(-n)" —= gl-n,ind[base; fli,x]; glj,y])(-n+1) / j,y]
- By Negation von i (als Zahl)

1+ i) Summe von i und j

-9 i> Differenz von i und j

i Py Produkt von i und j

i< Iy 0, falls j=0; sonst Integer-Division von i und j
rrem i> 0, falls j=0; sonst Divisionsrest von i und j

if =7 then s else ¢ i> s, falls 1 = j; ansonsten t

if <7 then s else ¢ N s, falls i < j; ansonsten t

*+ n>0 natiirliche Zahl
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REGELN FUR GANZE ZAHLEN

HEFZ € Uj IAX H I—U] ext Z,
intEquality intFormation

' sit,=s,t, € U; AX Y ext s<t)
less_thanEquality less_thanFormation
I'ks=s5,¢Z AX I'-7Z ext s
't =t eZ IAx I'EZ ext i

HbEn=ncZ IAX HEFZ ext ny
natural numberEquality natural numberFormation n

FEAxce sit A Eine Konstruktion von Elementen aus s<t ist
less_thanMember nur mit der arith Prozedur (Folie[I3) moglich
I'Esit AX

HbF-s=-s5,¢€Z AX
minusEquality
HiFs=s,¢Z AX

HEFs+t,=s#t, € Z AX HEFZ ext s+t
addEquality addFormation
HEs=s,¢Z AX HEFZ ext s
Hit =t eZ Ax HEZ ext ¢

HbFs-t=s:t, ¢ AX HEFZ ext st
subtractEquality subtractFormation
HiFs=s,¢Z IAX HEFZ ext s
HiFt =t eZ Ax H&EZ ext
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REGELN FUR GANZE ZAHLEN II I

HFs*t =s%t,¢eZ AX HEZ ext skt
multiplyEquality multiplyFormation
HEs=s,¢eZ AX H&FZ ext s
HHt =t eZ IAX HEZ ext ¢
HEFs=t =5+t € Z AX HEZ ext s+
divideEquality divideFormation
HFs=s¢Z IAX HEFZ ext s
HEFt =t eZ AX HEZ ext ¢
HEt #0 AX
HF s remt =s;remt, € Z AX H&EZ ext srem#
remainderEquality remainderFormation
HFs=s5,¢Z AX H&-7Z ext s
HEFt =t eZ AX HEZ ext ¢
HEt#£0 A
HEFEO<sremt A sremt it IAX HEFEO<sremt A sremt -t IAX
remainderBoundsi remainderBounds?2
HEFO0<s IAX HEFO0<s IAX]
HEO;t 1A HEt;0 1AX]
HEsremt <0 A sremtt IAX HEsremt <0 A sremt -t IAX
remainderBounds3 remainderBounds4
HEs<O0 IAX HEs<O0 IAX
HEt;0 1A HEFO;t IAX|
HEF s=(s+t)*t + (sremt) AX
divideRemainderSum
HFEs=s€eZ IAX
HEt#0 Ax
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REGELN FUR GANZE ZAHLEN III I

HFind(u;x,fy.s;base;y,fy.t) =ind(u, 2, f .5, base, y, f,t) € Tui/z] AX
indEquality z T x f, v
HFu=u,cZ AX
H, x:Z, v: 0, f:T[(x+1)/2] = s1|x, fo/21, fo1] = S2|x, fo) 2o, fuo] € T[x/Z] AX
H |- base = base, < T[0/z] AX
H, x:Z, v: 0z, f:T[(x-1)/2] F iz, fo/y1, [y,] = o]z, fo/yo, [uo] € T[x/2] Ax
H,zZ,A+C ext ind(z; x, f,.s[Ax/v]; base; x,f,.t[Ax/v])
intElimination ¢ = f, v
H, z2Z, A, v:Z, v: 20, f,:C[(x+1)/2] F C[z/Z] ext s
H,zZ,AFC[0/Z] ext base
H, 27, A\, x:Z,v:0ix, [,:C[(z-1)/z] F Clx/z] ext &
H = ind(e; 2, f,.5; base; y, fyt) =t, € T Ax H = ind(e; 2, f,.5; base; y, fyt) =t, € T IAX
indReduceBase indReduceDown
HbFbase=t,cT AX H & tli,ind(i+1; z, f;.5; base; y, fy.t) [z, fo] =t, € T 1Ax
HFi=0¢Z Ax HEi <0 Ax
H = ind(e; 2, f.5; base; y, fyt) =t, € T IAX
indReduceUp
H Ft[i,ind(i-1; 2, fr.55 baseyy, [, 0) [y, f,] =t, € T A
HEO <4 AX
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REGELN FUR GANZE ZAHLEN IV I

HFif u=v, then s, else t,=if u=v, then s, else t, € T’ Ax
int_eqEquality
HrFu=u,cZ IAX]
HFv=v,¢Z AX
H,v:u=v,Fs=s,€T AX
H,viu#v Ft =t T A
HFif u=v then s elset=t,¢ T IAX H & if u=v then s elset=t,¢ T IAX
int_eqReduceTrue int_eqReduceFalse
HbFs=t,eT IAX HFt=t,eT IAX
Htru=v eZ Ax HFEu+#wv IAX
H = if u<v, then s else t =if u<v, then s, else ¢, € T’ AX
lessEquality
HrFu=u,cZ A
HFv=v,¢eZ AX
H,viujv ks =s,€T AX
H,v:u>v Ft =t T IAx
HFEif u<v then s elset=1t,e T IAX HFif u<v then s else t =1, T IAX
lessReduceTrue lessReduceFalse
HEFs=t,eT IAX HFt=t,eT IAX
HEujwv AX HEu>v IAX
HEC ext t Entscheidungsprozedur fiir elementare Arith-
. : metik (Alup Il). Nichtarithmetische Ausdriicke
arith j in C erzeugen Wohlgeformtheitsziele. Extrakt-
HbEs; €Z AX term entspricht logischer Struktur von C
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SYNTHESE EINES QUADRATWURZELPROGRAMMS I

e Algorithmus ist durch V-3-Theorem spezifizierbar

— Formaler Beweis fiir Vn:N. 3r:N. r?<n s n<(r+1)? liefert
Extrakt-Term p,,; der Form An. ¢, (pf1,pfo) mit r=|/n ]

— Quadratwurzelprogramm kann aus Beweis extrahiert werden

sqrt = An. match p,,¢(n) with (r,pf)—r

e Standardbeweis verwendet Induktion auf n
—Basis: F 3dr:N. r2<0 A 0<(r+1)?
— Schritt: Ir:N. r2<n A n<(r+1)? F Ir:N. r’<n+1 A n+1<(r+1)?
— Losung ist fiir beide Fille leicht zu konstruieren

e Formaler Beweis benotigt definitorische Erweiterungen
— Definitionen von i<j = i<j+1und i* = i*;
— Natiirliche Zahlen als Teiltyp {z : Z | 0<z} von Z (Einheit 11)

e Induktionsregel fur N basiert auf Bibliothekslemma
VP:N—P. (P(0) A (Vi:N*.P(i-1) = P(i))) = Vi:N.P(3)
— Beweis mit Regel intElimination, Anwendung als Taktik NatInd
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BEWEIS DER EXISTENZ VON QUADRATWURZELN I

e Formaler Beweis mit Standardinduktion

 Vn:N. 3r:N. r’<n<(r+1)? allR
1. n:N F Jr:N. r’<n< (r+1)? NatInd 1
1.1. F Jr:N. r?<0< (r+1)? existsR (01 THEN Auto 4/

1.2. 1i:N*t, r:N, r’2<i-1<(r+1)?2 F Ir:N. r2<i<(r+1)?
Decide [(r+1)2< il THEN Auto
1.2.1. i:NT, r:N, r’<i-1<(r+1)?, (r+1)?<i F JIr:N. r’<i<(r+1)?
existsR [r+11 THEN Auto 4/
1.2.2. i:NT, r:N, r’<i-1<(r+1)2, =((r+1)2<i) F Ir:N. r’<i<(r+1)?
existsR [rl THEN Auto 4/

— Taktik Decide erzeugt Fallunterscheidung fiir entscheidbare Priadikate

— Taktik Auto enthdlt Entscheidungsprozedur arith

e Extrahierter Algorithmus (nach Projektion)

function sqrt n = if n=0 then O
else let r = sqrt (n-1) in
if (r+1)°<n then r+1 else r
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ALGORITHMUS IST KORREKT ABER INEFFIZIENT I

e Laufzeit fiir | /n | ist linear in GroBe der Eingabe n
— Bereits fur 10-stellige Zahlen unakzeptabel langsam
— Man kann effizientere Algorithmen programmieren
Elegante Beweise liefern nicht notwendig gute Programme

e Suche Beweisstruktur mit effizienterem Extrakt
— Nutze Bindrdarstellung der Zahlen und bestimme Losung bitweise

— Entspricht induktivem Beweis, der jeweils das néachste Bit konstruiert
also |\/n] aus |\/n|+2bzw. aus |/n-+4| berechnet

¢ Induktion benotigt Lemma fiir ‘‘4-adische Induktion”
VP:N—P. (P(0) n (Vi:NT.P(i+4) = P(1))) = Vi:N.P(3i)
— Beweis mit Regel intElimination liefert ineffizienten Extraktterm
— Besserer Beweis gibt effizientere Evidenz explizit zu Beginn an
Regel introduction liefert Extrakt-Term mit Y-Kombinator
— Taktik NatInd4 wandelt Lemma in Inferenzregel um
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ERZEUGUNG EINES EFFIZIENTEREN ALGORITHMUS I

e Formaler Beweis mit Binarinduktion

- Vn:N. Jr:N. r?’<n< (r+1)? allR
1. n:N F Jr:N. r’<n< (r+1)? NatInd4 1
1.1. F Jr:N. r?<0< (r+1)? existsR (01 THEN Auto 4/

1.2. i:N, r:N, r’<i+4<(r+1)? F 3r:N. r?<i<(r+1)?
Decide [(2*r+1)?<il THEN Auto

1.2.1. 1i:N, r:N, r?<i+4<(r+1)?, ((2*r)+1)2<i F Fr:N. r’<i<(r+1)?
existsR [2*r+1] THEN Auto +/

1.2.2. i:N, r:N, r?<i=4<(r+1)?, =(((2*r)+1)?<i) F Jr:N. r’<i< (r+1)?
existsR [2*rl THEN Auto 4/

— Beweisstruktur identisch zu der des einfachen Beweises

— Effizientere Induktionsstruktur fiihrt zu besserer Komplexitat

e Extrahierter Algorithmus hat logarithmische Laufzeit

function sqrt n = if n=0 then O
else let r = sqrt (n+4) in
if (2*%r+1)°<n then 2*r+1 else 2%r
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LISTEN I

e Grundform des Datencontainers
— Sammlung beliebig vieler Elemente eines Datentyps T’
— Elemente werden der Reihe nach in eine Liste eingefiigt
— Induktive Beschreibung startet mit leerer Liste und fiigt
Elemente jeweils vorne an eine bestehende Liste an
— Simulierbar durch endliche Funktionen moglich, aber aufwendig
Tlst = n:Nx (1:Zx(1<ir1<n)) —T

¢ Formale Struktur ahnlich zur Peano-Arithmetik
— Neben der Grol3e (Zahl) werden Information zu Elementen angegeben
— Grundkonstrukte: Typ 7'list, Basiselement [], Konstruktor a: :/,
Induktion (primitive Rekursion) ListInd|base; flz,l,z]]|(t)
Langversion: h(t) where h([]) = base | h(a::L) = fla, L, h(L) / z,l,7]
— Theoretisch und praktisch ausreichend:
Alle wichtigen Listenoperationen sind hinreichend effizient darstellbar
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FORMALISIERUNG EINES LISTENTYPS I

e Ausdriicke

Kanonisch: T list T Term
[]
a::l a, [ Terme

Nichtkanonisch: Listind|base; flx,l,z|[(t) t,base, g Terme, x, [, » Variablen

e Reduktion von Ausdriicken
ListInd[base; flz,l,2]]([]) s base
Listind|base; flx,l,z]](a:: L) 7, fla, L,ListInd[base; flz,l,z]|(L)/x,1, z]

e Urteile fiir Typ- und Elementgleichheit
T list =T, list falls T=T,
[1=1[] € Tlist falls T Typ
a;::l,=a, :l,c Tlist falls T Typunda=a,eT und [=l, € T list
T\list =Tlist « U; falls T2T,U,
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REGELN FUR LISTEN I

I'=1T list =T list € [Uj IAX F}—Uj ext T list)

listEquality listFormation

-T=T,0; AX Y ext T
'E[I1=10 € Tlst AX ['F T list ext [1)

nilEquality j nilFormation j

FI—Ter IAX FI—Ter IAX
I'Htecl =t,::0, € Tlist AX I'=Tlist ext t::)

consEquality consFormation

I'Ft=t,eT AX LET ext t

I'F1l =1, Tlist Ax [' =T list ext I
I' - ListInd|base; t[x,,1,, 2] |(s,) = ListInd[base,; t|z,,1,, 2] ](s,) € T[s1/%] AX

list_indEquality z T Slist =z [ 2

I'Fs,=s,¢€ Slist AX

I' - base, = base, € T[[]/Z] AX

[, x:S, :Slist, 22T/ 2] - t1x, 1, z/x1, 11, 1] = ta|x, 1, 2/ w9, 19, 29] € Tx::1/2] Ax
[, z:Tlist, A-C ext ListInd[base; t|z,l,z]](2)

listElimination ¢ 2z z [

[, z:Tlist, AFC[[]/7] ext base)

I, 22T list, A, x:T, l:T list, 2:C[l/z| - Clz: :1/Z] ext ¢
[+ Listind[base; t|x,l,z]]([1)=t,e T AX

list_indReduceBase

I'-base=t, T A
['F ListInd[base; t[z,l,2]](s::u)=t, e T AX

list_indReduceUp

I' F t[s, u,Listind[base; t[x,l, 2] |[(u)/x,l,z]=t, e T Ax
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SYNTHESE EINER LISTENOPERATION I

Bestimme das maximale Element einer Liste von Zahlen

e Konstruktion durch einfachen Induktionsbeweis
— Spezifikationstheorem: VL:Zlist ".3m:Z. me L A\Va € L.x<m
—Basis: FVa:Z.3m:Z. mela]| \Vx €lal.x<m
— Schritt: dAm:Z. me L aVxe L.x<m
= Ya:Z.dm:Z. mea:: L aVreca:L.x<m

— Losung in beiden Fillen leicht zu konstruieren
e Formaler Beweis benotigt definitorische Erweiterungen

—Tlist* = {I:Tlist | [#]] €T list }

— |al = a::[]

—xel = h(l) where h([]) =f | h(a::L)=x=acZvxel
—Vrxel.P(x) = h(l) where h([1) =t | h(a::L) =P(a) \VreL.P(x)

e Induktionsregel fiir Z list © basiert auf Bibliothekslemma
—VP:Zlist T—=P. (Va:Z.P([a])
A (V1:Zlistt.Va:Z.P(1) = P(a::1))) = VL:Zlist™.P(L)

— Beweis mit Regel 1istElimination, Anwendung als Taktik List1Ind
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SYNTHESE DES MAXIMUM-ALGORITHMUS I

e Formaler Beweis des Spezifikationstheorems

= VL:Zlist"™.3m:Z. meL A Vxel.x<m allR
1. L:Zlistt™ F dm:Z. meL A VxeL.x<m List1Ind 1 THEN allR
1.1. L:ZlistT,a:Z + 3dm:Z. me[a]l A Vxel[al.x<m existsR fal THEN Auto 4/

1.2. L:Zlist" ,m:Z,meL,VxeL.x<m,a:Z F Im:Z. mea:L A Vxea:L.x<m
Decide m<al THEN Auto

1.2.1. L:Zlist",m:Z,melL,Vxel.x<m,a:Z,m<a  dm:Z. mea:L A Vxeca:L.x<m
existsR fal THEN Auto 4/

1.2.2. L:Zlist",m:Z,meL,Vxel.x<m,a:Z,-(m<a) F+ dm:Z. mea:L A Vxea:L.x<m
existsR ml THEN Auto 4/

— Taktik Auto verwendet mehrere Bibliothekslemmata
-VP:Zlistt—P.Va:Z. (Vxel[a] .P(x)) < P(a)
VP:Zlist T —=P.V1:Zlist " .Va:Z. (Vxea:L.P(x)) & (P(a) AVxel.P(x))
-Vx,a:7Z. xelal] & x=acZ
V1:Zlist " .Vx,a:7Z. xca:l. & x=aecZvzxel

e Extrahierter Algorithmus (nach Projektion)

function max L = case L of [a] — a
| a:1 — let m = max 1 in
if m<a then a else m
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