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MATHEMATIK BENUTZT NICHTKONSTRUKTIVE KONZEPTE I

e Mengentheoretische Operationen
— Teilmengenbildung =:7" | P|x| }
— VereinigungSUT und DurchschnittNT" zweier Mengen
— Vereinigung/Durchschnitt von Mengenfamilieh,. . (7[z], (), e T[]
— Elemente dieser Typen sind Elemente der unsglichen Mengen
— Informationeniiber Herkunft oder Selektionsgikat sindnur implizit
vorhander(und nicht etwa in den Elementen gespeichert)

e Aquivalenzklassen
— Aquivalenzrelation® induziert Klassen von Elementen eines T{ps
— |x|p ist die Menge der zu unter £ aquivalenten Elemente
— Menge der Klassen bildet einen neuen Typ' £
— Elemente vorl’ sind Repéasentanten der Elemente von/E
— Finduziert Gleichheitaui’//E: [x]p = [y|p gilt g.d.w. E(z, y)

Mit bisherigen Typkonstrukten nicht simulierbar
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HILFREICHE VORDEFINIERTE TYPEN I

Konservative Definition gangiger Grundkonstrukte

e Singularer Typ: Unit 0eZ
— Einziges Element iskx

— Andere Bezeichnungt (“der Wahrheitstyp” Gegenigtk zuf)

e Boolescher Datentyp: B = Unit+4Unit
—T = inl(Ax), F = inr(Ax)
—if b then s else t = case b of inl(x)+—s | inr(y)—t
— Einbettung boolescher Werte in logischadikate durchiifting:
™ = if b then t else f

e Rekursive Funktionen definiert durch Y-Kombinator
-Y = M. (x.f (xx)) Ax.f (x x))
—function f(x) =t = Y\f.Ax.t) (geschlossener Terriff f)
— Nicht jede rekursiv definierte Funktion ist typisierbar
Typ vonfunction f(z) =t muld im Kontext nachgewiesen werden
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TEILMENGENKONSTRUKT {x:S | P|x] } |

e Standardkonzept mit klarer intuitiver Bedeutung

— Ermdglicht natirliche Repiasentation von Teiltype(N, 7" List™, ...)
ohne shndige explizite Verwendung einsémkender Radikate

—2z.B.Vn:N. dr:N. r’<n< (r+1)? anstatt
Vn:Z.0<n = dr:Z.0<r nr’<n<(r+1)?

e Konstruktive Interpretation von {x:S | P[x] } schwierig
— Elemente sind Elemente aus S, welche Eigenschaf?|s| besitzen
— Evidenz fir P|s| nur implizit vorhanden (kein Bestandteil des Elements)

e Formale Ahnlichkeit zu x: S x P[x] nutzt wenig
— Elemente von:: S x P|x| sind Paarés,pf) mit sc{x:S | Plz|}
— Evidenzpf < P|s] bleibt Bestandteitles Elements
— Fihrt zu unnairlichen Spezifikationen vieler Algorithmen
Nullstellen finden{ /- N—N | 9r:N. f(r)=0} — N (Suche ftig)
wirde zu f:(N—=N)x3r:N. f(r)=0 — N (Projektion reicht)
x: S X Plx] ist zur Beschreibung von Teilmengen nicht geeignet
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DER TEILMENGENKONSTRUKTOR IN DER TYPENTHEORIE I

e Formalisierung der mengentheoretischen Aspekte
— Elemente voqz: S | P|x] } sind Elemente vo
— Es mul? Evidenzifr P|s| geben, die aber nicht explizit bekannt ist

e Sonderform des unablangigen Konstruktors {S' | P }
— Identisch mitS, wenn es Evidenzifr P gibt, sonst leer

e Haufigste Anwendung:Type-Squashing
— Definere| P = {t| P}
Reduziert Struktur des Bdikats (Typs)P auf den “Wahrheitstypt
— WennP.’ nicht leer ist, entllt | P nur das Elemenix
Die Struktur der Elemente voR wird entfernt
Alle Elemente von|. P sind gleichund besagenP besitzt Evidenz”

— EntferntUberstrukturierung aus benutzerdefinierteadikaten
(siehe Foli€24)
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FORMULIERUNG DES TEILMENGENTYPS I

e Ausdrucke
Kanonisch: {x:S|T} S TTermex Variable

{SI1T} S,T Terme
Nichtkanonisch: —

e Reduktion von Ausdricken
— enthllt, da keine kanonischen Elemenir tlen Teilmengenkonstruktor definiert

e Urtelle fur Typ- und Elementgleichheit
{25 1T} ={x,:5,1T,}falls $=S, und es gibt Terme;, p» und eine Variable
x, die weder inl’; noch in7, vorkommt, so dal3
p1 € Va:51. Ti|x /x| = Thlx )z
und py € Va:S51. Tolx/xs) = Ti|x/x1]
{z:S 1T} ={x:S,1T,} € U; analog

Prinzip der getrennten Definition von Typen kann nicht eingehalten werden

T={5,1T,} falls 7={x,:5,1T,} furein beliebiges, <V
{S, 1T }=T falls {z,:S,1T,}=T fur ein beliebiges:; ¢V
s=tef{x:SI1T} falls {z:S 17T} Typ und s=t € S und es gibt

einen Ternp mit der Eigenschatft € T[s/ x|
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WICHTIGE BENUTZERDEFINIERTE TEILMENGENTYPEN I

¢ Zahlenmengen und -intervalle:
N = {i:Z 1 0<i}
N = {i:7Z ] 0<i}
li...}y ={3:Z21i<j}
(..} ={j:Z1j<i}

{i..7} =Ak:Z1i<k<j}
fi..j7} =4k:Z | i<k<j}
e Listen

Tlist™ = {1:Tlist | 1£[] €T list }
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BEHANDLUNG VON TEILMENGEN IM INFERENZSYSTEM I

e Verwaltung von implizitem Wissen erforderlich

—{z:T | P} hatmehr Information al§” undweniger alsc: 7' x P
Nullstellenbestimmung ist verschieden aufwendigElemente von
N—N, {f/'N—=N|3nN. f(r)=0} und f:(N—N)x3r:N. f(r)=0

—Rirse{z:T | P} wissen wir, dal¥|s] gilt, aber wir
wissennicht, wie die Evidenziir P|s| konkret aussieht

— In Beweisen riissen wirdas Wissern|s| verwenden knnen,
ohne die Evidenzifr P[s| algorithmisch einzusetzen

Evidenz fur P|s] darf nicht im Extraktterm vorkommen

e Unterstltze versteckte Hypothesen
— Erzeugunglurch Dekomposition der Annahme{x:S | T }

Cyzo{x:S1THARC ext (\y.t) z
setElimination 7 y v
Uz dax: ST} yS, [ v]:Ty/ x|, Aly/z] = Cly/z] ext t

— Freigabe der Hypothese nur in Teilzielen mit Extraktteym
(Gleichheiten, Kleiner-Relation)
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REGELN FUR TEILMENGENTYPEN I

FE{x: ST} ={z,:S,1T,} e Uj AX MU, ext {z:S1T}
setEquality = setFormation S
F|—51252€Uj IAX F’—SEUJ' AX
[, 2:8,F Th[w/x] = Tz /o] € U AX Y ext T
'Fs=te{z:SI1T} AX FF{x:S1T} ext s,
set memberEquality j set memberFormation j s
'Fs=telS AX 'FseS IAX
I'FTls/z] AX ['FTls/z] AX
[, 2" St+T[x'/z] e Uj AX [, 2" S+T[x)z] € [Uj Ax
[z {x:SITHARC ext (\y.t) z
setElimination 7 y v
D,z {x:S|1TY,y:S, |v]:T]y/x], Aly/z] - Cly/z| ext t
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LOGISCHE INTERPRETATION DES TEILMENGENTYPS I

o {x:S | Plx]} verhalt sich wie ein Existenzquantor
—{x:S | Plz] } ist genau dann nicht leer, wenir:S. P|z] gultig ist
— Elementes € {z:5 | P[z] } sind Zeugeniir Gultigkeit vondx:S. P|z]
Evidenz fir P|s| existiert, wird aber unterdickt
—{x:S | Plz] } beschreibhur den algorithmischen Aspe#tes Quantors
—V-3-Theorem auf Basis des Teillmengentyps liefern besseraldtd¢rme

e { P | Q } verhalt sich ahnlich wie die Konjunktion P A Q

—{P | @} hat Elemente, wen® und () gultig sind

— Elemente € {P | @) } sind Elemente voi® (partielle Evidenz)
Evidenz fir Q) existiert, wird aber unterdckt

—{P | Q } beschreibt eine nichtkommutative Konjunktion

—{P | t}istisomorph zuP

—{t | @ } hat genau dann Elemente, wenn di@s@ gilt
aber alle Elemente voft | @ } sind gleich (“Squashing”)
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QUADRATWURZELALGORITHMUS MIT TEILMENGENTYPEN |

= vn:N. {r:N|r*<n<(r+1)%} allR
1. n:N F {r:N|r’<n< (r+1)%} NatInd4 1
1.1. F {r:N|r*<0< (r+1)?} set_memberR (01 THEN Auto +/

1.2. i:N, r:N, r"<itd<(r+1)”" F {r:N|r*<i< (r+1)?%}
Decide (2*r+1)*<il THEN Auto
1.2.1. 1:N, r:N, " <isd<(r+1)7, (2*r+1)?<i F {r:N|r*<i< (r+1)?}
set_memberR [2*r+11 THEN Auto 4/
1.2.2. i:N, r:N, " <it4<(r+1)7, =((2*r+1)?<i) F {r:N|r*<i< (r+1)?%}
set _memberR [2*r! THEN Auto 4/

e Bewels hat die gleiche Struktur wie zuvor
— set _memberR ISt Taktik fur set memberFormation
— Versteckte Hypothese < i 4 < (r+1)” wird fUr die Beweisziele
r? <iundi< (r+1)? freigegeben,
— Extrakt-Term entélt keine Beweiskomponenten
— Effizienter Algorithmusir | \/n ] wird ohne Projektion generiert
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DURCHSCHNITTSKONSTRUKTOR Nx:S.T x|

e Durchschnitt einer Familie von TypenT'[x] mit x € S
— Verallgemeinerung des einfachen Durchschiitts” zweler Typen
— Elemente sind Objekte, di@rfallex < S zum TypT'|z| gelbren
— Keine Ablangigkeit der Elemente von der Wahl eines konkreatery

e Strukturell ahnlich zu x:S—T'[x| (aber andere Semantik)
— Elemente vorr:S—T'|x| konstruiereniir allex S einy €T '|x]
—x €S als Argument der Funktionen ausS—T'|x] angegeben werden
— Starke Ablngigkeit vony < T'[z] von der Wahl des konkretene .S

¢ Viele Anwendungen
— Record-Strukturen in Programmiersprachen
— Definition eines Typs aller Terme der Typentheorie
— Repiasentation eines echten Polymorphismus (ohneaAgigkeiten)
— Polymorphe Logik
— “Guarded” Types
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FORMULIERUNG DES DURCHSCHNITTSTYPS I

e Ausdrucke
Kanonisch: Nx:.S. T x Variable,S undT Terme

Nichtkanonisch: —

e Reduktion von Ausdrucken
— enthllt, da keine kanonischen Elemenim tlen Teilmengenkonstruktor definiert

e Urtelle fur Typ- und Elementgleichheit
Nx1:S1. 17 = Nue:Sy. Ty falls S1=S, und Tisy/x1|=T5[s9/x4)
fur alle Termesy, so Mit s;=s5 € 57.
Nx1:571. 11 = Nxy:S9. 15 € Uj analog
ty =19 € Nx:S.T falls Nz:S.T Typ und
ti1=toT'|s/x| fur alle Termes € S
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REGELN FUR DURCHSCHNITTSBILDUNG I

U025, T =n2y05,T, ¢ U AX =1, ext Nx:S5.T)
isectEquality x isectFormation = S
FI—SIZS2EUj AX | ) eU} Ax
U, xS, F 1w /x| = Dol /xo) € U AX] [ SHU; ext T
LEt=t,eneS.T Ax I'EnNnx:S. T ext
isect memberEquality j 2 isect_memberFormation j z’
[, 2 Skt =ty € T[x'/z] AX [, 2SS+ T2/ x] ext t
FI—Ser AX FFSer AX
' f=f,eT[t/x] AX L, fine:ST,A-C ext tlf, Ax/y, z]
isect_member_caseEquality Nz:S.7T t isectElimination 7 s y 2
L' f=f,eneST AX L, fine:ST,AFseS AX
FteS Ax U, fine:S.T, y:T[s/x], ziy=f €T[s/z], A C  extt
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ANWENDUNGEN DES DURCHSCHNITTSTYPS I

e Einfacher (binarer) Durchschnitt SNT
— Durchschnitt einer Mengenfamilie mit booleschem Index

SNT = Nb:B.if b then S else T
Achtung:SNT ist nicht identisch mit::.SNT" mit 7" unablangig vonx

e Top: Typ aller Terme der Typentheorie

— Leerer Durchschnitt hinteéf3t keine Bedingungen an Elemente

Top = Nx:Void. Void

— Wegent € Top, fallst € Void fur allex € Void gelort jeder Termt zu Top
e Record Strukturen {l1:T7;..;1n:Th}

— Durchschnitt einer Familie von Funktionen auf Lalbels (Folie[Z8)

—{l;:Ty; .1, T, = Nl:Atom. if 1=ly then T} else

if :1=ln then T, else Top

e Guarded types Nx:S.T', wobeiT unabhangig vonx
— Isomorph zurop, wenns leer ist, und sonst isomorph Zu

— Nutzlich fur Wohlgeformtheitsbeweise zu Mengenaussagen, die in
pathologischen &len nicht einmal Typen @ren (z.BaxcS = x<T)
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LOGISCHE INTERPRETATION DES DURCHSCHNITTSTYPS I

e Nx:S.P|x] verhalt sich wie ein Allquantor

—Nz:S.P|x] ist genau dann nicht leer, wei:S. P|z| gultig ist

— Elementey ¢ Nz:S.P|x| sinduniforme EvidenZur alle P|s]

— Anders als bevz:S. P|x| wird Evidenz fir P[s] nicht auss konstruiert
algorithmischer Aspekt des Allquantors exilif

— DefinitionV|x:S|. P|x| = Nx:S.P|x]| liefert polymorphe Logik
Viele Quantoren in Theoremerknen polymorph geahlt werden
z.B. V[i:Z]. V[j:Z]. i+j=j+i e Z

e Polymorphe Typdeklarationen sind moglich
—z.B. besaglf <N7T:U. T—T, dal3f auf beliebigen Typen operiert
— Typparamete?” muf3 in Deklaration vorf nicht verwendet werden

e PN verhalt sich wie Konjunktion
— PN() ist genau dann nicht leer, werh () gultig ist
— Elemente ¢ PN sinduniforme EvidenZur alle P und @
— Keine Paarbildung erforderlich
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VEREINIGUNGSKONSTRUKTOR Ux:S.T |x] |

e \ereinigungs einer Familie von TypenT'[x| mit x € S
— Verallgemeinerung der einfachen Vereiniguig!' zweier Typen
— Elemente sind Objekig, die fur einx € S zum TypT'|z| gelbren
— Keine Angabe eines konkreterx S erforderlich

e Strukturell ahnlich zu x:SxT'[x]| (aber andere Semantik)
— Elemente von::S'xT'[z] sind Paaréx, y) mit x .S und einy € T'|x]
— Starke Ablngigkeit vony < T'[z] von der Wahl des konkretene .S
—x €S muld als Teil des Elements mit angegeben werden

¢ Nichttriviale Formalisierung
— Bel nicht disjunkten Typen mulf3 Urtell der Elementgleiahhe
im Uberlappingsbereich auf allen Typ&bereinstimmen
Derzeit nicht in Nuprl eingebettet

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 16 Fortgeschrittene Konzepte der Typenthearie




LOGISCHE INTERPRETATION DES VEREINIGUNGSTYPS I

e Ux:S.P|x| verhalt sich wie ein Existensquantor
— Uz:S.P|z] ist genau dann nicht leer, weah:S. P|z| gultig ist
— Elementey ¢ Uz:S.P[z| sind Evidenz fir ein P|s]
— Anders als betlz:S. P|x| fehlt der Zeuges € S fur denP|s] gilt
algorithmischer Aspekt des Existenzquantorsahtf
—d|x:S|. Plz] = Uz:S.P|x| liefert semi-klassischen Existenzquantor

e PUQ verhalt sich wie Disjunktion
— PU() ist genau dann nicht leer, werthy () gultig ist
— Elementey « PUQ sindEvidenzfur P oder r ()
— Keine Kennzeichnung, welche der beiden Aussagen bewvesete
— Plv]@Q = PUQ liefert semi-klassische Disjunktion
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QUOTIENTENTYPEN |

e Modifikation der Gleichheit auf Typen
— Rationale ZahlenPaare ganzer Zahlen mit; , n,)=(z5, n9),
falls z;xns = 29%ny
— Reelle Zahlen(rationale) Cauchyfolgen mit gleichem Grenzwert
— Restklasse@d@ume: Z mod k

e Entspricht Faktorisierung modulo einer Aquivalenz
— Elementes,t werden aus Ty’ ausgevahlt
— Gleichheitvon s und¢ wird UiberAquivalenzrelationt neu definiert
— Benutzerdefinierte Gleichhentird in das Typsystemneingebettet
Substitutions- und Gleichheitsregeln werden direkt ardlan

U

Quotiententypen wichtig fur formale Mathematik
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(QUOTIENTENTYPEN, FORMAL |

e Ausdrlcke
Kanonisch: v,y :T//[E  E,TTerme,r,y Variablen
Nichtkanonisch: —

e Reduktion von Ausdricken
— enthllt, da keine kanonischen Elemenie Quotiententypen definiert

e Urteile fur Typ- und Elementgleichheit
LYy T1//E1 T, =T» und es gibt (verschiedene) Variablery, z, die
= z,y,: T//E falls Wederl_nEl noc_:h InEy vorkommen, und Termg,, po, 7,s
2 und¢ mit der Eigenschaft
p1 eV Ty Vy:Ty. Frlx,y/x1, 1] = Eslx,y/xo, 1)
und py € Vo : T . Vy: Ty . Es|x,y/xo, 0] = Erlx,y/x1, 1]
und r e Vo: Ty . Er|x, x/xq, 1]
und s e Va: Ty .Yy : 11 . Erlx,y/x1, 1] = Eily, x/x1, y1]
und ¢t e Va: 17 .Vy: T, . Vz:T).
Erlz,y/z, ) = Eily, z/21, g1 = Eilr, 2/ 20, 41
s=tex,y:T//p falls z,y:T//E Typ unds T undt < T und es gibt einen
Termp mit der Eigenschafp € El[s,t/z, y]
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BEHANDLUNG VON QUOTIENTEN IM INFERENZSYSTEM |

e Gleichheit E[s,t / x, y| ist implizites Wissen
— WirwissenEs,t/xz,y] wenns=t cx,y:T//E
— In Beweisen riassen wirdas Wissert[s, t/x, y| verwenden knnen,
ohne die Evidenzir E|s, t/x, y] algorithmisch einzusetzen

Evidenz fur E[s,t/x,y] darf nicht im Extraktterm vorkommen

e \Versteckte Hypothesen erforderlich

— Dekomposition einer Quotientengleichheit mufd versteckt
Hypothesen generieren

Nvis=tex,y:T//E,AFC ext
quotient_equalityElimination ¢ j o'

vis=t ex,y:T/E, [V Els t/x.y,AFC ext u)

Nvis=tex,y:T//E,AF Els, t/x,y] e Uj AX

— Freigabe versteckter Hypothesen wie zuvor
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REGELN FUR (QUOTIENTENTYPEN

['-U; ext x,y: T//E
quotientFormation 7" F = y z v v/
I'=T € U, AX
LT, yT+E el Ax
U, z:T,F Elr,x/z, y] AX
LoD,y T, v Elr,y/x,y| b Ely,x/z,y] AX
Uo7,y 2T, v Elx,y/a, yl, v Ely, z/x,y| = Elz, z/2. y] AX
UbxLy T/JE =2,y,: TJ/E, € U; AX
quotientWeaquuality ry zo v
'=7T,=T,¢U; IAX]
o oiT g F e Bl o] = Exlr,y/za,00] < Uj A
U, 2T & Ey|x, x/x1, 1] AX
L, ﬂf:Tp yI', v Eilr,y/z,y E Erly, ©/x1, 0] AX
D, x:T,y:T, 2T, v: E1lz,y/x1, 0], V' Eily, 2/x1, 0] F Eix, /21, y1] A
IExLy T/E =x,y,: TJ/E, € Uj AX
quotientEquality
I'ta,y :T/E, € AX
I'Fx,,y,: T//E € IU?7 AX
IET =T, ¢ [U AX
', v T =T,eU;, fL‘T T = Bz, y/x, 0] = Bz, y/z2, ys) AX
LT, T2€U7 fl?T y T\ = Ealw,y/xa, o] = Erlx,y/z1, 4] AX
'Fs=tex,y:T/E AX I'Fx,y:T//E ext
quotient memberWeakEquality j quotient memberFormation j
F'tx,y:T//E el Ax F'tx,y:T//E el Ax
I'Fs=teT AX I'ET ext &
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REGELN FUR QUOTIENTENTYPEN 11

I'Fs=tex,y:T//E Ax
quotient_memberEquality j
I'Fx,y:T//E er AX
I'seT AX
I'teT A
' Els, t/x,y] AX
Iyvisstex,y: T//[E,AFC ext
quotient _equalityElimination i j o’
Uyvisstex,y: T//E,[V]:Els t/x,yl, A+ C ext u
Dyvis=tex,y: T//E,AF Els,t/z,y] € U; AX
U,zx,y: T/[E,AFs=t e S AX
quotientElimination ¢ j 2’ ¢ v
U,ziz,y: T)E, A 2T,y T+ Elx,y/x,y] e Uj Ax
F,z:x,y:T//E’AI—Ser Ax
U,zx,y: T/E,A\, 2T,y T,v:Elx v /x,y| & s|x'/z] =t[y /2] € S[x'/z] Ax
U,zx,y: T/[E,AFs=t e S AX
quotientElimination?2 i j 2’ ¢ v
U,ziz,y: T/E, A 2T,y T+ Elx v /x,y] e Uj AX
F,z:x,y:T//E,AI—Ser AX
U,zow,y : T)/E, 2T,y T, v: Elx' ¢ [z, y], Ala' /2] & s[x' /2] =ty /2] € S[2'/Z] Ax

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 22 Fortgeschrittene Konzepte der Typenthearie



WICHTIGE BENUTZERDEFINIERTE QUOTIENTENTYPEN |

e Rationale Zahlen

T1=4To = match x1 with (z1,n1) — match x9 with (29, n9) > 21*¥ng=29%n,

Q = X,y: ZXN+//X=QY

T1+To = match z;1 with (z1,n1) — match xo with (29, n9) > (z1¥no+20%n1, Ny*no)
T1—T9 = match x; with (z1,n1) — match x9 with (25 ,n9) > (Z1*N9—29%N71, N *No)
T1*Tr9 = match x; with (z1,n7) — match x9 with (29, n9) +> (21% 29, n1%N9)
T1<4Ty = match x1 with (z1,n7) — match x9 with (29, n9) > 21*no<29%n,

e Restklassenaume
r1=To mod k = k divides x;-x,

7, mod k

Operationen au?. mod k£ konnen direkt vor¥, tbernommen werden

X,y Z//X=y mod k
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BEHANDLUNG UBERSTRUKTURIERTER PRADIKATE I

e Manche Pradikate auf Q@ enthalten zu viel Struktur
— x1<,22 MuUlSim Quotiententy!) wohlgeformt sein
— Gilt z1<,29 = 2 <25, wennz =z € Q undxy=x, cQ?
21*¥n9<29%ny = 21 *nb<zhxn| verlangt zyxny=z1*n; € Z
und zoxn=zi*n) €Z
Nicht gultig fur z,=2, 1), 2/=4,2), zo=2,=3,1)
— Unablangigkeit vom Rep@sentanten nicht mehr gegeben
— Definition von<, enthalt zu viel Struktur, wo nur “Wahrheit” @tig ist

e Type-Squashing erforderlich (neue Definition vorx,)

T1<qT2 = Jmatch x with (z1,n1) — match xo with (25, n9) — 21*ny<2z9%n,
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DEFINITION REELLER ZAHLEN MIT QUOTIENTENTYPEN |

T1<qT2 = 11<T2 Vv T1=72 € Q

z/n = (z,Nn)

| x| = match z with (z,n)— if 2z<0 then (-z,n) else (z,n)
Rpre = {f:N"=Q | Vmn,n:N". [f(@)-f(m)| < 1/m+1/n}
ri1=,ro = Vn:N". |z;(@) - 2o(0)| < 2/n

R = %,¥ : Ryre/fx=,y

X1+ = An. z1(n)+xro(n)

ri-r5s = An.zxi(n)-zo(n)

| 2 | = An. |lz(n) |

Elegante Bewelise erfordern viele Spezialtaktiken
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ATOMARE BEZEICHNER I

¢ VVerwaltung eindeutiger Namen
— Token Textketten, die (anders als Strings) keine Struktur haben
— Einzig mbgliche Analyse ist Test auf Gleichheit von Token
— Wichtig fur Programmiersprachen und Sicherheitsprotokolle

e Ausdrlcke
Kanonisch: Atom
"token!' tokenText-Token
Nichtkanonisch:if a=b then s else ¢ a,b, s, t Terme

e Reduktion von Ausdricken
if a=b then s else t i> s, fallsa = b, sonstt

e Urteile fur Typ- und Elementgleichheit

Atom = Atom
"token' = "token' € Atom  —fiir alle token '—
Atom = Atom ¢ Uj —furalle j ! —
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REGELN FUR ATOMARE BEZEICHNER

[' = Atom = Atom ¢ Uj IAX] ' Uj ext Atom,
atomEquality atomFormation

[' - "token' = "token' ¢ Atom IAX [' = Atom ext "token',
tokenkquality tokenFormation "token'

' if u=v, then s, else t,=if u=v, then s, else t, € T Ax
atom_eqEquality v
I' = u,=u, € Atom A
I'~v,=v, € Atom AX
I'yviu=v,eAtomt s =5, T AX
I'vi~(u=v,eAtom) ¢t =t T Ax

I'=if u=v then s elset=1¢,e T IAX I'=if u=v then s elset=1t,eT IAX]
atom_eqReduceTrue atom_eqReduceFalse
I'Fs=t,eT IAX] I'Ft=t,eT IAX]
['Fu=v e Atom IAx ['—=(u=v e Atom) Ax
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REKURSIVE DEFINITION I

e Grol3ereFreiheit in der Formulierung
— Zahlen untersitzeninduktive Beweisaind primitive Rekursion
— Unnatirliche Simulation rekursiver DatentypdBaume, Graphen,..)
— Y-Kombinator untersttzt freie, schwer zu kontrollierende Rekursion
Direkte Einbettung rekursiver Definitioff bekannte Konstrukte

e Induktive Typkonstruktoren
— Wohlfundierte rekursiv definierte Datentypen und ihre Elemente

e Partiell Rekursive Funktionen
— Totale rekursive Funktionen aaihgeschiinktem Definitionsbereich
— (Fast exakter) Definitionsbereich aus Algorithmus abéit

e L assige Typkonstruktoren
— Schlie3eniberunendliche Objekte
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INDUKTIVE DATENTYPEN I

Reprasentation rekursiv definierter Strukturen

e Rekursive Typdefinition mit Gleichung X = T'[X]
—Z.B. rectype bintree = Z + Z Xbintree X bintree
— Kanonische Elementefiniert durchAufrollen der Gleichung

— Verarbeitung durcinduktiven Operatorf(e) where f(z)=t
liefert terminierende freie rekursieunktionsdefinitionen

sum(t) where
sum(b-tree) =
case b-tree of inl(leaf) > leaf
| inr(triple) — match triple with (num,pair)
— match pair with (left,right)
— num+sum(left)+sum(right)

e Parametrisierte simultane Rekursion moglich
—rectype X (z1) = Tx, and .. and X, (z,) = Tx, select X;(a;)
— Allgemeinste Form einer rekursiven Typdefinition
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INDUKTIVE TYPEN, FORMAL |

e Ausdrucke
Kanonisch: rectype X =T T Terme,X Variable

Nichtkanonisch: f(e) where f(x) =t et Terme,f, z Variablen

e Reduktion von Ausdrtcken
f(e) where f(x)=t N tI\y.f(y) where f(x)=t, e/ f, x|
Terminierung von f(e) where f(x)=t verlangt e € rectype X =T |X]

e Urteile fur Typ- und Elementgleichheit
rectype X1 =1}
= rectype Xy =1T) falls T1[X/X,] = T5[X/ X5 fur alle TypenX

s =1t € rectype X =Ty falls rectype X =T Typ
und s =t € Tx|rectype X =Ty / X]
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RAHMENBEDINGUNGEN FUR rectype X =Ty |

Induktive Definitionen mussenwohlfundiert sein

e Semantik istkleinster Fixpunkt von 7T'| X|

— Existenz des Fixpunkts muf3 gesichert sein
T X] mu3Basisfallfur Induktionsanfang enthalten
Rekursiver Aufruf vonX muf3 “natirliche” Elemente ermglichen

— Typen wierectype X =X—7Z missen ausgeschlossen werden
rectype X =X—7Z hat\x. x x als kanonisches Element
Ax.x x ware sogar Extrakt-Term von- rectype X =X—7Z

e Syntaktische Einschiankungenerforderlich

— AllgemeineWohlfundiertheit rekursiver Typen ist unentscheidbar
Entspricht dem Halteproblem rekursiver Programme

— Kriterium: 7'\ X darf X nur positiventhalten
Innerhalb von FunktioneAumen darfX nur “rechts” vorkommen
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REGELN FUR INDUKTIVE TYPEN I

I' = rectype X,=Tx; =rectype X, =12 € Uj AX
recEquality X
I, XU, - Tx1[X/X1] = Tx2| X/ X5 € U; A
['Fs=t € rectype X =T AX I' Frectype X =Tx ext i
rec_memberEquality j rec_memberFormation j
['Fs=t e Tx[rectype X =Tx/X] AX '+ Tx[rectype X =Tx/X] ext t
I'rectype X =Tk € U; Ax ['Frectype X =Tk € U; Ax
' f(e) where f(x)=t,= f(e) where f(x)=t, € Tle1/z] AX
rec_indEquality z T rectype X=Tx j P [ x
I'Fe =e, e rectype X =Tx AX
[' Frectype X =T € Uj Ax
[, P: (rectype X =Tx)—=F), f: (v:{z:rectype X =Tx | P(x) } — Ty/z]),
v:Tx[{x:rectype X =Tx | P(x) }/X| & ti[f,a/fr,x1] =to|f, 2/ fo, 20| € T|/2] AX
[, zirectype X =Tx, A+ C ext f(z) where f(z)=t[\y.f/P]
recElimination ¢ j Py f x
I, z:rectype X =Tx, A F rectype X =Tx € Uj Ax
I, z:rectype X =Ty, A, P: (rectype X :TX)—>IP’]~, fi(y{x:rectype X =Tx | P(x) } — Cly/z]),
x:Tx[{x:rectype X =Tx | P(x) }/X| + Clz/Z] ext ¢
[, zirectype X =Tx, AFC ext tlz/x))
recUnrollElimination 7 = v
I, zirectype X =Tx, A, x:Tx|[rectype X =Tx/X], viz=x e Tx[rectype X =Tx/X|F Clz/Z] ext ¢
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REKURSIVE FUNKTIONEN I

e Definition von Funktionen durch f(x) = t|f, =]

—2.B.\f. miny(0) where mins(y) =if £(y)=0 then y else min; (y+1)
Ax. sqr(0) where sqr(y) =if x<(y+1)* then y else sqr (y+1)
— SemantikKleinster Fixpunkt vort| f, x|

e Analog zu f(e) where f(x)=t aber
— Keine Koppelung an bekannte rekursiver Struktur erfdicter
— Kein Extraktterm einer Eliminationsregel
— Flexiblerer Einsatz in Programmierung (“reale” Progragm
— Berdtigt Bestimmung der induktiven Struktur des Definitionsehs

e EXplizite Verankerung in Typentheorie bis Nuprl-3
— Datentyp departiell-rekursiven Funktionen
— Automatische Bestimmung einer Approximation des Debngbereichs
— Logisch komplex und besdumkt auf Funktionen erster Stufe

e Heute ersetzt durchY -Kombinator
— Behandlung totaler Funktionen auf nachgewiesenem Defisibereich
— Terminierungsbeweis durch Benutzer erforderlich
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[LASSIGE TYPEN I

e Reprasentation unendlicher Datenstrukturen

— Rekursive Definition durch die Gleichung = T'| X |
Z.B.inftree = Z X inftree X inftree

stream = Atom X stream

e Formal ahnlich zum induktiven Datentyp
— Kanonische Elemente definiert durch Aufrollen der Glerghu
— Andere Semantikiir inftype X = T'x: grof3ter Fixpunkt vory’| X|,
— Kein Basisfall fir Induktionsanfang erforderlich
— Verarbeitung durch induktiven Operatgie) where™ f(z) =1

e Parametrisierte simultane Rekursion nbglich

Kein fester Bestandteil der Nuprl Typentheorie
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NEUERE TYPKONSTRUKTE I

e Abh éngiger Durchschnitt a: : SﬂT[a:] Bisher nur in MetaPRL
— Elements mul3 zuS und gleichzeitig zu’|s] gelbren (Selbstreferenz!)

e Squiggle-Equality st
— Einfacherer, syntaktischer Gleichheitstyp, ohne @iigkeit vom Typ

s~t gilt, wenns undt¢ zum gleichen Term reduzierbar sind
oder inZ oderAtom semantisch gleich sind

— Substitutionregel gilt auchuf Terme die squiggle-gleich sind

e Stark abhangige Funktionen{f | x: S—T|f, x|}
— Selbstreferenz: Bildbereiclahgt ab von Eingabe und Funktiginselbst
— Machtiger als akdngiger Durchschnitt, aber Beweise werden aufwendig

e Aktuell in Entwicklung
— Logic of Events Schliel3eniber Kommunikation und verteilte Prozesse
— Reflektion Schlieferiiber Beweisverfahren und das Meta-Level der CTT]
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TYPENTHEORIE IM RUCKBLICK I

Inferenzkalk il fur Mathematik & Programmierung

e Ausdrucksstarkes Inferenzsystem
— Vereinheitlicht und erweitettogik, A-Kalkul undeinfache Typentheorie
— Formalisierungnaturlicher” Gesetzaler zentralen Konzepte
— Direkte Darstellun@nstatt Simulation

— Umfangreiche Theoribestehend aus
- Pradikatenlogik (loherer Stufe)
- Mathematischen Grundkonzepten
- Grundkonstrukten der Programmierung, einschliel3lichura&n

e Praktische Probleme
— Beweise erfordermiel Schreibarbeit — Interaktive Beweissysteme
— Beweise sindintibersichtlicn(viele Regelanwendungen)

— Beweise singchwer zu findeifviele Regeln und Parameter)
— Automatisierung der Beweidirung
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AUSBLICK: THEMEN DES ZWEITEN TEILS (SoMMER2014) I

Konstruiere semiautomatische Beweissysteme

e Aufbau von Beweissystemen
— Implementierung interaktiver BewelsaSS|stent

MMMMMM

— DasNuPRL Logical Programmingenvironment === —

nnnnnn

e Automatisierung des formalen Schliel3ens
— Taktisches Beweisen
— Entscheidungsprozeduren
— Integration externer Systeme in den Inferenzmechanismus

e Anwendungen& Demonstrationen
— Formalisierung mathematischen Wissens
— Synthese effizienter Algorithmen aus formalen Spezifokesn
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