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THEORETISCHE INFORMATIK: WORUM GEHT ES? I

e Analyse von Grundsatzfragen der Informatik
— Fir welche Probleme gibt es gute, allgemeihige Verfahren?
— Wie kann man Systeme programmiersprachenusnadpg modellieren
— Wie flexibel kann man Programmiersprachen gestalten?
— Wie hangen verschiedenartige Computerarchitekturen zusafhmen
— Was kann man prinzipiell mit Computern nicbsén, was nicht?
— Welche Probleme sind effizieriidbar — welche nicht?

e Mathematische Vorgehenswelse
— Abstraktion von irrelevanten Detalls (Hardware/Prograarsprache)
— Erkenntnisse sind beweisbar und haben weitreicherndtagéeit

e Der alteste Zweig der Informatik
— Theoretische Erkenntnisse gab es lange vor den ersteni@@mp
— Aussagen sind langlebigals in den anderen Informatikzweigen

— Aber: Erkenntnisse sind selten “unmittelbar” anwendbar
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Wo0ZzU SOLL DAS GUT SEIN? I

Denken ist besser als Hacken

e \Verstandnis allgemeiner Zusammengnge
— Detailsandern sich schnell, Modelle und Methoden nicht

e Effizientere Arbeltsweise

— Abstraktion richtet den Blick auf das Wesentliche
Wenn Sie zu sehr auf Details schauen, verlieren Si&Jiersicht

— Abstrakte losungen sind auf spezifische Situatiotertragbar

e Vermeidung der grobsten Fehler
— z.B.Korrektheit von Softwar&ann nicht getestet werden
Optimale Navigationst nicht effizient ndglich
Flexible Programmiersprachemd nicht (effizient) compilierbar

— Viele Programmierer haben sich schon inGsflare Probleme
verbissen, well sie das nicht wuf3ten oder nicht geglaubtmab
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KONKRETE THEMEN DER THEORETISCHEN INFORMATIK I

e MathematischeMethodik Iin der Informatik TI-1

e Automatentheorie und Formale Sprachen TI-1

— Endliche AutomatemindRegubre Spracher Lexikalische Analyse

— Kontextfreie Spracheand Pushdown Automaten Syntaxanalyse

— Turingmaschineykontextsensitive und allgemeine formale Sprachen

e Theorie der Berechenbarkeit TI-2

e Komplexitatstheorie TI-2
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DER LEHRSTOFF I

¢ Reihenfolge und Notation folgt Leittext

—J. Hopcroft, R. Motwani, J. Ulimarkinfihrung in die Automatentheorie,
Formale Sprachen und Komplexistheorie, Pearson 2002 (nicht 2011)

— Vorlesungsfoliersind im Voraus auf dem Webserver altfich
— Videomitschnitteder Vorlesungen von 2005/2006/2011 online uglar

e Lesenswerte Zusatzliteratur
— G. Vossen, K.-U. WittGrundkurs Theoretische Informatik. Vieweg 2011
— M. Sipser Introduction to the Theory of Computation. PWS 2012
— A. Asteroth, C. BalerTheoretische Informatik, Pearson 2008

—J. Hromkovic Sieben Wunder der Informatik, Teubner Verlag 2006

—|. Wegener Theoretische Informatik, Teubner Verlag 2005

— U. Schoning Theoretische Informatik - kurzgefaldt, Spektrum-Verla@g820

— K. Erk, L. Priese Theoretische Informatik, Springer Verlag 2009

—H. Lewis, C. PapadimitrioLElements of the Theory of Computation, PH 1998
— P. Leypold Schneller Studieren. Pearson 2005
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LEHR- UND LERNFORMEN I

e Selbststudiumist das wichtigste
— Lernendurch Bearbeitungerschiedener Quellgiteratur, Web,...)

— Trainierendurch Losung von leichten und schwerBerispielaufgaben
alleine und im Teanmit anderen

— Nachweisvon Fahigkeiten in Piifungen und Projekten
— Ziel ist Verstandnis eines Themengebi¢tscht nur der Vorlesung)
— Unsere Aufgabe ist, Ihnen dabei zu helfen

¢ \orlesung Was soll ich lernen ?
—Vorstellung und lllustratiorzentraler Konzepte und Zusammanige
— Knapp und bewul3unvollstandig”— nur als Heranithrung gedacht
— Dieldee (Verstehen)anlt mehrals das Detail (Aufschreiben)

— Es hilft, schon etwagber das Themen Vorauszulesen
— Stellen Sie Fragemwenn Ihnen etwas unklar ist !!

— Nutzen Sie das optionaleitorium wochentlich Do 14:15-15:45
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LEHR- UND LERNFORMEN (II)

® Ubungen Vertiefung und Anwendung

— Kurzquiz als Selbsttest verstehe ich bisher besprochene Konzepte?
— BetreutedJben in GruppenLdsung von Problemen unter Anleitung
— Klarung von Frageallgemeinen Interesses
— Eigensandige Einarbeitung in neue Konzepiied Fragestellungen
— Bearbeitung von aufandigeren Hausaufgabdreedback & Korrektur

- Zlel ist versaindliches Aufschreiben einer volistdigen losung

- Arbeit in Gruppen sehr zu empfehlen

- Losungen schwieriger Aufgaben werdeniotoriumbesprochen

— Selbst aktiv werderst notwendig {@ir erfolgreiches Lernen
— Kommen Sie vorbereitet Sie lernen mehr dabei

® SpreChStunden Personliche Beratung
— Fachberatung zubptimierung des individuellen Lernstils
— Klarung von Schwierigkeitemit der Thematik
— Hilfe, wenn delLernfrustiberhand nimmt
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DAS TEAM I

Christoph Krelitz Nuria Brede
Raum 1.18, Telephon 3060 Raum 1.23, Telephon 3071
kreitzecs.uni-potsdam.de bredeecs.uni-potsdam.de
Tutoren

Thorsten Alten taltenouni-potsdam.de

Tina Beigel tbeigeleuni-potsdam.de

Hannes Sclader hschroedeuni-potsdam.de

Jan Splett mailejan-splett.de
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ORGANISATORISCHES I

e Zielgruppe: ab 1. Semester
— Bei geringen mathematischen Vorkenntnissen besser amgster
— Oft ist es sinnvoll erst an Mathematikveranstaltungezuaehmen

¢ \orlesung
— WochentlichFr 8:15-9:45

e Tutorium (optional, aber sehr zu empfehlen)
— Besprechung von allgemeinen Fragen und schwierigen dfgaazen
— WochentlichDo 14:15-15:45ab 24. Oktober

e Ubungen
— 4 Gruppenwochentlich (Montags — Mittwochs) je 2 Stunden

e Sprechstunden
— C. Kreitz:Fr 10:30-11:30. .und immer wenn die Ure offen ist

— Tutoren: individuell inUbungsgruppen vereinbaren
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LEISTUNGSERFASSUNG I

e Eine Klausur entscheidet die Note (Anmeldung erforderlich!)
— Hauptklausud4. Februar 2014, 12:30-15:30 Uhr
— Probeklausui20. Dezember 2013, 8:15-9:45 Uhr

e Zulassung zur Klausur
—50% der Punkte in den Hausaufgaben
- Gruppen bis 4 Studenteniden gemeinsamedsungen abgeben
- Gruppen drfen sich nur nach &ckspracheéndern
- Klausurzulassungen aus Vorjahr&nd nicht diltig
— Probeklausurahlt wie ein Hausaufgabenblatt

¢ \orbereitung auf die Klausur
— Kurzquizin jederUbungsstunde ernsthaft bearbeiten
— EigenséndigeLdsung von Haus- undbungsaufgaben
— Feedback durcKorrektur der Hausaufgabamd derProbeklausur
— Klarung von Fragen iblbung und Sprechstunden

Fangen Sie fihzeitig mit den Vorbereitungen an
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WELCHE VORKENNTNISSE SOLLTEN SIE MITBRINGEN? I

Eine gute Oberstufenmathematik reicht aus

¢ VVerstandnis mathematischer Konzepte und Notationen
— Elementard/lengentheorieind die Gesetze vofu|P(x)}, U, N
— Bezug zwischen Mengen, Relationen und Funktionen
— Datenstrukturenvie Listen, Worter, Graphen, Bume . ..
— Elementare Gesetze délgebraundLogik
— Elementar&Vahrscheinlichkeitsrechnung
— Zusammenhang zwisché&rmalerund informaler Beschreibung

Notiges Vokabular wird bei Bedarf kurz vorgestellt /wiederholt /eingelibt

¢ \erstandnis mathematischer Beweismethoden
— Wichtig fur Analyse von Befehlssequenzen, Schleifen und Rekursion
— Essentiell, um zeigen zwknen, dal} etwas nichtaylich ist

Mehr dazu nach der Pause
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LERNERFOLG I

e kommt nicht durch passive Teilnahme
— Sammeln von FolierJbungen, Videos, . ..
— Ansehen von Vorlesungsvideos, Folien und Musgarhgen
— Rein physische Anwesenheit in Vorlesung Wwhaling
— “Bulimielernen” kurz vor der Klausur

e sondern nur durch eigene Aktivitat
— Durcharbeiten von Notizen/Folien/Buch/Websenender Vorlesung
— Erstellen undUberarbeiten von Notizen zur Vorlesutaktives Lesen)
— “Weiterdenken”: welche Fragen/ldeen folgen aus den Yongsthemen?
— Fragen stellemvahrend, vor, nach der Vorlesutfiung/Sprechstunde
“wer nicht fragt bleibt dumm”- Sie kbnnen sich nicht blamieren
— Erarbeitung von bsungsideen zu Aufgabenr der Ubungsstunde

e ... und Ehrlichkeit

— Sie lernen nichts, wenn Sigékungen von andererbernehmen
— Erfolgserlebnisse entstehen, wenn Sie Schwierigkedlastiberwinden

Wir helfen Ihnen gerne dabel
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Theoretische Informatik |

Einheit 1
i .. \5{\'1"'”31}-&,
Mathematische Beweidfihrung . .
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1. Deduktive Beweise

2. Widerlegungsbeweise

3. Induktion und Datenstrukturen
4. Methodik

Anhang: Wichtige Grundbegriffe



BEWEISFUHRUNG IN DER INFORMATIK — WARUM? I

e Testenvon Programmen istunzureichend
— Nur hilfreich zur Entdeckungrober Fehler
— Viele kleing, abergravierendd-ehler fallen durch das Testraster
. Pentium Bug (1994), Ariane 5 (1996), Mars Polar Lander (}.999

e Programme mussen “bewiesen” werden
— Erfolgreicher Beweizeigt genau, wie das Programm arbeitet
— Erfolgloser Beweisversuatheutet auf ndgliche Fehler im Programm

— In sicherheitskritischen Anwendungen werden seit emitghren
Programme ohne Korrektheitsbeweis nicht akzeptiert

— Entwickler missen die Korrektheit ihrer Programme beweisen

e INformatiker m Ussen Bewelse verstehenifiren konnen

Wie fuhrt man stichhaltige Bewelise?
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WAS IST EIGENTLICH EIN BEWEIS? I

“Ein Bewels ist ein Argument, das den Lesderzeugt”

¢ Begrindung, warum eine Behauptung aus Annahmen folgt
— Intuitiv einsichtig logischschlissigundltickenlos

e Genau, aber nicht notwendig formal oder mit allen Details
— Knappgenug, um versgindlich (und merkbar) zu sein
Ubersichtlich und mit erkennbarem roten Faden
— Genaugenug, um Detalls rekonstruieren zonken
Gedankensjpmge sind nur erlaubt, wenn sie leicht nachvollziehbar sind

e Eine prazise Sprachast wichtig
— Umgangssprachliche Formulierungen sind oft mif3aadiich
— Fachspezifisches Vokabuland symbolische Notationesind hilfreich
— In der Informatik muf3 man etwas formaler sein, da Compuiter n
formale Objekte (Programme, Schaltungen) verarbeitam&n
— Hir Hochsicherheitsprobleme sind nur maschinelle Bewdize#abel

Zu dieser Thematik gibt es Spezialvorlesungen wie “Automatisierte Logik und Programmierung”
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DIE EINFACHSTE BEWEISFORM: DEDUKTIVE BEWEISE I

e Ziel: Zeige, dald BehauptungB aus AnnahmenA folgt
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DIE EINFACHSTE BEWEISFORM: DEDUKTIVE BEWEISE I

e Zlel: Zeige, dald BehauptungB aus AnnahmenA folgt

e Beweis ist Kette von Argumentendq, .., A, = B
— Zwischenaussagefi, mussen sclilssig aus dem Vorhergehenden folgen
— Dabel dirfen nur Annahmen aud, Definitionen, bewiesene Aussagen,
mathematische Gesetze, logische Schluf3folgerungen ndetreierden
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DIE EINFACHSTE BEWEISFORM: DEDUKTIVE BEWEISE I

e Zlel: Zeige, dald BehauptungB aus AnnahmenA folgt

e Beweis ist Kette von Argumentendq, .., A, = B
— Zwischenaussagefi, mussen sclilssig aus dem Vorhergehenden folgen
— Dabel dirfen nur Annahmen aud, Definitionen, bewiesene Aussagen,
mathematische Gesetze, logische Schluf3folgerungen ndetreierden

e Beispiel: “Die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade”
— Informaler BeweisEs seieruw undb zwel ungerade Zahlen.
Per Definition istc = 2o + 1 undb = 2y + 1 fur gewisser undy
und die Summe ist(z + y + 1), also eine gerade Zahl.

— Schematische Darstellumst oft kiirzer und paziser

Aussage Begriindung
1. a=2z+1 Gegeben (Auflosung des Begriffs “ungerade”)
2. b=2y+1 Gegeben (Auflosung des Begriffs “ungerade”)
3. a+b=2(x+y+1)](12) und Gesetze der Arithmetik

Die schematische Form ist eine Vorstufe maschinenpriifbarer Beweise, aber nicht “besser”
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AUSFUHRLICHER SCHEMATISCHER BEWEIS I

Wenn S endliche Tellmenge einer MengdJ ist und das
Komplement von S beziglich U endlich ist, dann istU endlich

¢ Informales Argument beschreibt Kernidee des Beweises
— U ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen, also endlich
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AUSFUHRLICHER SCHEMATISCHER BEWEIS I

Wenn S endliche Tellmenge einer MengdJ ist und das
Komplement von S beziglich U endlich ist, dann istU endlich

¢ Informales Argument beschreibt Kernidee des Beweises
— U ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen, also endlich

e Schematischer Bewelis sentiert alle Detalls

Definition: S endlich = Es gibt eine ganze Zahimit |S| = n
T KomplementvonS = TUS = U undTnNS =

Aussage Begriindung

1. S endlich Gegeben

2. T 'Komplement vonS Gegeben

3. T endlich Gegeben

4. |S| =nfureinneN Auflosen der Definition in (1)

5 |T|=mfureinmeN Auflosen der Definition in (3)

6. TUS =U Auflosen der Definition in (2)

7. TNS =1 Auflosen der Definition in (2)

8. U =m+nfurn,meN (4),(5),(6), (7) und Gesetze der Kardinalitat
9. U endlich Einsetzen der Definition in (8)

In einfachen Beweisen ist das informale Argument oft einsichtiger
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BEWEISFUHRUNG DURCH “UMKEHRUNG” I

e Kontraposition
— Anstatt zu zeigen, dal3 die Behauptupn@us den Annahmea folgt,
beweise, dadicht A aus der Annahmeicht B folgt
— Aussagenlogisch istB = — A aquivalent zuA = B
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BEWEISFUHRUNG DURCH “UMKEHRUNG” I

e Kontraposition
— Anstatt zu zeigen, dal3 die Behauptupn@us den Annahmea folgt,
beweise, dadicht A aus der Annahmeicht B folgt
— Aussagenlogisch istB = — A aquivalent zuA = B

e Haufigste Anwendung:Indirekte Beweisfuhrung

— Zeige, dafl’ ausicht B und A ein Widerspruch (alseA) folgt

— Aussagenlogisch ist(—B » A) aquivalent zuA = B

— Beispiel:Wenn {ir eine natirliche Zahlz gilt z*>1, dann istz>2

Beweis:Seiz?>1.

Wennz >2 nicht gilt, dann istr=1 oderz=0.
Wegenl?=1 und(0°=0 ist z>>1 in beiden Rllen falsch.
Also muss:>2 sein

Diese Art Beweisfuhrung erscheint zunachst unnaturlich und erfordert etwas Training
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WIDERLEGUNGSBEWEISE
ZEIGE, DASS EINEBEHAUPTUNG B NICHT GILT

¢ \Widerspruchsbeweisezeigen, daldB niemalsgelten kann
— Zeige, dald aus Annahnieein Widerspruch folgt

— Beispiel: Ist S endliche Teilmenge einer unendlichen Menge
dann ist das Komplement véhbeZiglich U unendlich
— BeweisideeWennS endlich ware, dann rasste aucly/ endlich sein:
— Ausfuhrlich: Wir nehmen art sei endlich. DaS ebenfalls endlich ist,
mulR3U aufgrund des Satzes auf Fdlile 4 endlich sein.
Dies ist ein Widerspruch, dd unendlich ist.
Also ist die Annahme falsch unglist nicht endlich
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WIDERLEGUNGSBEWEISE
ZEIGE, DASS EINEBEHAUPTUNG B NICHT GILT

¢ \Widerspruchsbeweisezeigen, daldB niemalsgelten kann
— Zeige, dald aus Annahnieein Widerspruch folgt

— Beispiel: Ist S endliche Teilmenge einer unendlichen Menge
dann ist das Komplement véhbeZiglich U unendlich

— BeweisideeWenn S endlich ware, dann rasste aucl/ endlich sein

— Ausfuhrlich: Wir nehmen art sei endlich. DaS ebenfalls endlich ist,
mulR3U aufgrund des Satzes auf Fdlile 4 endlich sein.
Dies ist ein Widerspruch, dd unendlich ist.
Also ist die Annahme falsch un§list nicht endlich

e Gegenbeispieleeigen, dal3B nicht immer wahr sein kann
— B ist nichtallgemeingiltig, wenn es ein einziges Gegenbeispiel gibt

— Beispiel:Wennx eine Primzahl ist, dann ist ungeraddst falsch
— Gegenbelspiel2 ist eine gerade Zahl, die eine Primzahl ist

* Wir haben zugunsten einer einfacheren Schreibweise die Notation S als Abkiirzung
fur “das Komplement von S beziiglich U" verwendet
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINEBEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend abz)
—“Gilt B fur:undB fur n+1, wennB fur n gilt, dann gilt B fur allen>:"
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINEBEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend abz)
—“Gilt B fur:undB furn+1, wennB furn gilt, dann gilt B fur alle n>7"
— Beispiel:Fur alle >4 gilt 27 >2*
Induktionsanfang:=4: Esist2” = 16 > 16 = 2
InduktionsannahmeEs gelte2” >n? fur ein beliebiges.>4
Induktionsschritt: Es ist” ™! = 2%2" > 2n? (aufgrund der Induktionsannahme)
und (n+1)? = n*+2n+1 = n(n+2+2) < n(n+n) = 2n*  (wegenn>4
also gilt2"*! > (n+1)?
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt damit’>n? fur allen>4
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINEBEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend abz)
—“Gilt B fur:undB furn+1, wennB furn gilt, dann gilt B fur alle n>7"
— Beispiel:Fur alle >4 gilt 27 >2*
Induktionsanfang:=4: Esist2” = 16 > 16 = 2
InduktionsannahmeEs gelte2” >n? fur ein beliebiges.>4
Induktionsschritt: Es ist” ™! = 2%2" > 2n? (aufgrund der Induktionsannahme)
und (n+1)? = n*+2n+1 = n(n+2+2) < n(n+n) = 2n*  (wegenn>4
also gilt2"*! > (n+1)?
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt damit’>n? fur allen>4

¢ \ollstandige Induktion
— “Folgt B fur n, wennB fur alle:<j<n gilt, dann gilt B fur allen>:"
— Machtiger, da man nicht den unmittelbaren \drger benutzen muss
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BEISPIEL: DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3c und 5c Briefmarken zu erzeugen?
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BEISPIEL: DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3c und 5c Briefmarken zu erzeugen?

nnnnnnnnnnn
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BEISPIEL: DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3c und 5c Briefmarken zu erzeugen?

e -
10c=

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

= [——

11c= 3“_:;-1 =iy -
e Informales Argument ist leicht einzusehen
— Basisélle 8, 9, 10 sinddsbar wie oben illustriert.

— Losung fir grol3eren wird aus der fir n—3 mit weiteren 3c erzeugt
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BEISPIEL: DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3c und 5c Briefmarken zu erzeugen?

,  10Cc —had k|

e L Osungsideesc= E

=

e Informales Argument ist leicht einzusehen
— Basisélle 8, 9, 10 sinddsbar wie oben illustriert.
— Losung fir grol3eren wird aus der fir n—3 mit weiteren 3c erzeugt

e Induktionsbeweis berotigt vollstandige Induktion
Behauptungs(n): Fur allen>8 gibt esa,beN mitn = 3-a + 5-b
Induktionsannahme: Sei>8 beliebig.Es gelteB(y) fur alle8<j<n
InduktionsschrittfFallsn = 8,9, 10 wahle(a, b) = (1,1), (3,0), bzw. (0,2).

Ansonsten gibt edif j=n—3>8 Zahlend', ' mit j=3-a'+5-b'. (1A)
Es folgtn = j+3 = 3-(a’+1) + 5-0'. Wahle(a,b) = (a'+1,0')
Aufgrund des Prinzips der volmndlgen Induktion folgi3(n) fur allen>8
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHREREAUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bei rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel:Sei f(0) = 0und f(n+1) = 1—f(n)
— Zeige: f(n) =0, fallsn gerade und sonst
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHREREAUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bei rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel:Sei f(0) = 0und f(n+1) = 1—f(n)
— Zeige: f(n) =0, fallsn gerade und sonst

e Problem beinhaltet zwel zusammengebrige Aussagen
Bi(n): Fur geraden ist f(n)=0, By(n): Fur ungeraden ist f(n)=1
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHREREAUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bel rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel:Sei f(0) = 0und f(n+1) = 1—f(n)
— Zeige: f(n) =0, fallsn gerade und sonst

e Problem beinhaltet zwel zusammengebrige Aussagen
Bi(n): Fur geraden ist f(n)=0, Bs(n): Fur ungeraden ist f(n)=

e Induktionsbeweis zeigt beide Aussagen gleichzeitig
Induktionsanfang.=0: n ist gerade und es igi(0)=0, also gilt B,(0)
n ist nicht ungerade, also gilé;(0)
InduktionsannahmeEs gelte; (n) und By(n). (Voraussetzung picht erfult)
InduktionsschrittFallsn+1 gerade ist, dann ist ungerade
und es giltf(n)=1 wegenBy(n) also f(n-+1)=0 und damitB;(n+1)
Ausserdem qiltBy(n+1), dan+1 nicht ungerade ist
Ansonsten ist: gerade undf(n+1)=1 wegenB(n), also gilt Bo(n+1)
Ausserdem giltB;(n+1), dan+1 nicht gerade ist
Aufgrund des Induktionsprinzips folgen beide Behauptunige allen
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SIMULTANE INDUKTION AUSFORMULIERT  (0)=0, f(n+1)=1—f(n)

Um zu zeigen, dalf(n) = 0, falls n gerade und sonstist, zeigen wir durch
Induktion, dal3@ir allen <N die folgenden beiden Aussagen gelten
Bi(n): ngerade < f(n)=0
Bs(n): nungerades f(n)=1
Induktionsanfang n=0:
Bi(n): O ist gerade und nach Definition ist0) = 0, also gilt Aussagés;(n).
Bsy(n): 0 ist nicht ungerade und nach Definition f30)#1, also gilt die
AquivalenzB;(n), da jeweils die rechte und linke Seite falsch ist.
Induktionsannnahme: Es gelteB;(m) und By(m) fur ein beliebigesn < N.
Induktionsschritt: Es sein = m+1.
Bi(n): Esistn = m+1 gerade < m istungerade
< f(m) =1 (Induktionsannahme By(m))
& fln)=1-f(m) =0
Bs(n): Esistn = m+1 ungerade < m ist gerade
< f(m) =0 (Induktionsannahme Bi(m))
< f(n) =1=f(m) =1
Aufgrund des Induktionsprinzips gil#;(n) und By(n) fur allen e N
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INDUKTIONSBEWEISE FUR ANDERE DATENSTRUKTUREN I

Viele Datenstrukturen lassen sich induktiv beschreiben

o N: Natlrliche Zahlen
—0eN (Null ist eine natiirliche Zahl)

—neN = n+1eN (jeder Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl)
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INDUKTIONSBEWEISE FUR ANDERE DATENSTRUKTUREN I

Viele Datenstrukturen lassen sich induktiv beschreiben

o N: Natlrliche Zahlen
—0eN (Null ist eine natiirliche Zahl)

—neN = n+1eN (jeder Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl)

e List T': Listen Uber einem DatentypT
—|] e ListT (leere Liste - ohne Elemente)

—leListT Anxel = x::leListT (Voranstellen eines Elements aus T')
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INDUKTIONSBEWEISE FUR ANDERE DATENSTRUKTUREN I

Viele Datenstrukturen lassen sich induktiv beschreiben

o N: Natlrliche Zahlen
—0eN (Null ist eine natiirliche Zahl)

—neN = n+1eN (jeder Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl)

e List T': Listen Uber einem DatentypT
— H e ListT (leere Liste - ohne Elemente)

—leListT Anxel = x::leListT (Voranstellen eines Elements aus T')
e X*: Worter (Strings) uber einem AlphabetX

—eceX’ (leeres Wort - ohne Symbole)
—weX AaeX = wa € XF (Anhangen eines Symbols aus ¥ an ein Wort)
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INDUKTIONSBEWEISE FUR ANDERE DATENSTRUKTUREN I

Viele Datenstrukturen lassen sich induktiv beschreiben

o N: Natlrliche Zahlen
—0eN (Null ist eine natiirliche Zahl)

—neN = n+1eN (jeder Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl)
e List T': Listen Uber einem DatentypT

—|] e ListT (leere Liste - ohne Elemente)

—leListT Anxel = x::leListT (Voranstellen eines Elements aus T')
e X*: Worter (Strings) uber einem AlphabetX

—eceX’ (leeres Wort - ohne Symbole)

—weX AaeX = wa € XF (Anhangen eines Symbols aus ¥ an ein Wort)
e Tree T Baume mit Markierungen aus T

—xel = xeTreel (einzelner Knoten mit Markierung )

—xeT Aty t,eTreeT = [x:ty,..,t,] € TreeT
(Baum mit Wurzel x und Unterbaumen t;..t,,)

Induktionsbewelse folgen der Struktur dieses Aufbaus
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STRUKTURELLE INDUKTION
BEWEIS AUF BASIS DERSTRUKTUR EINES INDUKTIVEN DATENTYPS

Gilt Behauptung B fur das Basiselement des Typs und
fUr ein zusammengesetztes Element, wenR fur seine
Unterelemente gilt, dann gilt B fur alle Elemente des Typs
— Zahlen: Gilt B(0) und B(n+1), wennB(n) gilt, dann gilt Vo ¢ N.B(z)
— Listen: B([]) A (B(l) = VxeT.B(x :: 1)) = VieListT.B(l)

— Worter: B(e) n (B(w) = VaeX.B(wa)) = YweX* . B(w)
Haufig eingesetzilir Analyse von Listen- und Baumstrukturen (Suchen, Samier. .)
oder von syntaktischen Strukturen (Formeln, Programmrachen, ...)
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STRUKTURELLE INDUKTION
BEWEIS AUF BASIS DERSTRUKTUR EINES INDUKTIVEN DATENTYPS

Gilt Behauptung B fur das Basiselement des Typs und
fUr ein zusammengesetztes Element, wenR fur seine
Unterelemente gilt, dann gilt B fur alle Elemente des Typs

— Zahlen: Gilt B(0) und B(n+1), wennB(n) gilt, dann gilt Vo ¢ N.B(z)
— Listen: B([]) A (B(l) = VxeT.B(x :: 1)) = VieListT.B(l)

— Worter: B(e) n (B(w) = VaeX.B(wa)) = YweX* . B(w)
Haufig eingesetzilir Analyse von Listen- und Baumstrukturen (Suchen, Samier. .)
oder von syntaktischen Strukturen (Formeln, Programmrachen, ...)

e Beispiel: Die Summe einer Listevon positiven ganzen
Zahlen ist mindestens so grof3 wie ihi@lige
Induktionsanfang/ = ||: Die Summe und die &nge von sind 0
Induktionsannahmezs geltesum(l)>|l]
Induktionsschritt: Set e Z" und!’ = z :: [
Dann giltsum(l’) = sum(l)+x > sum(l)+1 > [l|4+1 = |I'| (IA)
Aufgrund des Induktionsprinzips folgt die Behauptuig #lle Listen
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STRUKTURELLE INDUKTION AUF BINARBAUMEN I

e Binarbaume haben zwei Nachfolger pro Knoten
—xel = xeBTlreeTl

—xeT Aty toe BTreeT = [x;t1,t)c BTreeT
— Anzahl der Knoten# () = 1, #([z; 11, ta]) = #(t1)+H#(t2)+1
— Tiefe eines Baumsil(x) = 1, d([x;ty,1s]) = max(d(ty),d(ts))+1
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STRUKTURELLE INDUKTION AUF BINARBAUMEN I

e Binarbaume haben zwei Nachfolger pro Knoten
—xel = xeBTlreeTl

—xeT Aty toe BTreeT = [x;t1,t)c BTreeT
— Anzahl der Knoten# () = 1, #([x;t1,ts]) = #(t1)+#(19)+1
— Tiefe eines Baumsil(x) = 1, d([x;ty,1s]) = max(d(ty),d(ts))+1

e Firr jeden Binarbaum ¢ gilt #(¢) < 29(t) _1
Induktionsanfangt = «: Tiefe und Anzahl der Knoten igt< 2'—1
InduktionsannahmeEs gelte #(¢;) < 2900 —1 und #(t,) < 27(2) 1
Induktionsschritt: Set = |x; ¢4, t5]. Dann gilt

#(t) = #(t1)+#(t2)+1
< 24h) 1 4 2dll2) 1 11 (I1A)
< gmaz(d(ty),d(tz)) _1 4 gmaz(d(ti)dt2)) _1 4 1
),

— 2(x)2maeldt)dltz)) 1 = 2d(t) 1
Wegen des Induktionsprinzips folgt die Behauptuingdile Binarbaume
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WIE GENAU/FORMAL MUSS EIN BEWEIS SEIN? |

e “Ein Beweis ist ein Argument, das den Lesekiberzeugt”
Beweisidee mul? klar erkennbar und einsichtig sein
Beweis mul@enaugenug, um Detalls rekonstruieren zoirnken
Formal und detailliert ist nicht immer besser (vgl. Briefmarkenproblem)

e Text mul3prazise Spracheerwendenlesbarundklar verséndlichsein
Formeln / Textfragmente ohne erkennbaren Sinn aneinamekginzn ist unakzeptabel

Zwischenschritte iassemmit “ Ublichen” Vorkenntnissen er&fbarsein

e Gedankensjunge sind erlaubt, wenn Sie die Materie gut genug verstehen
dass Siaichts mehr falsch macherdknen

... es reicht nicht, dass Sie es einmal richtig gemacht haben

e Tip: ausfihrliche Losungen entwickelrbis Sie genug Erfahrung haben.
Bel Prasentationidr Anderezentrale Gedankeaus Losungextrahieren

e Test:verstehen Kommilitonen Ihredsungundwarumsie funktioniert?

Mehr dazu in den Ubungen
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METHODIK DES PROBLEMLOSENS I

e Klarung der Voraussetzungen
— WelcheBegriffe sind zum Versindnis des Problems erforderlich?
— Erstellung eineprazisen Mode8: abstrahiere von Details
— Formulierung des Problems im ModeNas genau ist zu tun?

e L Osungsveg konkretisieren
— WelcheEinzelschritteberdtigt man, um das Problem zaden?
— WelchesGesamtergebniergibt sich aus den Einzelschritten?
— Wie beweistman die Korrektheit des Gesamtergebnisses?

e L Osung zusammenfassen
— Kurz und pagnant Argumente auf das Wesentliche besuiken
— Wo moglich mathematisch peise Formulierungen verwenden
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ANHANG
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: LOGIK & M ENGENOPERATIONEN I

e Notation fur logische Operationen
— P, @, R oderP(x),Q(x) sind Platzhalterir elementare Aussagen
— Aussagenlogische Formemn?, P (), Pv(Q), P=Q, P< ()
— QuantorenYz.P(x), dz.P(x)

e Notation fur mengentheoretische Konzepte
— .S, M sind typische Platzhalteilf Mengen
— Mengenzugebrigkeit: x € S
— Beschreibung einer Menge durch Eigenschafien: P(z)}
— Konstruktion durch Eigenschaften und Funktiongf(z) | P(x)}

... mit Auswahl aus einer Mengézr <S | P(x)}}, {f(x) | xS}, ...
— Quantifizierungiber Elemente einer Mengeér < S.P(x), dx<S.P(x)
— Vereinigung:51US; ={x | v €Sy vr e Sy}

— Durchschnitt:S1NS5 = {x | € Sy rz €Sy}

— Differenz :51—Sy ={x | x€S1rx ¢S5}

— Komplement:S = {x | x ¢S}

— Teilmenges, < 5,, echte Teilmenge,cS,, Obermenge; 2.5, ...
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: FUNKTIONEN I

— Funktionf : S—5’: Abbildung zwischen Grundmengehund S’
nicht unbedingt auf allen Elementen vérdefiniert (L = undefiniert)

—Domain vonf: domair(f) = {z<S | f(x) definiert (Definitionsbereich
—Range vonf: rang€f) ={yeS’|dxeS. f(x) =y} (Wertebereich
— f total: domair(f) = S (andernfalls istf partiell)

— f injektiv: 2y = f(2)£ ()

— f surjektiv. rangdq f) = 5

— f bijektiv: f injektiv und surjektiv

—Umkehrfunktionf1:5"—=S: fYy) =2 & f(z)=y (f muB injektiv sein)

_ Urbild f—l(M> — {ZE e S ‘ f(g;) GM} (eine Menge, f muB nicht injektiv sein)
o _ | (1 fallszeM,

— Charakteristische Funktiopn,, von McS: X, ()= <\ 0 sonst
. . o (1 fallszeM,

— Partiell-charakteristische Funktian : V() = <\ | sonst

Mehr Vokabular wird bei Bedarf vorgestellt
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: LISTEN I

List T": Datenstruktur mit Elementen ausT

— |x1, .., x,]: geordnete Folge mit Elementen, .., x,, €T
— | |: leere Liste(ohne Elemente)

—x - [: Voranstellereines Elements aus vor Liste!l

— hd(l): Kopf (erstes Element) der Liste (hd(x 1) = )
—tl(l): Restder Listel (nach Entfernen des Kopfes) (tl(x 1) =1)
—rev(l): Umkehrung der Listé (rev([x1, .., zn]) = [2n, -, 21])
— [10ly: Konkatenatioreweier Listen ([x1, .., z,]0[y1, s Y] = [21, s Ty Y1, -, Yim))
— |l|: Lange der Listé (|[x1, .., zp]| = n)

—map( f,1): Anwendungvon f auf alle Listenelemente
(map(f, [z1, .., 20]) = [f(21), -, f(20)]))
—[|n| (oderl,): n-tes Elemenvon| ([z1, .., zp][m] = 1)

Viele weitere Konzepte definierbar
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MATHEMATISCHES VOKABULAR : WORTER UND SPRACHEN I

— Alphabet:: endliche Menge von Symbolen,
zB.X={0,1},2={0,...9}, 2 ={A, ... Z,a,..,z, ,7,],..}

—Wort (String, Zeichenreihe): endliche Folgevon Symbolen eines Alphabets

—>*: Menge aller WorteruberX

— > 7: Menge aller nichtleeren Wfteribery:

— ¥ Menge der Vérter der langek mit Symbolen aug

— c: Leeres Wor{ohne jedes Symbol)

—w a. Anhangenreines Symbolg an das Wortu

—w v: Konkatenatior{Aneinanderbngung) der \Wrterw undwv

—u': i-fache Konkatenation des Wortes (oder Symbols)

— |w|: Langedes Wortesv (Anzahl der Symbole)

—vCw: v Prafix vonw, wennw = v u fur ein Wortu

— Sprachel: Beliebige Menge von \@trternuber einem Alphabet
Ublicherweise in abstrakter Mengennotation gegeben
z.B. {we{0,1}" | lw|istgeradeé {0"1" | neN}

— Eine Sprachen kann auch &soblemP bezeichnet werden

(Das “Problem” ist in diesem Fall, die Zug@tgkeit zur MengeP zu testen)
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MATHEMATISCHES VOKABULAR : GRAPHEN I

e Gerichteter Graph: Datenstruktur G = (V, F)
—V endliche Menge voKnoten Ec{ (v,v') eV xV | v } (*Kanter)
—Nachfolgervon v: durch Kanten verbundene Knoten duscV | (v,v') e E'}
— Nachkommentransitive Hille der Nachfolgerrelation
— Gradeines Knotens: Anzahl der direkten Nachfolger
— Pfad(von v, nachv,): Folge|vy, .., v,] durch Kanten verbundener Knoten
— ' erreichbawvon v: es gibt einen Pfad von nachv
— Kreis: Pfad mit identischen Start- und Endknotatte anderen sind verschieden)
— H Subgraphvon G (H C ): Knoten und Kanten void gelbren zuG
— H isomorphzu G (H = ): Umbenennung der Knoten \ith erzeugt

Konzepte analog fiir ungerichtete Graphen (Kanten haben keine Richtung)

e Lohnenswerte Literatur

— S. Krumke, H. NoltemeieiGraphentheoretische Konzepte und Algorithmerubner 2005.
— C. Meinel, M. MundhenkMathematische Grundlagen der Informatileubner 2002.
— K. DeneckeAlgebra und Diskrete MathematiurfiInformatiker, Teubner 2003.
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MATHEMATISCHES VOKABULAR : BAUME I

e Tree T': Datenstruktur mit Elementen ausT’
— 2. Einzelknoten wit Wurzek €T
—[x;ty, .., t,]: Baum mitWurzelz undUnterlaument, ..,

e Darstellbar als kreisfreier Graph mit markierten Knoten

— Elemente vorY’ sind Knoten des Baums

— Kanten verbinden Knoten mit Wurzeln der Uni&ume 1/1\3
—“Nachfolger” eines Knotens sind geordnet 4/ \6
—Wurzet Knoten ohne Vorgnger T 1:4,6),2,3

— Blatt/ Innerer KnotenKnoten ohne/mit Nachfolger
— Binarbaum Baum, in dem jeder innere Knoten Grad 2 hat
— Tiefe: Lange desdngsten Pfades im Baum

¢ Wichtige Eigenschaften
— Von der Wurzel gibt es zu jedem Knoten genau einen Pfad
— Ein Baum mitn Knoten hath—1 Kanten
— Ein Binarbaum mitn Knoten hat mindestens Tieféog,(n+1) ]|
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