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Was ist Nichtdetermismus?

• Verhalten nicht eindeutig bestimmt
– Automat ẅahlt Folgezustand aus mehreren Möglichkeiten
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– Automat erkennt Strings, die mit01 enden
– Eine 0 kann das erste Symbol des Endes01 sein ... oder auch nicht
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• Hilfreiches Modell f ür Entwurfsphase
– Elegantere Beschreibungsform,leichter als korrekt nachzuweisen
– Begrenzte physikalische Realisierungdurch Parallelrechner m̈oglich
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Nichtdeterministische Automaten – wozu?

• Elegante Formder Textsuche in Dokumenten
– Viele verschiedene Ẅorter in großen Textsammlungen (Internet)
– Leichte Beschreibung derSuchanfrage
– Deterministisches Erkennungsverfahren mühsamzu beschreiben
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– Einw könnte der Anfang vonweb sein
– Eine könnte der Anfang vonebay sein
– Aber vor den Ẅortern k̈onnte noch etwas anderes stehen

Nichtdeterminismus =̂ verfolge alle Möglichkeiten simultan
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ǫ-Übergänge – Verarbeitung optionaler Eingaben

• Erkenne Dezimalzahlenim Programmcode
– Zwei Zeichenreihen von Zifferngetrennt durch Dezimalpunkt
– Eine der beiden Zeichenreihen darf leer sein, aber nicht beide
– Optionales Vorzeichen+ oder-
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Nichtdeterministische Automaten – präzisiert
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Ein ǫ-NEA (nichtdeterministischer endlicher Automat
mit ǫ-Übergängen) ist ein 5-TupelA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit

• Q nichtleere endlicheZustandsmenge

• Σ (endliches)Eingabealphabetmit ǫ 6∈Σ

• δ:Q×(Σ∪{ǫ}) →P(Q) Zustandsüberführungsfunktion ∗

• q0∈Q Startzustand

• F⊆Q Menge vonakzeptierenden(End-)Zuständen

Ein NEA ist ein nichtdet. endlicher Automat ohneǫ-Überg̈ange
∗ P(Q) = {S |S⊆Q} (Potenzmengevon Q)

Bei ǫ-NEAs ist δ(q′, a) ist eine (möglicherweise leere) Menge von Zuständen



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 5 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Arbeitsweise von NEAs

Erkenne Strings, die mit 01 enden
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Ein Abarbeitungsweg führt zu einem akzeptierenden Zustand
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Arbeitsweise von NEAs mit ǫ-Übergängen
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Ein Abarbeitungsweg mit ǫ-Übergängen führt zu einem Endzustand
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Arbeitsweise von ǫ-NEAs – präzisiert

• Beschreibeǫ-Hülle eines Zustandsq
– Dievon q mit ǫ-Überg̈angen erreichbaren Zustände
– Iterative Definition: Kleinste Menge mit der Eigenschaft

q ∈ǫ-Hülle(q) und p ∈ǫ-Hülle(q) ∧ r ∈δ(p, ǫ) ⇒ r ∈ǫ-Hülle(q)
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• Erweiterte Überführungsfunktion δ̂ : Q×Σ∗→P(Q)
– Aufsammelnaller bei der Abarbeitung erreichbaren Zustände

einschließlich derjenigen, die ohne Eingabe erreicht werden
– Induktive Definition(kaskadisches Aufsammeln von Zuständen)

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) fallsw=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) fallsw=v a (a ∈Σ) ∗

∗ d.h.p ∈ δ̂(q, w) gdw. es gibt einq′ ∈ δ̂(q, v) undq′′ ∈δ(q′, a) so dassp ∈ ǫ-Hülle(q′′)
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• Erweiterte Überführungsfunktion δ̂ : Q×Σ∗→P(Q)
– Aufsammelnaller bei der Abarbeitung erreichbaren Zustände

einschließlich derjenigen, die ohne Eingabe erreicht werden
– Induktive Definition(kaskadisches Aufsammeln von Zuständen)

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) fallsw=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) fallsw=v a (a ∈Σ) ∗

∗ d.h.p ∈ δ̂(q, w) gdw. es gibt einq′ ∈ δ̂(q, v) undq′′ ∈δ(q′, a) so dassp ∈ ǫ-Hülle(q′′)

• Von A akzeptierte Sprache
– Menge der Eingabenw, für die δ̂(q0, w) einen Endzustand enthält

L(A) = {w ∈Σ∗ | δ̂(q0, w)∩F 6=∅}
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Erweiterte Überführungsfunktion

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) w=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) w=v a (a ∈Σ) ∗

q
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Erweiterte Überführungsfunktion

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) w=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) w=v a (a ∈Σ) ∗

q

✒

✲

❘

q′1

q′ ∈ δ̂(q, v)

q′2

q′3
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Erweiterte Überführungsfunktion

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) w=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) w=v a (a ∈Σ) ∗

q

✒

✲

❘

q′1

q′ ∈ δ̂(q, v)

q′2

q′3

✶

q

❘

✶

q

q′′1

q′′1

q′′1

q′′1

q′′3

q′′3

q′′ ∈δ(q′, a)
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Erweiterte Überführungsfunktion

δ̂(q, w) =

{

ǫ-Hülle(q) w=ǫ,
⋃

q′ ∈ δ̂(q,v)

⋃

q′′ ∈ δ(q′,a) ǫ-Hülle(q′′) w=v a (a ∈Σ) ∗

q

✒

✲

❘

q′1

q′ ∈ δ̂(q, v)

q′2

q′3

✶

q

❘

✶

q

q′′1

q′′1

q′′1

q′′1

q′′3

q′′3

q′′ ∈δ(q′, a)

✲

✸

✲

✸

✲

s

q′′′1

q′′′1

q′′′1

q′′′3

q′′′3

q′′′3

ǫ-Hülle(q′′)
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Überführungsfunktion δ̂ (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 9 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Überführungsfunktion δ̂ (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

• Abarbeitung von 00101

– δ̂(q0, ǫ) = {q0}



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 9 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Überführungsfunktion δ̂ (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

• Abarbeitung von 00101

– δ̂(q0, ǫ) = {q0}
– δ̂(q0, 0) = δ(q0, 0) = {q0, q1}
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Überführungsfunktion δ̂ (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

• Abarbeitung von 00101

– δ̂(q0, ǫ) = {q0}
– δ̂(q0, 0) = δ(q0, 0) = {q0, q1}
– δ̂(q0, 00) = δ(q0, 0)∪δ(q1, 0) = {q0, q1}∪∅ = {q0, q1}
– δ̂(q0, 001) = δ(q0, 1)∪δ(q1, 1) = {q0}∪{q2} = {q0, q2}
– δ̂(q0, 0010) = δ(q0, 0)∪δ(q2, 0) = {q0, q1}∪∅ = {q0, q1}
– δ̂(q0, 00101) = δ(q0, 1)∪δ(q1, 1) = {q0}∪{q2} = {q0, q2}

• 00101 wird akzeptiert da δ̂(q0, 00101)∩F = {q2}
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Bestimmung der ǫ-Hülle

• Dezimalautomat

✲
Start

q0 ✲+,-, ǫ q1
❘

0,1,..,9

✲
.

q2 ✲0,1,..,9 q3
❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

– Nur zweiǫ-Überg̈ange

– ǫ-Hülle(q0) = {q0, q1}

– ǫ-Hülle(q3) = {q3, q5}

– ǫ-Hülle(qi) = {qi} sonst
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Bestimmung der ǫ-Hülle

• Dezimalautomat

✲
Start

q0 ✲+,-, ǫ q1
❘

0,1,..,9

✲
.

q2 ✲0,1,..,9 q3
❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

– Nur zweiǫ-Überg̈ange

– ǫ-Hülle(q0) = {q0, q1}

– ǫ-Hülle(q3) = {q3, q5}

– ǫ-Hülle(qi) = {qi} sonst

• Viele ǫ-Übergänge

✲
Start

q1

✯ǫ
q2 ✲ǫ q3 ✲ǫ q6

❥ǫ q4 ✲a q5

✣

b

✲ǫ q7

– ǫ-Hülle(q1) = {q1, q2, q3, q4, q6}

– ǫ-Hülle(q2) = {q2, q3, q6}

– ǫ-Hülle(q3) = {q3, q6}

– ǫ-Hülle(q4) = {q4}

– ǫ-Hülle(q5) = {q5, q7}

– ǫ-Hülle(q6) = {q6}

– ǫ-Hülle(q7) = {q7}
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Überführungsfunktion δ̂ (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0 ✲
+,-, ǫ q1

❘

0,1,..,9

✲
.

q2 ✲0,1,..,9 q3
❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

Abarbeitung von 3.14159

– δ̂(q0, ǫ) = ǫ-Hülle(q0) = {q0, q1}
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Überführungsfunktion δ̂ (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0 ✲
+,-, ǫ q1

❘

0,1,..,9

✲
.

q2 ✲0,1,..,9 q3
❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

Abarbeitung von 3.14159

– δ̂(q0, ǫ) = ǫ-Hülle(q0) = {q0, q1}
– δ̂(q0, 3): δ(q0, 3)∪δ(q1, 3) = ∅∪{q1, q4} = {q1, q4}

δ̂(q0, 3) = ǫ-Hülle(q1) ∪ ǫ-Hülle(q4) = {q1}∪{q4} = {q1, q4}



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 11 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Überführungsfunktion δ̂ (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0 ✲
+,-, ǫ q1

❘

0,1,..,9

✲
.

q2 ✲0,1,..,9 q3
❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

Abarbeitung von 3.14159

– δ̂(q0, ǫ) = ǫ-Hülle(q0) = {q0, q1}
– δ̂(q0, 3): δ(q0, 3)∪δ(q1, 3) = ∅∪{q1, q4} = {q1, q4}

δ̂(q0, 3) = ǫ-Hülle(q1) ∪ ǫ-Hülle(q4) = {q1}∪{q4} = {q1, q4}
– δ̂(q0, 3.): δ(q1, .)∪δ(q4, .) = {q2}∪{q3} = {q2, q3}

δ̂(q0, 3.) = ǫ-Hülle(q2) ∪ ǫ-Hülle(q3) = {q2}∪{q3, q5} = {q2, q3, q5}
– δ̂(q0, 3.1): δ(q2, 1)∪δ(q3, 1)∪δ(q5, 1) = {q3}∪{q3} ∪ ∅ = {q3}

δ̂(q0, 3.1) = ǫ-Hülle(q3) = {q3, q5}
– δ̂(q0, 3.14) = ǫ-Hülle(q3) = {q3, q5}...
– δ̂(q0, 3.14159) = ǫ-Hülle(q3) = {q3, q5}
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Nachweis der erkannten Sprache (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ |w endet mit 01}
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Nachweis der erkannten Sprache (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ |w endet mit 01}

• Zeige durchsimultane Induktion für alle w ∈{0, 1}∗
a)q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet

c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ δ̂(q0, w)∩{q2}6=∅ ⇔ w endet mit 01
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Nachweis der erkannten Sprache (OHNE ǫ-ÜBERGÄNGE)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲
0 q1 ✲

1 q2

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ |w endet mit 01}

• Zeige durchsimultane Induktion für alle w ∈{0, 1}∗
a)q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet

c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ δ̂(q0, w)∩{q2}6=∅ ⇔ w endet mit 01

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition ist̂δ(q0, ǫ) = {q0}. Also gilt Aussage a)

– w endet nicht mit0 oder01. Aussagen b) und c) gelten trivialerweise
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Nachweis der erkannten Sprache II (semiformal)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

a) q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet
c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

• Induktionsschritt: w = va für v ∈{0, 1}∗, a ∈{0, 1}
– Die Aussagen a), b), und c) seien für v gültig
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Nachweis der erkannten Sprache II (semiformal)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

a) q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet
c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

• Induktionsschritt: w = va für v ∈{0, 1}∗, a ∈{0, 1}
– Die Aussagen a), b), und c) seien für v gültig

a) Wegenq0 ∈ δ̂(q0, v) undq0 ∈δ(q0, a) für a ∈{0, 1} folgt q0 ∈ δ̂(q0, w)
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Nachweis der erkannten Sprache II (semiformal)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

a) q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet
c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

• Induktionsschritt: w = va für v ∈{0, 1}∗, a ∈{0, 1}
– Die Aussagen a), b), und c) seien für v gültig

a) Wegenq0 ∈ δ̂(q0, v) undq0 ∈δ(q0, a) für a ∈{0, 1} folgt q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) Seiq1 ∈ δ̂(q0, w). Wegenq1 ∈δ(q, a)⇔ q=q0 ∧a=0 mussw mit 0 enden

Wenn umgekehrtw mit 0 endet, dann ista=0.

Wegenq0 ∈ δ̂(q0, v) undq1 ∈δ(q0, a) folgt q1 ∈ δ̂(q0, w)
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Nachweis der erkannten Sprache II (semiformal)

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

a) q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) q1 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 0 endet
c) q2 ∈ δ̂(q0, w) genau dann, wennw mit 01 endet

• Induktionsschritt: w = va für v ∈{0, 1}∗, a ∈{0, 1}
– Die Aussagen a), b), und c) seien für v gültig

a) Wegenq0 ∈ δ̂(q0, v) undq0 ∈δ(q0, a) für a ∈{0, 1} folgt q0 ∈ δ̂(q0, w)

b) Seiq1 ∈ δ̂(q0, w). Wegenq1 ∈δ(q, a)⇔ q=q0 ∧a=0 mussw mit 0 enden

Wenn umgekehrtw mit 0 endet, dann ista=0.

Wegenq0 ∈ δ̂(q0, v) undq1 ∈δ(q0, a) folgt q1 ∈ δ̂(q0, w)

c) Seiq2 ∈ δ̂(q0, w). Wegenq2 ∈δ(q, a)⇔ q=q1 ∧a=1 mussw mit 1 enden

undq1 ∈ δ̂(q0, v) gelten. Wegen b) f̈ur v endetv mit 0, alsow mit 01

Wenn umgekehrtw mit 01 endet, dann ista=1 undv endet mit 0.

Wegenq1 ∈ δ̂(q0, v) nach b) undq2 ∈δ(q1, a) folgt q2 ∈ δ̂(q0, w)
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Arbeitsweise von ǫ-NEAs –

ALTERNATIVE BESCHREIBUNG MIT KONFIGURATIONSÜBERGÄNGEN

• DefiniereKonfigurationen
– Formal dargestellt als TupelK = (q,w) ∈ Q×Σ∗

• DefiniereKonfigurationsübergangsrelation ⊢∗
– Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung von Wörtern

– (q,aw) ⊢ (p,w), falls p ∈δ(q, a)

– (q,w) ⊢ (p,w), falls p ∈δ(q, ǫ)

– K1 ⊢∗ K2, fallsK1 = K2 oder
es gibt eine KonfigurationK mit K1 ⊢ K undK ⊢

∗
K2

• Akzeptierte Sprache
– Menge der Eingaben, für die ⊢

∗
zu akzeptierenden Zustand führt

L(A) = {w ∈Σ∗ | ∃p ∈F. (q0, w) ⊢∗ (p,ǫ)}



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 15 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Beweis für ✲
Start

q
0

❘
0,1

✲0 q
1

✲1 q
2

mit Konfigurationen
(Dieses Mal etwas formaler)

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ | ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01}
• Zeige durchsimultane Induktion für alle w ∈{0, 1}∗

S1(w): (q0, w) ⊢
∗
(q0, ǫ)

S2(w): (q0, w) ⊢
∗
(q1, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Formulierung ungeeignet für Induktionsbeweise
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Beweis für ✲
Start

q
0

❘
0,1

✲0 q
1

✲1 q
2

mit Konfigurationen
(Dieses Mal etwas formaler)

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ | ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01}
• Zeige durchsimultane Induktion für alle w,u ∈{0, 1}∗

S1(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q0, u)

S2(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q1, u) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Besser: erlaube, daß nach Abarbeitung vonw ein Restwortu noch ungelesen ist
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Beweis für ✲
Start

q
0

❘
0,1

✲0 q
1

✲1 q
2

mit Konfigurationen
(Dieses Mal etwas formaler)

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ | ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01}
• Zeige durchsimultane Induktion für alle w,u ∈{0, 1}∗

S1(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q0, u)

S2(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q1, u) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01
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Beweis für ✲
Start

q
0

❘
0,1

✲0 q
1

✲1 q
2

mit Konfigurationen
(Dieses Mal etwas formaler)

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ | ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01}
• Zeige durchsimultane Induktion für alle w,u ∈{0, 1}∗

S1(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q0, u)

S2(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q1, u) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt (q0, u) ⊢
∗
(q0, u), (q0, u) 6 ⊢

∗
(q1/2, u) und ǫ6=v0, ǫ6=v01 √
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∗
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S2(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q1, u) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt (q0, u) ⊢
∗
(q0, u), (q0, u) 6 ⊢

∗
(q1/2, u) und ǫ6=v0, ǫ6=v01 √

• Induktionsannnahme:S1(w
′)–S3(w

′) sei gezeigt f̈ur w′ ∈{0, 1}∗
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Beweis für ✲
Start

q
0

❘
0,1

✲0 q
1

✲1 q
2

mit Konfigurationen
(Dieses Mal etwas formaler)

L(A) = {w ∈{0, 1}∗ | ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01}
• Zeige durchsimultane Induktion für alle w,u ∈{0, 1}∗

S1(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q0, u)

S2(w): (q0, w u) ⊢
∗
(q1, u) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v0

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

Dann folgt w ∈L(A) ⇔ (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗. w=v01

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt (q0, u) ⊢
∗
(q0, u), (q0, u) 6 ⊢

∗
(q1/2, u) und ǫ6=v0, ǫ6=v01 √

• Induktionsannnahme:S1(w
′)–S3(w

′) sei gezeigt f̈ur w′ ∈{0, 1}∗

• Induktionsschritt: sei w = w′a für ein beliebigesa ∈{0, 1}
S1(w): WegenS1(w

′ u) undq0 ∈δ(q0, a) folgt (q0, w u) ⊢
∗
(q0, u) √

S2(w): Wegenq1 ∈δ(q, a)⇔ q=q0 ∧a=0 gilt
(q0, wu)⊢

∗
(q1, u) ⇔ (q0, w

′au)⊢
∗
(q0, au) ⊢ (q1, u) ⇔ ∃w′ ∈{0, 1}∗.w=w′0√

S3(w): Wegenq2 ∈δ(q, a)⇔ q=q1 ∧a=1 gilt
(q0, w)⊢

∗
(q2, ǫ) ⇔ (q0, w

′a)⊢
∗
(q1, a)⊢ (q1, ǫ) ⇔ ∃v ∈{0, 1}∗.w=w′1=v01 √
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2
q1: Letztes Symbol ist eina,
q2: Letztes Symbol ist einb
q3: Letztes Symbol ist einc
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)
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❄

✲
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c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2
q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb
q3: Letztes Symbol ist einc
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)
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• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2
q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 16 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc, davor ein Wort aus{a, b}∗
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc, davor ein Wort aus{a, b}∗

• Formuliere Aussage mit Konfigurationen
S0(w): (q0, w) ⊢

∗
(q0, ǫ) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w) ⊢
∗
(q1, ǫ) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q3, ǫ) ⇔ w = uc für einu ∈{a, b}∗

Formulierung ungeeignet für Induktionsbeweise
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc, davor ein Wort aus{a, b}∗

• Formuliere Aussage mit Konfigurationen
S0(w): (q0, w) ⊢

∗
(q0, ǫ) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w) ⊢
∗
(q1, ǫ) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w) ⊢
∗
(q2, ǫ) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q3, ǫ) ⇔ w = uc für einu ∈{a, b}∗

Formulierung ungeeignet für Induktionsbeweise
Besser: erlaube, daß nach Abarbeitung vonw ein Restwortv noch ungelesen ist
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc, davor ein Wort aus{a, b}∗

• Formuliere Aussage mit Konfigurationen
S0(w): (q0, w v) ⊢

∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q3, ǫ) ⇔ w = uc für einu ∈{a, b}∗

Besser: erlaube, daß nach Abarbeitung vonw ein Restwortv noch ungelesen ist

BehauptungS3 folgt unmittelbar aus S0–S2
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Nachweis der erkannten Sprache (MIT ǫ-ÜBERGÄNGEN)

✲
Start

q0
❥a

q1
ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q2

✯

✙

b

a

q3

❘
❄

✲
c

c c

• Mit welchen Wörtern werden die qi erreicht?
q0: Gleiche Ẅorter wieq1 oderq2 undǫ, also{a, b}∗

q1: Letztes Symbol ist eina, davorb’s odera’s
q2: Letztes Symbol ist einb, davora’s oderb’s
q3: Letztes Symbol ist einc, davor ein Wort aus{a, b}∗

• Formuliere Aussage mit Konfigurationen
S0(w): (q0, w v) ⊢

∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

S3(w): (q0, w) ⊢
∗
(q3, ǫ) ⇔ w = uc für einu ∈{a, b}∗

Besser: erlaube, daß nach Abarbeitung vonw ein Restwortv noch ungelesen ist

BehauptungS3 folgt unmittelbar aus S0–S2

• Es folgt L(A) = {w | (q0, w)⊢∗ (q3, ǫ) = {w | ∃u ∈{a, b}∗.w = uc}
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Induktiver Beweis für NEA’s mit ǫ-Übergängen

• Zeige simultan für alle Wörter w, v ∈{a, b, c}∗:
✲

Start
q

0

❥a q
1ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q
2

✯

✙

b

a

q
3

❘ ❄

✲c

c c

S0(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 17 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Induktiver Beweis für NEA’s mit ǫ-Übergängen

• Zeige simultan für alle Wörter w, v ∈{a, b, c}∗:
✲

Start
q

0

❥a q
1ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q
2

✯

✙

b

a

q
3

❘ ❄

✲c

c c

S0(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt(q0, v) ⊢
∗
(q0, v) undw ∈{a, b}∗, und w 6=ua, w 6=ub √



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 17 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Induktiver Beweis für NEA’s mit ǫ-Übergängen

• Zeige simultan für alle Wörter w, v ∈{a, b, c}∗:
✲

Start
q

0

❥a q
1ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q
2

✯

✙

b

a

q
3

❘ ❄

✲c

c c

S0(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt(q0, v) ⊢
∗
(q0, v) undw ∈{a, b}∗, und w 6=ua, w 6=ub √

• Induktionsannnahme:S0(w
′)–S2(w

′) sei gezeigt f̈ur w′ ∈{a, b, c}∗
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Induktiver Beweis für NEA’s mit ǫ-Übergängen

• Zeige simultan für alle Wörter w, v ∈{a, b, c}∗:
✲

Start
q

0

❥a q
1ǫ❨

▼

ǫ

b

◆

q
2

✯

✙

b

a

q
3

❘ ❄

✲c

c c

S0(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q0, v) ⇔ w ∈{a, b}∗

S1(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ w = ua für einu ∈{a, b}∗

S2(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q2, v) ⇔ w = ub für einu ∈{a, b}∗

• Induktionsanfang w = ǫ

– Per Definition gilt(q0, v) ⊢
∗
(q0, v) undw ∈{a, b}∗, und w 6=ua, w 6=ub √

• Induktionsannnahme:S0(w
′)–S2(w

′) sei gezeigt f̈ur w′ ∈{a, b, c}∗

• Induktionsschritt: sei w = w′x für ein beliebigesx ∈{a, b, c}
S1(w): (q0, w

′x v) ⊢
∗
(q1, v) ⇔ (q0, w

′x v) ⊢
∗
(q0/2, xv) ⊢ (q1, v)

(S0(w
′), S1(w

′)) ⇔ (w′ ∈{a, b}∗ ∨∃u ∈{a, b}∗.w′ = ub) ∧ x = a √

S2(w): (q0, w
′x v) ⊢

∗
(q2, v) ⇔ (q0, w

′x v) ⊢
∗
(q0/1, xv) ⊢ (q2, v)

(S0(w
′), S2(w

′)) ⇔ (w′ ∈{a, b}∗ ∨∃u ∈{a, b}∗.w′ = ua) ∧ x = b √

S0(w): (q0, w v) ⊢
∗
(q0, v) ⇔ (q0, w v) ⊢

∗
(q1, v) ∨ (q0, w v) ⊢

∗
(q2, v)

(S1(w), S2(w)) ⇔ ∃u ∈{a, b}∗.w = ua ∨∃u ∈{a, b}∗.w = ub ⇔ w ∈{a, b}∗ √
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Beziehung zu deterministischen Automaten

• Nichtdeterministische Automaten sindflexibler
– Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfolge festlegen
– Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten
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Beziehung zu deterministischen Automaten

• Nichtdeterministische Automaten sindflexibler
– Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfolge festlegen
– Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten

• DEAs sind genauso ausdrucksstarkwie ǫ-NEAs
– Man kannMengen vonǫ-NEA-Zusẗanden als DEA Zuständecodieren
– Man kann mengenwertige Zustandsüberf̈uhrungsfunktionen codieren
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Beziehung zu deterministischen Automaten

• Nichtdeterministische Automaten sindflexibler
– Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfolge festlegen
– Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten

• DEAs sind genauso ausdrucksstarkwie ǫ-NEAs
– Man kannMengen vonǫ-NEA-Zusẗanden als DEA Zuständecodieren
– Man kann mengenwertige Zustandsüberf̈uhrungsfunktionen codieren

• (Potenzmengen- oder)Teilmengenkonstruktion
– SeiAN = (QN , Σ, δN , q0, FN ) ein nichtdeterministischer Automat
– Konstruierëaquivalenten DEAAD = (QD, Σ, δD, qD, FD) mit
QD⊆P(QN) : (Jeder Zustand entspricht einer Menge von Zuständen)

qD = ǫ-Hülle(q0) (Die anfangs erreichbaren Zustände vonAN , {q0} bei NEAs)

δD(S, a) = {p | ∃q ∈S. p ∈ δ̂N(q, a)} (Die von allenq ∈S erreichbaren Zustände)

FD = {S ∈QD |S∩FN 6=∅} (S ∈FD=̂ ein Endzustand vonAN ist erreichbar)

– Naive Konstruktion ben̈otigt 2|QN | Zustände

– Optimierte Teilmengenkonstruktionerzeugt nur “notwendige” Zustände
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für NEAs

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

• Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)
Überführungsfunktion

0 1

→ {q0}

Q0 := {{q0}}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für NEAs

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

• Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)
Überführungsfunktion

0 1

→ {q0} {q0,q1} {q0}

{q0,q1}

Q0 := {{q0}}

Q1 := {{q0}, {q0, q1}}



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 19 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Optimierte Teilmengenkonstruktion für NEAs

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

• Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)
Überführungsfunktion

0 1

→ {q0} {q0,q1} {q0}

{q0,q1} {q0,q1} {q0,q2}

* {q0,q2}

Q0 := {{q0}}

Q1 := {{q0}, {q0, q1}}

Q2 := {{q0}, {q0, q1}, {q0, q2}}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für NEAs

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

• Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)
Überführungsfunktion

0 1

→ {q0} {q0,q1} {q0}

{q0,q1} {q0,q1} {q0,q2}

* {q0,q2} {q0,q1} {q0}

Q0 := {{q0}}

Q1 := {{q0}, {q0, q1}}

Q2 := {{q0}, {q0, q1}, {q0, q2}}

Q3 = Q2, also QD = Q2,
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für NEAs

✲
Start

q0

❘

0,1

✲0 q1 ✲1 q2

• Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)
Überführungsfunktion

0 1

→ {q0} {q0,q1} {q0}

{q0,q1} {q0,q1} {q0,q2}

* {q0,q2} {q0,q1} {q0}

Q0 := {{q0}}

Q1 := {{q0}, {q0, q1}}

Q2 := {{q0}, {q0, q1}, {q0, q2}}

Q3 = Q2, also QD = Q2,

• Resultierender deterministischer Automat

✲
Start

{q0}
❘

1

✲
0

{q0,q1}
❘

0

✲
1

{q0,q2}✛

0❨
1
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Optimierte Teilmengenkonstruktion HMU Satz 2.11/2.12

• Optimierung: QD =̂ erreichbare Zustände
– SeiAN = (QN , Σ, δN , q0, FN ) ein nichtdeterministischer Automat

– FürS⊆QN definiereδD(S, a) =
⋃

q ∈S δ̂N(q, a) = {p | ∃q ∈S. p ∈ δ̂N(q, a)}
(erfaßtǫ-Hülle)
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– FürS⊆QN definiereδD(S, a) =
⋃

q ∈S δ̂N(q, a) = {p | ∃q ∈S. p ∈ δ̂N(q, a)}
(erfaßtǫ-Hülle)

– Konstruiere ZustandsmengeQD iterativ gleichzeitig mitδD
Start: Q0 := {qD} = {ǫ-Hülle(q0)}

Schritt:Qi+1 := Qi∪{δD(S, a) |S ∈Qi, a ∈Σ}

Abschluss: WennQi+1 = Qi, dann halte an und setzeQD := Qi
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– Konstruiere ZustandsmengeQD iterativ gleichzeitig mitδD
Start: Q0 := {qD} = {ǫ-Hülle(q0)}

Schritt:Qi+1 := Qi∪{δD(S, a) |S ∈Qi, a ∈Σ}

Abschluss: WennQi+1 = Qi, dann halte an und setzeQD := Qi

– SetzeqD = ǫ-Hülle(q0) undFD= {S ∈QD |S∩FN 6=∅}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion HMU Satz 2.11/2.12

• Optimierung: QD =̂ erreichbare Zustände
– SeiAN = (QN , Σ, δN , q0, FN ) ein nichtdeterministischer Automat

– FürS⊆QN definiereδD(S, a) =
⋃

q ∈S δ̂N(q, a) = {p | ∃q ∈S. p ∈ δ̂N(q, a)}
(erfaßtǫ-Hülle)

– Konstruiere ZustandsmengeQD iterativ gleichzeitig mitδD
Start: Q0 := {qD} = {ǫ-Hülle(q0)}

Schritt:Qi+1 := Qi∪{δD(S, a) |S ∈Qi, a ∈Σ}

Abschluss: WennQi+1 = Qi, dann halte an und setzeQD := Qi

– SetzeqD = ǫ-Hülle(q0) undFD= {S ∈QD |S∩FN 6=∅}

• ǫ-NEAs und DEAs akzeptieren dieselben Sprachen
– Jeder DEA ist als “eindeutiger”ǫ-NEA beschreibbar
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Optimierte Teilmengenkonstruktion: Korrektheit

Für den konstruierten DEA gilt L(AD) = L(AN)

Zeige:δ̂D(qD, w) = δ̂N(q0, w) für alle w ∈Σ∗

Beweis durchstrukturelle Induktion̈uber den Aufbau der ẄorterausΣ∗

– Basisfall: Seiw = ǫ:
δ̂D(qD, ǫ) = qD = ǫ-Hülle(q0) = δ̂N(q0, ǫ)

– Induktionsschritt: Seiw = va für einv ∈Σ∗ unda ∈Σ:
– Induktionsannahme: Es gelteδ̂D(qD, v) = δ̂N(q0, v)

Dann gilt δ̂D(qD, w)
= δD(δ̂D(qD, v), a) (Definition δ̂ deterministisch)

= δD(δ̂N(q0, v), a) (Induktionsannahme)

=
⋃

q′ ∈ δ̂N (q0,v)
δ̂N(q

′, a) (δD(S, a) =
⋃

q ∈S δ̂N(q, a))

=
⋃

q′ ∈ δ̂N (q0,v)

⋃

q′′ ∈ δN (q′,a) ǫ-Hülle(q′′) (Definition δ̂N(q′, a))

= δ̂N(q0, w) (Definition δ̂N(q′, v a))

Es folgtL(AD) = {w | δ̂D(qD, w) ∈FD} = {w | δ̂N(q0, w)∩FN 6=∅} = L(AN)
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs

✲
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❘
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✲
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q
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✲0,1,..,9 q
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❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

Konstruiere QD, δD
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs

✲
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✲
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✲0,1,..,9 q
3

❘

0,1,..,9

❘
0,1,..,9

q4

✒

.

✲ǫ q5

✲
Start

{q0,q1}

Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
– δD({q0, q1},+) = {q1}, δD({q0, q1},−) = {q1}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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{q1,q4}

Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
– δD({q0, q1},+) = {q1}, δD({q0, q1},−) = {q1}

– δD({q0, q1}, 0) = {q1, q4},. . .δD({q0, q1}, 9) = {q1, q4}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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❥
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q
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{q2}

Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
– δD({q0, q1},+) = {q1}, δD({q0, q1},−) = {q1}

– δD({q0, q1}, 0) = {q1, q4},. . .δD({q0, q1}, 9) = {q1, q4}

– δD({q0, q1}, .) = {q2}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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✒
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Start

{q0,q1}
✲
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❥
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{q1,q4}

q
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{q2}

Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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✛
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
– δD({q1},+) = δD({q2},+) = δD({q1, q4},+) = ∅, . . . δD({q2}, .) = ∅
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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❘
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
– δD({q1},+) = δD({q2},+) = δD({q1, q4},+) = ∅, . . . δD({q2}, .) = ∅

– δD({q1}, 0) = δD({q1, q4}, 0) = {q1, q4}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
– δD({q1},+) = δD({q2},+) = δD({q1, q4},+) = ∅, . . . δD({q2}, .) = ∅

– δD({q1}, 0) = δD({q1, q4}, 0) = {q1, q4}

– δD({q2}, 0) = {q3, q5}, . . .
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
– δD({q1},+) = δD({q2},+) = δD({q1, q4},+) = ∅, . . . δD({q2}, .) = ∅

– δD({q1}, 0) = δD({q1, q4}, 0) = {q1, q4}

– δD({q2}, 0) = {q3, q5}, . . .
– δD({q1}, .) = {q2}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
– δD({q1},+) = δD({q2},+) = δD({q1, q4},+) = ∅, . . . δD({q2}, .) = ∅

– δD({q1}, 0) = δD({q1, q4}, 0) = {q1, q4}

– δD({q2}, 0) = {q3, q5}, . . .
– δD({q1}, .) = {q2}

– δD({q1, q4}, .) = {q2, q3, q5}
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
Q2 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2}, ∅, {q3, q5}, {q2, q3, q5} }
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
Q2 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2}, ∅, {q3, q5}, {q2, q3, q5} }
– δD(∅,+) = δD({q2, q3, q5},+) = δD({q3, q5},+) = ∅, . . .
– δD(∅, .) = δD({q2, q3, q5}, .) = δD({q3, q5}, .) = ∅
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
Q2 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2}, ∅, {q3, q5}, {q2, q3, q5} }
– δD(∅,+) = δD({q2, q3, q5},+) = δD({q3, q5},+) = ∅, . . .
– δD(∅, .) = δD({q2, q3, q5}, .) = δD({q3, q5}, .) = ∅

– δD({q2, q3, q5}, 0) = {q3, q5},
– δD({q3, q5}, 0) = {q3, q5}

...
– δD(∅, 0) = ∅
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Optimierte Teilmengenkonstruktion für ǫ-NEAs
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Konstruiere QD, δD
Q0 = {qD} = {ǫ-Hülle(q0)} = {{q0, q1}}
Q1 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2} }
Q2 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2}, ∅, {q3, q5}, {q2, q3, q5} }
Q3 = { {q0, q1} {q1}, {q1, q4}, {q2}, ∅, {q3, q5}, {q2, q3, q5} } = Q2 =: QD

Generierter DEA
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Teilmengenkonstruktion: Größe des DEA

•AD kann so klein sein wieAN

– Nur wenige Teilmengen vonQN werden wirklich erreicht

•AD kann exponentiell größer werden HMU §2.3.6

✲
Start

q0
❘

0,1

✲1 q1 ✲0,1 q2 ✲0,1 ✲... 0,1 qn−1 ✲0,1 qn

– L(AN) = {w ∈{0, 1}∗ | dasn-te Zeichen vor dem Ende ist eine 1}

– Jeder DEA A für L(AN) benötigt mindestens2n Zustände

– Beweis:Es gibt2n Wörter der L̈angen in {0, 1}∗

HatA weniger als2n Zusẗande, so gibt esw = a1..an undv = b1..bn

mit w 6=v und δ̂A(q0, w) = δ̂A(q0, v) (Schubfachprinzip)

Seiai 6=bi. Für q = δA(q0, w0
i−1) = δA(q0, v0

i−1) folgt q ∈F undq 6∈F
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Endliche Automaten – Zusammenfassung

• Deterministische Endliche Automaten (DEA)
– Endliche Menge vonZusẗanden, endliche Menge vonEingabesymbolen

– Ein fester Startzustand, null oder mehrakzeptierende Zustände

– ÜberführungsfunktionbestimmtÄnderung des Zustands bei
Abarbeitung der Eingabe

– Erkannte Sprache: Eingaben, deren Abarbeitung in
einem akzeptierenden Zustand endet

• Automaten mit Ausgabe (Mealy/Moore-Automat)
– Wie DEA, mit zus̈atzlicherAusgabefunktion

– Gegenseitige Simulation m̈oglich

• Nichtdeterministische Automaten (ǫ-NEA / NEA)
– Wie DEA, aber mitmengenwertiger̈Uberführungsfunktion

undZustands̈uberf̈uhrung bei leerer Eingabe

– DurchTeilmengenkonstruktionin äquivalenten DEA transformierbar


