Theoretische Informatik |

Einheilt 2.3

Regulare Ausdricke

1. Anwendungen
2. Syntax und Semantik
3. Vereinfachungsregeln

4. Beziehung zu endlichen Automaten



EINE ALGEBRAISCHE BESCHREIBUNG FUR SPRACHEN I

e Automaten beschreibenAbarbeitung von Sprachen
— Operationale Semantik Symbole fihren zuZustandanderungen
— Bestimmte Vidrter bzw. Symbolketten werdehurch Zusande akzeptiert
— Fir Automaten isSprache= Menge der akzeptierten tvter

¢ \Wie beschreibt manEigenschaftenvon Wortern?
— Deklarative Semantik aul3eréd~ormvon Zeichenreihen einer Sprache
z.B.Worter haben einetthrende Null, dann beliebig viele Einsen

— Anwendungen brauchemazise Beschreibungsspradiue Worter
- Grundeinheiten von Programmiersprachen, Suchmust&rbwser, . ..

e Regulare Ausdrucke alsformale Syntax
— Kurze, pagnhante Beschreibung désfbaus der Vidrtereiner Sprache
z.B.01%: “Zuerst eine Null, dann beliebig viele Einsen
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ANWENDUNG: TEXTSUCHE I

e Suche nach Mustern In Texten
— Suche ob/wo/wie oft eine bestimmte Zeichenkette im Testthazint
— Textmuster kann Platzhalter enthalten
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ANWENDUNG: TEXTSUCHE I

e Suche nach Mustern In Texten
— Suche ob/wo/wie oft eine bestimmte Zeichenkette im Testthazint
— Textmuster kann Platzhalter enthalten

e Beschreibe Textmuster durch reguére Ausdrucke
— Zahl: Ziffernfolge dann evtl. Punkt und nichtleere Zifiéwlge
— Formaler Ausdruck:

(O+1+..49)*(e+ (. (O+1+..49) (0O+1+..49)%))
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ANWENDUNG: TEXTSUCHE I

e Suche nach Mustern In Texten
— Suche ob/wo/wie oft eine bestimmte Zeichenkette im Testthazint
— Textmuster kann Platzhalter enthalten

e Beschreibe Textmuster durch reguére Ausdrucke
— Zahl: Ziffernfolge dann evtl. Punkt und nichtleere Zifiéwlge
— Formaler Ausdruck:

(O+1+..49)*(e+ (. (O+1+..49) (0O+1+..49)%))

e Vielfaltige Anwendungen
— Google Suche nach einfachen Texten
— Erweilterte Google Suche nach Textmustern
— Unix Kommandaqzrep: suche nach Textmustern in Dateien
— Programmiersprachen wikkRL und AWK
— Textsuche und TextersetzungHmacs
— Lexikalische Analyse in Compilern
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ANWENDUNG: LEXIKALISCHE ANALYSE I

Wichtigster Grundbestandteil von Compilern

e Regulare Ausdriicke beschreibenloken
— LogischeGrundeinheiten von Programmiersprachen
— z.B. Schlisselvorter, Bezeichner, Dezimalzahlen, ...

e “Lexer” transformieren regulare Ausdrucke
In Analyseprogramme
— Analyse kann didokender Programmierspracheentifizieren

— Zugrundeliegende Technik:
Umwandlung regurer Ausdicke in DEAS
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REGULARE AUSDRUCKE PRAZISIERT (SYNTAX) |

e Syntax: TermeUber X U {0,e,+,0,*,(,)}
Regubre Ausdiicke sind induktiv wie folgt definiert
— /= aist ein regufirer Ausdruckifir jedesa €
— FE =0 und F =€ sind regulre Ausdiicke
— Sind £ und F' regulre Ausdiicke, dann sind auch
EoF, E*, E+F und (FE) sind reguare Ausdiicke

Mehr Ausdriicke moglich, aber nicht erforderlich

e Konventionen zur Vereinfachung
— o wird Ublicherweise ald2 F' abgekKirzt
— Definitorische AbkrzungeniE* = EE*, [a;...a,] = a1+...+a,
— Prioritatsregelungerrmoglichen,uberflissige Klammern wegzulassen
- * (“Sternoperator”) bindet atker also, und dies sirker als+
- Verkettungo und Alternative+ sind assoziativ

REGULARE AUSDRUCKE
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REGULARE AUSDRUCKE PRAZISIERT (SEMANTIK) |

e Regulare Ausdrucke beschreibernSprachentber X

e Die SpracheL (FE) ist induktiv definiert
— Fir fur alleac¥ist L(a) ={a} (einelementige Sprache, die nuenttalt)

L(0) ist die leere Sprache (Ublicherweise geschrieben dlsder{})
L(e) = {¢} (einelementige Sprache, die nur das leere Wortzt)th
_L(EoF) = L(E)oL(F) = {vw|ve L(E) awe L(F))
o steht fiir die Verkettung (der Worter) zweier Sprachen
—L(E*) =(L(E))" = {wwy..w, |neNrw; e L(F)}
* steht fir Verkettung beliebig vieler Worter einer Sprache (Kleene'sche Hiille)
_L(E+F)= L(E)UL(F)  ={weX|weL(E) v weL(F)}

+ steht flr die Vereinigung zweier Sprachen

~L((E)) = L(E)
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SPRACHEN VS. AUSDRUCKE I

e Sprachensind Mengen von Wortern
— Abstraktes semantisches Konzdghgeordnete Kollektion von Wtern
— Beschreibung von Mengen (auf Folie, Tafel,...) @teyt textuelleNotation
— Notation benutzKurzschreibweisewie U, o, * fuUr Mengenoperationen
... aber ist selbgtur ein Hilfsmittel zur Kommunikation

e Reqgulare Ausdriicke sind Terme
— Eine syntaktische Beschreibungsfomine ein Computer versteht
— Reqguére Ausdiicke werden zur Beschreibung von Sprachen benutzt
und sindahnlich zur Standardnotation von Mengen

e Regulare Ausdrucke sind selbst keine Sprachen
— Unterscheidéusdruck £ von Sprache des Ausdrucks F)
— Man verzichtet auf den Unterschied wenn der Kontext eitigest
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BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba”
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BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba*

— steht Gir die Menge aller \Wirteriber>={a,b}, die genau eih enthalten
— L(a'pa*) = {weX* | wenthalt genau eib} = {weX* | |w|,=1}
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BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba*

— steht Gir die Menge aller \Wirteriber>={a,b}, die genau eih enthalten
— L(a'pa*) = {weX* | wenthalt genau eib} = {weX* | |w|,=1}

o> "bY*
— steht fir {w > | w entralt mindestens eib} = {weX* | |w|,>1}
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BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba*

— steht Gir die Menge aller \Wirteriber>={a,b}, die genau eih enthalten
— L(a'pa*) = {weX* | wenthalt genau eib} = {weX* | |w|,=1}
o> "bY*
— steht fir {w > | w entralt mindestens eib} = {weX* | |w|,>1}
e 2" (bte)a”
—steht fir {w e>* | w entralt maximal einb} = {weX* | |w|,<1}
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BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba*

— steht Gir die Menge aller \Wirteriber>={a,b}, die genau eih enthalten
— L(a'pa*) = {weX* | wenthalt genau eib} = {weX* | |w|,=1}
> "bX"
— steht fir {w > | w entralt mindestens eib} = {weX* | |w|,>1}
e 2" (bte)a”
—steht fir {w e>* | w entralt maximal einb} = {weX* | |w|,<1}
o2l
— steht fir dieleere Sprachadenn die Verkettung einer Sprache
mit der leeren Sprache ist immer leer

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 7 REGULARE AUSDRUCKE




BEISPIELE REGULARER AUSDRUCKE I

e 2 ba*

— steht Gir die Menge aller \Wirteriber>={a,b}, die genau eih enthalten
— L(a'pa*) = {weX* | wenthalt genau eib} = {weX* | |w|,=1}
> "bX"
— steht fir {w > | w entralt mindestens eib} = {weX* | |w|,>1}
e 2" (bte)a”
—steht fir {w e>* | w entralt maximal einb} = {weX* | |w|,<1}
o2l
— steht fir dieleere Sprachadenn die Verkettung einer Sprache
mit der leeren Sprache ist immer leer

o ()"
— steht fir die Menge{¢}, denn die beliebige Verkettung vondftern
einer Menge entlit immer das leere Wort
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ENTWICKLUNG REGULARER AUSDRUCKE I

Beschreibe Menge aller Wrter, in denen 0 und 1 abwechseln

1. ReguBrer Ausdruck fur die Sprache {01}
— 0 reprasentier{ 0}, 1 reprasentiert{ 1}
—AlsoistL(01) = L(0)oL(1) = {0}ef{1} = {01}

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 8 REGULARE AUSDRUCKE




ENTWICKLUNG REGULARER AUSDRUCKE I

Beschreibe Menge aller Wrter, in denen 0 und 1 abwechseln

1. ReguBrer Ausdruck fur die Sprache {01}
— 0 reptasentiert{ 0}, 1 repasentiert{1}
—AlsoistL(01) = L(0)oL(1) = {0}o{1} = {01}

2. Erzeuge{01,0101, 010101, ..} durch Sternbildung
— L((01)*) = L(01)* = {01}* = {¢, 01,0101, 010101, . ..}
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ENTWICKLUNG REGULARER AUSDRUCKE I

Beschreibe Menge aller Wrter, in denen O und 1 abwechseln

1. ReguBrer Ausdruck fur die Sprache {01}
— 0 reptasentiert{ 0}, 1 repasentiert{1}
— AlsoistL(01) = L(0)oL(1) = {0}o{1} = {01}

2. Erzeuge{01,0101, 010101, ..} durch Sternbildung
— L((01)*) = L(01)* = {01}* = {¢, 01,0101, 010101, ...}

3. Manche Worter nicht erfal3t

— Start mit Eins statt Null: (10)*
— Start und Ende mit Null; (01)*0
— Start und Ende mit Eins: (10)*1

\Vollstandiger Ausdruck: (01)*+ (10)*+ (01)*0+ (10)*1
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ENTWICKLUNG REGULARER AUSDRUCKE I

Beschreibe Menge aller Wrter, in denen O und 1 abwechseln

1. ReguBrer Ausdruck fur die Sprache {01}
— 0 reptasentiert{ 0}, 1 repasentiert{1}
— AlsoistL(01) = L(0)oL(1) = {0}o{1} = {01}

2. Erzeuge{01,0101,010101, ..} durch Sternbildung
— L((01)*) = L(01)* = {01}* = {¢, 01,0101, 010101, ...}

3. Manche Worter nicht erfal3t

— Start mit Eins statt Null: (10)*
— Start und Ende mit Null: (01)*0
— Start und Ende mit Eins: (10)*1
\Vollstandiger Ausdruck: (01)*+ (10)*+ (01)*0+ (10)*1

4. Es geht auch Kirzer
— Optionall am Anfang odef am Ende: (e+1) (01)*(e+0)
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BESTIMMUNG DER SEMANTIK VON (e+1) (01)* (e+0) I

L((e+1) (01)* (e+0))
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BESTIMMUNG DER SEMANTIK VON (e+1) (01)* (e+0) I

L((e+1) (01)* (e+0))
= L((e+1)) o L((01)*) o L((e+0))
= L(e)UL(1) o L((01))* o L(e)UL(0)
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BESTIMMUNG DER SEMANTIK VON (e+1) (01)* (e+0) I

L((e+1) (01)* (e+0))
= L((e+1)) o L((01)*) o L((e+0))
= L(e)UL(1) o L((01))* o L(e)UL(0)
= {e}U{1} o (L(0)oL(1))* o {e}U{0}
= {¢,1} 0 {01}* o {¢,0}
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BESTIMMUNG DER SEMANTIK VON (e+1) (01)* (e+0) I

L((e+1) (01)* (e+0))
= L((e+1)) o L((01)*) o L((e+0))
= L(e)UL(1) o L((01))* o L(e)UL(0)
= {e}U{1} o (L(0)oL(1))" o {e}U{0}

={e,1} 0 {01}" o {¢,0}
={e1} o{w|IneN. w=(0L..01} o {¢,0}
n—mal
={w|3dIneN. w=01..0L vw=10L..01
n—mal n—moal
vw =(L...00vw =10L1..000 }
n—mal n—moal

= Die Menge aller Vrter, in denen O und 1 abwechseln

(Miihsamer Beweis durch Induktion)
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“RECHENREGELN” FUR REGULARE AUSDRUCKE I

Wie zeigt man (01)*+(10)*+(01)"*0+(10)"1 = (e+1) (01)"(e+0) ?
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“RECHENREGELN” FUR REGULARE AUSDRUCKE I

Wie zeigt man (01)*+(10)*+(01)"*0+(10)"1 = (e+1) (01)"(e+0) ?

e Definiere Aquivalenz von Ausdriicken
—FE = F,falls L(E) = L(F)
Beweisealgebraische Gesetze regater Ausdrucke
— Liefert Hilfsmittel zur Vereinfachung regaiter Ausdiicke
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“RECHENREGELN” FUR REGULARE AUSDRUCKE I

Wie zeigt man (01)*+(10)*+(01)"*0+(10)"1 = (e+1) (01)"(e+0) ?

e Definiere Aquivalenz von Ausdriicken
—E = F,falls L(E) = L(F)
Beweisealgebraische Gesetze regaler Ausdrucke
— Liefert Hilfsmittel zur Vereinfachung regaiter Ausdiicke

e Gesetze fir Einheiten und Annihilatoren
-0)+E = FE = E+0: L(0+FE)=L(0UL(E) = QUL(E) = L(E)

—eoF = FE = FEoe: L(eoE) = L(e)oL(E) = {e}oL(E) = L(E)
—(PoFE = () = Eo0: L(0oFE) = L(P)oL(E) = 0oL(E) = 0 = L(0)
Kommutativit atsgesetzdr +

—-E+F = F+FE: L(E+F)=L(E)UL(F)= L(F)UL(E) = L(F+E)

— Kommutativiét vono gilt nicht: = L(01) = {01} # {10} = L(10)
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“RECHENREGELN” FUR REGULARE AUSDRUCKE II I

e Gesetze firAssoziativitat von o und +
— (EoF)oG = Eo(FoG):
L((EoF)oG) = L(EoF)oL(G) = L(E)oL(F)oL(G) = L(E)oL(FoG) = L(Eo(FoG))
—(E+F)+G = E+(F4+G):
L(E+F)+G) = L(E+F)UL(G) = L(E)UL(F)UL(G) = ... =L(E+(F+Q))

e Distributivgesetze
—(E+4+F)oG = EoG+HFoG:
L((F+F)oG) = (L(E)UL(F))oL(G)
={weX* | Fue L(F)UL(F).3ve L(G).w = uv}
={weX*|Juel(F).Fve L(G)w =uvvIuec L(F).Jve L(G).w = uv}
={weX*|FueL(F).Fve L(G)w =uv} U {weX* | Fue L(F).Jve L(G).w = uv}
= L(E)oL(G)UL(F)oL(G) = L(E°oG+FoQ@)
—GOo(E+F) 2 GoE + GoF
e [ldempotenzvon+. E+E X E

e Hlllengesetze 0" Xe e e (E*)*XE*
Et = EFoE* ¥ E*oFE, E*~ e+ Et

11 REGULARE AUSDRUCKE
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BEWEISMETHODIK FUR WEITERE AQUIVALENZEN |

e Beispiel: Nachweis von(E+F)* = (E*F™*)*

— Seiwe L((E+F)*)

— Dannw = wy..w; Mit w; € L(E) oderw; € L(F') fur alleq

— Dannw = wy..w;, mit w; e L(E*F*) fur alles (semantisches Argument)
— Alsow GL((E*F*)*> Umkehrung analog
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BEWEISMETHODIK FUR WEITERE AQUIVALENZEN |

e Beispiel: Nachweis von(E+F)* = (E*F*)*

— Seiwe L((E+F)*)

— Dannw = wy..w; Mit w; € L(E) oderw; € L(F') fur alleq

— Dannw = wy..w;, mit w; e L(E*F*) fur alles (semantisches Argument)
— Alsow GL((E*F*)*> Umkehrung analog

e Beweis verwendet keine Informationtiber £ und F
— Man kbnnte genauso guyt+b)* = (a*b*)* testen
(E+F)* = (EF*)* gilt, weil (a+b)* = (a*d*)* qilt
¢ Allgemeines Beweisverfahren
— E regulrer Ausdruck mit Metavariableh;,..,E,, fur Sprachen.q,..,L,,
— Ersetzam Beweis fir £ = F' alle Metavariablen durch Symbode: X

— TesteAquivalenz der konkreten Ausidcke mit automatischem
Prufverfahren — Einheit 2.5

Korrektheitsbeweis: Induktioiber Struktur reg@drer Ausdiicke
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

Sprachen regubrer Ausdrtcke sind endlich erkennbar

Fur jeden regularen Ausdruck FE gibt es einene-NEA A mit

— A hat genau einen akzeptierenden Zust@nd

— Der Startzustand voA ist in keinemd 4(q, a) enthalten
—FiralleaeXistoa(qr,a) =0

—L(FE) = L(A)

Beweis durch strukturelle Induktidiber Aufbau regudrer Ausdiicke

REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

Sprachen regubrer Ausdrtcke sind endlich erkennbar

Fur jeden regularen Ausdruck FE gibt es einene-NEA A mit

— A hat genau einen akzeptierenden Zust@nd

— Der Startzustand voA ist in keinemd 4(q, a) enthalten
—FiralleaeXistoa(qr,a) =0

—L(FE) = L(A)

Beweis durch strukturelle Induktidiber Aufbau regudrer Ausdiicke

¢ Induktionsanfange
— Fir E =ewahleA =

Start

Start

— Hir £ = () wahle A =

Start

SO0
O

—FHir E =awahleA =

— Korrektheit offensichtlich , da jeweils maximal ein Zustanialsergang
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

Q AutomatA; Q
Q AutomatA, O

—HIr £ = Fi+FE, wahle A =
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,O AutomatA, O\ ‘

€
_RIrE = E,+F, wahle A = St;o< >@
¢ \O AutomatA, O/ ¢
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,O AutomatA4; O\ ‘

€
— Fir £ = Ey+E, wahle A = St;o< ~0
€ \O AutomatA, O/ €

—HIr E=FE0FE, wahle

A= Q AutomatA, O O AutomatA, O
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,O AutomatA4; O\ ‘

€
— Fir £ = Ey+E, wahle A = St;o< ~0
€ \O AutomatA, O/ €

—HIr E=FE0FE, wahle

A= Start_-@ AutomatA; O € =Q AutomatA, @
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,Q AutomatA, O\ ‘

€
_RIrE = E,+F, wahle A = St;o< >@
¢ \Q AutomatA, O/ ¢

—HIr E=FE0FE, wahle

A= Start_-@ AutomatA; O € =Q AutomatA, @

—FirE=FE;wahle A= () Automatt, ()

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 14 REGULARE AUSDRUCKE




UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,O AutomatA, O\ ‘

€
_RIrE = E,+F, wahle A = St;o< >@
¢ \O AutomatA, O/ ¢

—HIr E=FE0FE, wahle

A= Start_-@ AutomatA; O € =Q AutomatA, @

—Fir £ = E; wahle A= Sta—”{}e»Q\Automaml O :

€

€
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE IN AUTOMATEN I

e Induktionsannahme: seienA,; und A, e-NEAs fur £, und F,

e Induktionsschritt

/,Q AutomatA, O\ ‘

€
_RIrE = E,+F, wahle A = St;o< >@
¢ \Q AutomatA, O/ ¢

—HIr E=FE0FE, wahle

A= Start_-@ AutomatA; O € =Q AutomatA, @

—Fir £ = E; wahle A= Sta—”{}E»Q\Automaml O :

€

€

—HIr E=(F) wahle A = Al
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KORREKTHEIT DER UMWANDLUNGEN I

e Klammern andern nichts
—Es IStL((El)) — L(El) = L(Al) = L(A)
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KORREKTHEIT DER UMWANDLUNGEN I

e Klammern andern nichts
—Es IStL((El)) — L(El) - L<A1> = L(A)

e \Verkettung ist Verschaltung von Automaten

Start-»@ AutomatA, O € =Q AutomatA, @

Es giltw e L(E 0 L)

we L(E)oL(Ey) = L(A)oL(As)
JueL(Ay).FveL(As).w = uv

Ju,veX*w =uvAaqse (:51(q0,1, U) AGf2 EASQ(QOQ, V)

Ju, v fZ*-w = UV AQo2€0(q0,1,U) Agr2€0(qo2, V) (90,2 €e-Hille(gy1))
qf2 € 5((]071, w) (Definition 0)
weL(A)

Argument ist umkehrbar, alsoc L(A) = we L(FoFE))

R R R

e Sternbildung und Vereinigung ahnlich
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)
0

o Tellautomat far (0+1) @i :
1

€
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)

1 €
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)

€ .
e Elimination von ¢-Ubergangen

Start € € . € 10,1
i 0,1 ] ;(

€
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)
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UMWANDLUNG REGULARER AUSDRUCKE AM BEISPIEL I

Konstruiere endlichen Automaten fur (0+1)*1(0+1)

e Teilautomat fur (0+1)

e Teilautomat fur (0+1)*

e Automat fur (0+1)*1(0+1)

€ .
e Elimination von ¢-Ubergangen
0,1
Start 1 0,1
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UMWANDLUNG VON (e-)NEAS IN REGULARE AUSDRUCKE

e Urspriinglich: Pfadanalyse imUbergangsdiagramm
— Spezialisierung eines allgemeinen Verfahremndffadanalyse in Graphen
— Definiere regudre Ausdicke tr Pfade durch Automaten
— Berechnung Ausdicke iterativ und kombiniere alle relevanten Austke

— Kompliziertes und aufwendiges Verfahren Mehr dazu im Anhang

e Effizienterer Zugang: Elimination von Zustanden

— BeschreibdJbergangey; 1oy q; durch reguire Ausdacke

— Beginne mit regdren Ausdiicken fir direkteUbergange

— Entferne einzelne Zusnde und beschreibe die entstehenden Aucday
— Liefert Ausdiicke fir Ubergainge zwischen Start- und Endziurstien

e Technisches Hilfsmittel: verallgemeinerte NEAsSYNEAS)
— NEA, dessetberfuhrungsfunktion auf reguiiren Ausdiicken arbeitet

— A akzeptiertw, wenn es eineRfadw = v;..v,, von g, zu einemy € F' gibt
und allev; in der Sprache des entsprechenden &g Ausdruckfiegen

— Konsistente Formalisierungithsam und ohne Erkenntnisgewinn
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ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS I

0,2 0,1,2

e Urspriinglicher NEA Start

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 18 REGULARE AUSDRUCKE




ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS I
e Ursprunglicher NEA Start @

S~ . S~
e Zugehoriger VNEA Start . : @
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ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS I
e Ursprunglicher NEA

S~ . S~
e Zugehoriger VNEA Start : : @

0+2
. : 2+ 1(0+1+2)1
e Nach Elimination von q;, SEra Wt ( ) @

— Ausdruck fir Ubergang vonry, nachq, ergibt sich aus
Ubergangy, nachq, Schieife bek, Ubergangy, nachg, und
existierendem AusdrucKif direktenUbergang vory, nachq,
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS I

S Rl ,m

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangern qs, .., q

und Nachfolgernp., .., p,,
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢; sein
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS I

S Rl ,m

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangern qs, .., q

und Nachfolgernp., .., p,,
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢; sein

— Eliminiere Pfad vory; nachp, ubers: R;;+Q5"P
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

S

Rl,m

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢, sein

— Eliminiere Pfad vory;, nachp, Ubers: R+ (1S F,
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

R

Rl,m

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢, sein

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

REGULARE AUSDRUCKE
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

REGULARE AUSDRUCKE

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 19




ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

_ Eliminiere Pfad vory;, nachp, tbers: Ry, +QrS™P

REGULARE AUSDRUCKE
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢, sein

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

_ Eliminiere Pfad vory;, nachp, tbers: Ry, +QrS™P

REGULARE AUSDRUCKE
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢, sein

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

— Eliminiere Pfaid vory;, nachp, tbers: Ry, +QrS™P
— Eliminiere Pfad vomy;, nachp,, tbers: Rj.,, +Q.S*P,,

REGULARE AUSDRUCKE
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ALLGEMEINE ZUSTANDSELIMINATION IN VNEAS

R+ Q15" Py
Rl,m + QIS*Pm

Ry 1+ QpS*P
Rk,m + QkS*Pm

Eliminiere Zustand s
mit Vorgangerngqs, .., qx

und Nachfolgernpq, .., p..
jedesp; kann auch einer der Zustdey,, .., ¢, sein

— Eliminiere Pfa_d vory; nachp; ubers: R, +Q5" P
— Eliminiere Pfad vory; nachp,, Ubers: Ry + @ S* P,

— Eliminiere Pfaid vory;, nachp, tbers: Ry, +QrS™P
— Eliminiere Pfad vomy;, nachp,, tbers: Rj.,, +Q.S*P,,

REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG DURCH ZUSTANDSELIMINATION I

1.Erganze neuen Anfangszustangg und Endzustandp ¢

— e-Ubergang von neuem zu altem Anfangszustand
— e-Ubergang von allen alten Endzéetlen zum neuen Endzustand

— Anfangs- und Endzustand haben keine ein- bzw. ausgeherage K

20 REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG DURCH ZUSTANDSELIMINATION I

1.Erganze neuen Anfangszustangg und Endzustandp ¢

— e-Ubergang von neuem zu altem Anfangszustand
— e-Ubergang von allen alten Endzéetlen zum neuen Endzustand

— Anfangs- und Endzustand haben keine ein- bzw. ausgeherage K

2. Transformiere endlichen Automaten in VNEA
— Ersetze Beschriftungen mit Symbolen>: durch reguhre Ausdiicke

20 REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG DURCH ZUSTANDSELIMINATION I

1.Erganze neuen Anfangszustangg und Endzustandp ¢

— e-Ubergang von neuem zu altem Anfangszustand
— e-Ubergang von allen alten Endzéetlen zum neuen Endzustand

— Anfangs- und Endzustand haben keine ein- bzw. ausgeherage K

2. Transformiere endlichen Automaten in VNEA
— Ersetze Beschriftungen mit Symbolen>: durch reguhre Ausdiicke

3.Eliminiere alle Zustande aul3erpg und p ¢
— Iterative Anwendung des Eliminationsverfahrens
— Vereinfache entstehende Augdke nach jedem Schritt

20 REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG DURCH ZUSTANDSELIMINATION I

1.Erganze neuen Anfangszustangg und Endzustandp ¢

— e-Ubergang von neuem zu altem Anfangszustand
— e-Ubergang von allen alten Endzéetlen zum neuen Endzustand

— Anfangs- und Endzustand haben keine ein- bzw. ausgeherage K

2. Transformiere endlichen Automaten in VNEA
— Ersetze Beschriftungen mit Symbolen>: durch reguhre Ausdiicke

3.Eliminiere alle Zustande aul3erpg und p ¢
— Iterative Anwendung des Eliminationsverfahrens
— Vereinfache entstehende Augdke nach jedem Schritt

4. Extrahierte regularen Ausdruck aus VNEA
— Zielausdruck ist Beschriftung der Kante vajnnachp;

20 REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

q, q,

Start
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UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

1 0,1
0 i 5
Start q1 q2

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand
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UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

1 0,1
0 i 5
Start q1 q2

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand
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UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

1 0,1
0 i 5
Start q1 q2

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand
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UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

1 0,1
0 i 5
Start q1 q2

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

— Eliminiereq,

— Eliminiereq, ==l Po 10€0+1) @

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 21 REGULARE AUSDRUCKE




UMWANDLUNG NEA — RA: EINFACHES BEISPIEL

1 0,1
0 i 5
Start q1 q2

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

— Eliminiereq,

_ Eliminiereq, T@ 170(0+1)" @

4. Extrahierter Ausdruck ist 1*0(0+1)*

Umwandlung mit Pfadanalyseverfahren wiirde 12 aufwendige Schritte erfordern
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

o a,)

Start

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

Start

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

2. Transformiere Automaten in VNEA
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

Start

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand
2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand W@ < :@

2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustandm@ < :@ 2

2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde

— Eliminiereq, St

REGULARE AUSDRUCKE
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde

— Eliminiereq,

ta

— Eliminiereq,
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde

— Eliminiereq,

ta

— Eliminiereq,

aa+ (b+ab)(bb)*(a+ba)

— Eliminiere
93 a+b(bb)*(a+ba) a+(b+ab) (bb)*
Star Py =\(11/ Py

b (bb)*
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UMWANDLUNG NEA — RA AM BEISPIEL I

1. Erganze neuen Anfangs- und Endzustand

2. Transformiere Automaten in VNEA

3. Eliminiere Zwischenzustinde

— Eliminiereq,

ta

— Eliminiereq,

aa+ (b+ab)(bb)*(a+ba)

— Eliminiere
q3 a+b(bb)*(atba) a+(b+ab) (bb)*
Star pO =© Pf

b(bb)*
4. Extrahierter Ausdruck ergibt sich nach Elimination von q,

—b(bb)" + (a+b(bb)*(at+ba)) (aa+ (b+ab)(bb)*(a+ba) )'(a+(b+ab) (bb)")
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REGULARE AUSDRUCKE — ZUSAMMENFASSUNG I

e Algebraische Notationfur Sprachen
—¢, ), Symbole des Alphabets, Vereinigung, Verkettung, Stegratpr
— Aquivalent zu endlichen Automaten
— Gut zumNachweis algebraischer Gesevomn Sprachen
— Anwendung in Programmiersprachen und Suchmaschinen

¢ Transformation in endliche Automaten
— Iterative Konstruktiornvon e-NEAS
— Nachtégliche Optimierunglurch Elimination vore-Ubergangen

e Transformation von Automaten in Ausdrucke
— Konstruktion durclilimination von Zushindenn VNEAS
— Historisch: Konstruktion von Ausdcken fir Abarbeitungspfade
— Nachtiagliche Optimierungedurch Anwendung algebraischer Gesetze
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ANHANG
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN IN REGULARE AUSDRUCKE I

Originalmethode: allgemeines Graphanalyseverfahren
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN IN REGULARE AUSDRUCKE I

Originalmethode: allgemeines Graphanalyseverfahren

e Gegeben DEAA = ({q1, ..q.}. =, 6, a1, {ay,» --a5,,})
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN IN REGULARE AUSDRUCKE I

Originalmethode: allgemeines Graphanalyseverfahren

e Gegeben DEAA = ({q1, ..q.}. =, 6, a1, {ay,, --q5,, })

e Definiere Ausdricke fur Pfade durch A
—R,’fj : Reguhrer Ausdruckiir Menge derAVinterw mit 5(qi, w) = qj,
so dassiir allee£vcw (v#£w) gilt: §(q, v)=q,, = m<k
(Abarbeitung vonu berihrt keinen Zustand gfder alsk)
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN IN REGULARE AUSDRUCKE I

Originalmethode: allgemeines Graphanalyseverfahren

e Gegeben DEAA = ({q1, ..q.}. =, 6, a1, {ay,, --q5,, })

e Definiere Ausdricke fur Pfade durch A
—R,’fj : Reguhrer Ausdruckiir Menge derAVinterw mit 5(qi, w) = qj,
so dassiir allee£vcw (v#£w) gilt: §(q, v)=q,, = m<k
(Abarbeitung vonu berihrt keinen Zustand gfder alsk)

e Setze dieR;; zu Ausdruck fir L(A) zusammen
— Per Definition isti?}; ein Ausdruck @r Worterw mit 0(qi, w) = g

- SetzeR=RY, + ...+ R},
—Dann gilt L(R) = U/ {we¥*| (g1, w)=q;,}
= {weX [ 3q<{aqp, - a5} (@, w)=q} = L(A)
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[TERATIVE BESTIMMUNG DER AUSDRUCKE Rfj |

e Basisfall R,?j: Pfad darf zwischendurdkeine Zushnde beiihren
— Pfadlnge O (nurifiri=j): ¢ ¢ L(RY,)
— Pfadinge 1:{a <X | d(q;, a) = ¢;} € L(R)))
— ErgebnisiR), =e+a+ .. +a,, wobei{a,..a} = {acT|5(g,a)=q;}
Rg’j =0+a+..+a, (i#))
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[TERATIVE BESTIMMUNG DER AUSDRUCKE Rfj |

e Basisfall R,?j: Pfad darf zwischendurdkeine Zushnde beiihren
— Pfadlnge O (nurifiri=j): ¢ ¢ L(RY,)
— Pfadinge 1:{a <X | d(q;, a) = ¢;} € L(R)))
— ErgebnisiR), =e+a+ .. +a,, wobei{a,..a} = {acT|5(g,a)=q;}
R?j =0+a+..+a, (i#))

e Schrittfall Rfj (0<k<n): zwei Alternativen
— Worterw e L(R};), deren Pfady, nicht entfalt, getoren zuL(Rfj_l)

— Worterw < L(Ry;), deren Pfady, enttailt:
Zerlegew inwz,.z0 mit 0(q, u)=q. Vl<p S(Qk,zl>:qk A O (qr, v)=q;

Rfk ! Null oder mehr VWrter in R}, R’,jj !

—ErgebnisRf, = R} + Rjo(R )" oR
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

1 0,1

q1 q2

Start
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
R),=¢ + 1 1 0,1
R}, =0 0
Rgl = () Start 9 %

RYy,=e+ 0+ 1
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
RY =¢+ 1
R12 -
Ry, =0
Ry,=¢ + 0 + 1

e Stufe 1
Rll - (R(l)l)
Ry = R)\(RY,)"
Ry = Ry (R))*R
R22 R (R(i)l)
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1 0,1

q1 q2

Start

Uo=e+1+ (e+1)(e+1)*(e+1) — 17
12—O+(6+1)(€+1)*O — 170
=0+0(e+1)*(e+1) — ()
—e+0+1+([)(e+1) 0 — e+0+1
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
RY =¢+ 1 1 0,1
RY. =
12 0
RQl_@ Start ql q2
Ry,=¢ + 0 + 1
.Stufel
Ri, RU(RV'RY, =e+1+ (e+1)(e+1)*(e+1) — 1
R12— RV (RY,)* 12-o+(e+ 1) (e+1)*0 — 1*0
RY, = Ry, (RV)VRY, =0+0(e+1)*(e+1) — ()
R§2—R Ry, (RY)*R —e+0+1+([)(e+1)*o — €+0+1
.Stufe2
RH— R3,)*R3; = 1*+ 1*0(e+0+1)*()

Ryy(R3,)"
R%, = RL(RYM)*RL, =170+ 1*0 (e+0+1) * (e+0+1)
R3, = R21 + R22(R%2)*R21 =0+ (e+0+1) (e+0+1) ()
R%, = R, + R, (R},)*Ryy = (e+0+1) + (e+0+1) (e+0+1)(e+0+1)
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
RY =¢+ 1 1 0,1
R12 - 0
R21 = Start 4 9,
Ry,=¢ + 0 + 1
e Stufe 1
Ri, RU(RV'RY, =e+1+ (e+1)(e+1)*(e+1) — 1
R12— RV (RY,)* 12-o+(e+ 1) (e+1)*0 — 1*0
RY, = Ry, (RV)VRY, =0+0(e+1)*(e+1) — ()
R§2—R Ry, (RY)*R —e+0+1+([)(e+1)*o — €+0+1
o Stufe 2
R?, = Ri,(R3,)* R, = 1% +1*0 (e+0+1)*() — 1
R%, = RL(RYM)*RL, =170+ 1*0 (e+0+1) * (e+0+1) — 1*0(0+1)*
R3, = R21 +R22(R%2)*R21 =0+ (e+0+1) (e+0+1) () — 0
R%, = R, + Ry, (R},)*Ryy = (e+0+1) + (e+0+1) (e+0+1)(e+0+1) — (0+1)*
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
RY =¢+ 1 1 0,1
R12 - 0
R21 = Start 4 9,
Ry,=¢ + 0 + 1
e Stufe 1
Ri, RU(RV'RY, =e+1+ (e+1)(e+1)*(e+1) — 1
Rlz— RV (RY,)* 12-o+(e+ 1) (e+1)*0 — 1*0
RY, = Ry, (RV)VRY, =0+0(e+1)*(e+1) — ()
R§2—R Ry, (RY)*R —e+0+1+([)(e+1)*o — €+0+1
o Stufe 2 Gebraucht wird nur RZ,
R?, = Ri,(R3,)* R, = 1% +1*0 (e+0+1)*() — 1
R%, = RL(RYM)*RL, =170+ 1*0 (e+0+1) * (e+0+1) — 1*0(0+1)*
R3, = R21 +R22(R%2)*R21 =0+ (e+0+1) (e+0+1) () — 0
R%, = R, + Ry, (R},)*Ryy = (e+0+1) + (e+0+1) (e+0+1)(e+0+1) — (0+1)*
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN AM BEISPIEL I

e Basisfall
RY =¢+ 1 1 0,1
RY. =
12~ 0
R21 - @ Start ql q2
Ry,=¢ + 0 + 1
e Stufe 1
RL=RY, +RY, (R})*R), =e+1+ (e+1) (e+1)*(e+1) — 1
Ri, = R}, + RV, (RY,)*R 12-o+(e+ 1) (e+1)*0 — 1*0
R%l—R Ry, (RV)VRY, =0+0(e+1)*(e+1) — ()
R, = Ry, + RS, (R},)*R —e+0+1+(2)(e+1) 0 — €+0+1
e Stufe 2 Gebraucht wird nur RZ,
R?, = Rb, + Ri,(RY,)* Ry, = 1%+ 170 (e+0+1) *() — 1
R%, = R, + Ri,(R},)* Ry = 170+ 1*0 (e+0+1) * (e+0+1) — 1*0(0+1)*
R3, = Ry + Rap(Ryy)* Ry = 0+ (e+0+1) (e+0+1)*() — 0
R%, = R, + RL(RL)* Ris = (e+0+1) + (e+0+1) (e+0+1 ) (e+0+1) = (0+1)*

Regularer Ausdruck des Automaten ist: 1*0(0+1)*
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DAS PFADANALYSEVERFAHREN IST ZU KOMPLIZIERT I

e Konstruktion aller Rfj ist aufwendig
— Es missen mehr als® AusdrUckeRfj erzeugt werden
— Ausdficke R!; konnenviermal so grof3 wie dié? ' werden
— Ohne Vereinfachung deRfj sind bis zun?® * 4" Symbolezu erzeugen
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DAS PFADANALYSEVERFAHREN IST ZU KOMPLIZIERT I

e Konstruktion aller Rfj ist aufwendig
— Es missen mehr als® AusdrUckeRfj erzeugt werden
— Ausdficke R!; konnenviermal so grof3 wie dié? ' werden
— Ohne Vereinfachung deRfj sind bis zun?® * 4" Symbolezu erzeugen

e Optimierungen des Verfahrens sind noglich
— Vermeide Vielfachkopien dek!
— Vereinfache Auscﬂ'rckeRfj direkt nach Erzeugung
— Liefert keine grund&tzliche Verbesserung
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DAS PFADANALYSEVERFAHREN IST ZU KOMPLIZIERT I

e Konstruktion aller Rfj ist aufwendig
— Es missen mehr als® AusdrUckeRfj erzeugt werden
— Ausdficke R!; konnenviermal so grof3 wie dié? ' werden
— Ohne Vereinfachung deRfj sind bis zun?® * 4" Symbolezu erzeugen

e Optimierungen des Verfahrens sind noglich
— Vermeide Vielfachkopien dek!
— Vereinfache Auscﬂ'rckeRfj direkt nach Erzeugung
— Liefert keine grund&tzliche Verbesserung

Zustandselimination ist erheblich effizienter
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