Theoretische Informatik |

Einheit 3.3

Eigenschaften kontextfreier Sprachen

1. Abschlul3eigenschaften

2. Normalformen

3. Piifen von Eigenschaften / Syntaxanalyse
4. Wann sind Sprachen nicht kontextfrei?



ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIER SPRACHEN I

Typ-2 Sprachen sind komplizierter als Typ-3 Sprachen

e Abgeschlossenheit gilt nur @ir 6 Operationen

— Vereinigungzweier kontextfreier Sprachen L, U L-
— Spiegelungeiner kontextfreien Sprache LE
— Hulle einer kontextfreien Sprache L*
— Verkettungzweier kontextfreier Sprachen L.oL,

— SubstitutioiHomomorphismuginer kontextfreien Sprache o (L)
— Inverser Homomorphismueiner kontextfreien Sprache  h~'(L)

e Keine Abgeschlossenheittir

— Komplementeiner kontextfreien Sprache L
— Durchschnitzwelier kontextfreier Sprachen LN Ly
— Differenz zweier kontextfreier Sprachen Lq-L,

e Nachweis mit Grammatiken und PDAs
— Modelle sind ineinander umwandelbamvahle das passendste
— Negative Nachweise mit einefiyp-2 Pumping Lemma
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SUBSTITUTIONEN VON SPRACHEN I

Verallgemeinerung von Homomorphismen

e Abbildung o von Wortern in Sprachen
03— L ist Substitution, wenno (vy..v,,) = o(vy)o..00(v,,) fur allev; € 3
o(L)= U{a ) |we L} ist das Abbild der Vdrter vonL untero

¢ Beispiel: 0(0)={a"™b™ | n € N}, o(1)={aa, bb}
—0:{0,1}*— L isteindeutig definiert durch(0) undo(1)
—0(01) ={a"b"|neN}ofaa,bb}
={we{a, b} |w = a" " vw = a"b"aa flreinneN}
—o({0}7) ={a"0" [neN}"
={we{a,b}" |w = a"b"a"2b™..a"b" fureink undn; eN}
e Extrem ausdrucksstarker Mechanismus
— LU Ly =0({1,2}) furo(1)=L4, 0(2)=Ls
— L10Ly =o0({12}) furo(1)=Ly, 0(2)=L>
- L7 = o({1}") furo(1)=L
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ABGESCHLOSSENHEIT UNTER SUBSTITUTIONEN I

L € L., o Substitution, o(a) € L, fir a €T = o (L) kontextfrei

BeWwels “Ersetze a <7 durch Startsymbol der kontextfreien Grammatik fiir o(a)”
SeienL undo(a) kontextfrei tr allea €T’
Dann gibt es Typ-2 Grammatiker = (V/, 7', P, S) mit L = L(G)
undG, = (V,, T, P,, S,) mito(a) = L(G,)
Dannisto(L) = o(L(G)) =| J{o(ar)0..00(a,) | S — a1..a,}
={wy..w, | Jay..a,. S s ay..a, A Sa, SN w; }
SeiP, = {A—a, | A=acP} U J,crP,, wobeia, ausa e (VUT')*
entsteht, indem jedes<1" durchS, ersetzt wird
undG, = (V,, 1, P,, S)wobeiV, =V Ul J ., V,undT, =) _.T,
Dann gilt w;..w, € L(G,) < S — ¢ wi..w,
< Jay..a,<T*. S — qay..a, NSy, SN G, Wi
& wi.w, € o(L) Z
Also isto (L) kontextfrei

THEORETISCHEINFORMATIK | §3Z KONTEXTFREIE SPRACHEN 3 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN




VEREINIGUNG, VERKETTUNG, HULLE, HOMOMORPHISMEN

Verwende Abgeschlossenheit unter Substitutionen

e L1, L> kontextfrei = L U Lo kontextfrel

— SeiO'(l):L1 und J(Z)ZLQ

— Dann isto:{1, 2} — L, Substitution und., U L, = 0({1,2}) € L,
e L1, L> kontextfrei = Lq0L+ kontextfrel

— SeiO'(l):L1 und U(Z)ZLQ

— Dannisto:{1,2}— L, Substitution und.;o L, = 0({12}) € L,
e I kontextfrei = L™ kontextfrei

— Riro(1)=L isto:{1}— L, Substitution und.* = ¢({1}*) € L,

o L kontextfrei = L™ kontextfrei
— FRiro(1)=Listo:{1}— L, Substitution und.™ = o({1}") € L,

e L € L5, h Homomorphismus = h(L) kontextfrei
— Firo(a)={h(a)} isto:T— L, Substitution undv(L) = (L) € L,
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ABSCHLUSS UNTER SPIEGELUNG I

L kontextfrei = LE={wy,..w; | wy..wy, € L} kontextfrei

e Bewelis mit Grammatiken
— Bilde Spiegelgrammatigu G = (V, T, P, S) mit L = L(G)
—SetzeGr=(V,T, P, S) mit Pp = {A—a | AsaecP}
—DanngiltiralleAcV,we(VUT): A —cw & A —q, wh
- Bewels durch Induktioiber Lange der Ableitung
—Also L(Gg) ={weT*| S — g, w} = {vfteT*| S — cv} = (L(G))"

e Beweis mit PDAsahnlich wie bei Typ-3 Sprachen
— Bilde Umkehrautomateru P = (Q, >, I, 9, qo, Zy, F') mit L=Lp(P)
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ABSCHLUSS UNTER INVERSEN HOMOMORPHISMEN I

L € L5, h Homomorphismus = h~1(L) kontextfrei

e Bewels* Berechnung von h vor Abarbeitung der Worter im PDA”
Sei L kontextfrei undP = (Q, >, I', 9, qo, Zy, F') ein PDA
mit L= Lp(P)={veX*|3geF.3Bel™* (qo,v,Zy) F (¢, 6,0)}
Dannist A~ '(L)={weX"* | IgcF.3Bel™* (g, h(w), Zo) F (q,¢, B)}
Konstruiere PDAP;, = (Qy, ', I', 01, qo,, Zo, ) mit der Eigenschaft
(q0,, w, Zo) F (qn, €, 8) < (qo, h(w), Zy) F (q,¢, 3) fur Endzusinde
Ein Ansatz der Art 64(g, a, X) = 0(q, h(a), X) funktioniert nicht!!
Wie bei DEAs muf¥(a) schrittweise in den Zuahdenabgearbeitet werden
SetzeQr = Q x {veX*| v Suffixvonh(a) fur eina e’}
on((q.€),a, X') ={((g,h(a)), X )} aey’, X el
On((g,bv), e, X)) ={((p,v),a) | (p,@) €d(q,b,X)} beXU{e},veXl*, X el
qo, = (q0,€)  Fr={(q.0)lqcF}
Dann gilt((g.€).a.X) F 5, (p.€)e.8) < (a.h(a)X) Fp (pe,B)
Alsoist h~'(L) = L(P,) und damitkontextfrei
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DURCHSCHNITT, KOMPLEMENT UND DIFFERENZ |

Abgeschlossenheit gilhicht fur diese Operationen

e Durchschnitt: Ly, Lo € Lo & L1NLy € Lo
— L = {0"1"2" | n e N} ist nicht kontextfrei (Beweis spter)
— AberL = {0"1"2™ | n,meN} N {0m1"2" | n, m eN}
und {07172 | n,m N} und{0"1"2" | n, m e N} sind kontextfrei
(Regeln tir erste Spraché&i—AB, A—0A1, A—01, B—»2B, B—2)
Der Durchschnitt kontextfreier und re@uér Sprachen ist kontextfrei

_ (HMU Satz 7.27)
e Komplement L € Lo A L € Lo
—EsistLNLy = LUL,
— Bei Abgeschlossenheit unter Komplementbildurigae
Abgeschlossenheit unter Durchschnitt folgen

e Differenz: Ly, Lo € Lo 24> L1—Loc Lo
—EsistL =Y*—L
— Aus Abschluf3 unter Differenz folgt Abschlufd unter Kompéern
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TESTS FUR EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIER SPRACHEN I

Welche Eigenschaften sinchutomatisch prufbar?

e ISt eine kontextfrelie Spracheleer?
— Entspricht Test aukrreichbarkeit von Endzughden
— Nicht ganz so einfach, da Stackinhalt die Erreichbarkestimfluf3t

e Zugehorigkeit: gehort ein Wort zur Sprache?
— Verarbeitungdurch Pushdown-Automatest nichtdeterministisch
— Deterministische Pushdown-Automaten sind nichthtig genug
— Frage nach Zugémigkeit beinhaltet oft Frage nach Ableitungsbaum

e Aquivalenz: sind zwei Typ-2 Sprachen identisch?
— Zusammenfasseiguivalenter Zusinde im PDA kaum durciihrbar

e Kontextfreie Grammmatiken sind zu kompliziert
— Analyse braucht einfachere Versionen von Typ-2 Gramraatik
— Bringe Grammatik aufNormalfornt (aquivalente einfachere Struktur)
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DIE CHOMSKY NORMALFORM I

Trenne Variablen von Terminalsymbolen

e Grammatik in Chomsky-Normalform
— GrammatikG= (V, T, P, S), bei der jede Produktion die Form

A—B C oder A—a hat (A,B,C eV, acT)
— Grammatiken in Chomsky Normalform sind auch kontextsensi

e Jede kontextfreie Grammatik G mit e ¢ L(G) istin
Chomsky-Normalform transformierbar
1. Eliminierung vone-Produktionend — ¢
2. Eliminierung vorEinheitsproduktioneml — B
3. Eliminierungunnitzer Symbole
4. Separierervon Terminalsymbolen und Variablen in Produktionen
5. Aufspaltenvon Produktionem — o mit |a|>2

Aufblahung/Transformationszeit quadratisch relativ zusR&rvonG
Grammatiken mit € ¢ L(G) bendtigen Sonderregelung (Folie [18])
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e-PRODUKTIONEN ELIMINIEREN I

e c-Produktionen sind UberflUssig (fallse ¢ L(G))
— VariablenA ¢V mit A - ¢ sindeliminierbar

— Menge eliminierbarer Symbole kann iterativ bestimmt warde
-Ist A — € € P dann istA eliminierbar
-Ist A— X..X,, € Pundalle X, eliminierbar dann istA eliminierbar
— Verfahren terminiert nach maximgl'| + 1 Iterationen

e Erzeuge Grammatik ohne eliminierbare Symbole
—RHIrG=(V, T, P, S) bestimme alle eliminierbare Variablen
— FHir A—«a € P mit eliminierbaren SymboleX, .., X,, In a erzeuge
2" RegelnA—a;, i, ({71, .., 4} Teilmenge von(1,..,m})
— Entferne alle Regeln der Forrh — ¢ (auch neu erzeugte)

e Erzeugte Grammatik ist aquivalent
~Zeige A — w & A—  w A (wFe v A=S')
durch Induktioniber Lange der Ableitung
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ELIMINATION VON e-PRODUKTIONEN AM BEISPIEL I

P={S—ABa, A—aAA|C, B—bBB|e¢, C—e}

e Ermittlung eliminierbarer Symbole
1.: B undC sind eliminierbar
2.. A st ebenfalls eliminierbar
3.: S'ist nicht eliminierbar, alse¢ L(G)

e Verandere Regeln der Grammatik
—AusS—ABc  wird S—ABa|Aa|Ba|a
— AusA—aAA|C wird A—aAA|aA|a
— AusB—bBB|e wird B—bBB |bB |b
— (C'—e entfallt

Grammatik erzeugt L(G) ohnee-Produktionen
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EINHEITSPRODUKTIONEN ELIMINIEREN I

Einheitsproduktionen verlangern Ableitungen
und verkomplizieren technische Beweise

e Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A ~»B
— Wie Ublich ... iteratives Verfahren:
- Alle Paare (4,A) fur A<V sind Einheitspaare
- Ist (A,B) Einheitspaaund B—C' € P dann ist(A,C’) Einheitspaar
— Verfahren terminiert nach maximgl| + 1 Iterationen

e Erzeuge Grammatik ohne Einheitsproduktionen A — B
— Bestimme alle Einheitspaare
— Fir jedes Einheitspaa/(B) erzeuge Produktionen
{A—a | B—«a < P keine Einheitsproduktion

e Erzeugte Grammatik ist aquivalent
— Ableitungen inG’ sind “Kurzformen” von Ableitungen iid-
Beweis, wie immer, durch Induktioimber Lange der Ableitung
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ELIMINATION VON EINHEITSPRODUKTIONEN AM BEISPIEL I

PP={E—T|E+T, T — F|T«F, F - I|(E)
I »a|b|lc|Ia|Ib|Ic|I0|I1}

e Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A s B
1.. (E,E), (T, 1), (F,F)und(/,I) sind Einheitspaare
2.. (£, 1), (T',F)und(F',I) sind ebenfalls Einheitspaare
3.: (£,F)und(T,I) sind ebenfalls Einheitspaare
4.. (E,I) ist ebenfalls Einheitspaar
5.: Keine weiteren Einheitspaaredglich

e Erzeuge Grammatik ohne Einheitsproduktionen
— Einheitspaare mit: {EF—E+T | T«F | (E) |a|b|c|la|lb|Ic|I0|11}
— Einheitspaare mit": {T—T*F | (E) |a|b|c|la|lb|Ic|I0| 11}
— Einheitspaare mi: {F—(F) |a|b|c|la|Ib|Ic|I0|I1}
— Einheitspaare mit: {/—a|b|c|la|lb|lc|I0]I1}
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UNNUTZE SYMBOLE ELIMINIEREN I

e X niitzlich, falls S — aXB — weT*
— Erzeugend(X —— veT*) und erreichbar (S — aX )

e Beispie: P={ S—AB |a, A—b}
- Erreichbar S, A, B, a, undb erzeugendsS, A, a, undb
— Nach Elimination vorB: { S—a, A—b }
- Erreichbar S unda erzeugends, A, a, undb
— Nach Elimination vod: { S—a }
- Erreichbar S unda erzeugendS unda
Erzeugte Produktionenmenge istquivalent zu P

e Eliminationsverfahren fir G mit L(G)#0
— Eliminiere nichterzeugende Symbalad Produktionen, die sie enthalten
— Eliminiere unerreichbare Symbalmd Produktionen, die sie enthalten
Resultierende Grammatik G’ erzeugt dieselbe Sprache wiér
G’ enthalt nur ritzliche Symboleund S € V’
Also weL(G) & S —,w & S — w e we (G
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BERECHNUNG ERZEUGENDER / ERREICHBARER SYMBOLE |

e Generiere Menge erzeugender Symbole iterativ
— Alle Terminalsymbole: <T" sind erzeugend
—IstA—X,..X,, € Pundalle X; erzeugenddann istA erzeugend
— Verfahren terminiert nach maximgl’| + 1 Iterationen

e Generiere Menge erreichbarer Symbole iterativ
— S ist erreichbar
—Ist A—X,..X, ¢ PundA erreichbadann sindalle X; erreichbar
— Verfahren terminiert nach maximdl'| + || Iterationen

e Beispiel P={ S—AB |a, A—b}
— Erzeugende Symbalel.: a undb sind erzeugend

2.. 5 und A sind ebenfalls erzeugend
3.: Keine weiteren Symbole sind erzeugend

— Erreichbare Symbolel.: S ist erreichbar
2.. A, Bunda sind ebenfalls erreichbar
3.: bist ebenfalls erreichbar
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ERZEUGUNG DER CHOMSKY-NORMALFORM I

Nur Produktionen der Form A— B C oder A—a

¢ Jede kontextfreie Grammatik mit e ¢ L(G) kann in eine
aquivalente Grammatik ohne e-Produktionen, Einheits-
produktionen und unnitze Symbole umgewandelt werden
—FallsL(G) = (), wahleG' = (V, T, 0, S) (Test auf () spater)
— Sonst eliminiere-ProduktionenEinheitsproduktiongrunnitze Symbole

e Separiere Terminalsymbole von Variablen
— Fir jedes Terminalsymbal <1 erzeugeneue VariableX,
— Ersetze ProduktioneA— o mit |a|>2 durchA—a . (a<T ersetzt durchy,)
— Erganze ProduktioneX ,—a fur allea €T

e Spalte Produktionen A — a mit |a|>2
— Ersetze jede Produktion— X, .. X, durchk—1 Produktionen
A—=X 1Y, YI—= X0, .Y, »—X,_1X,, wobei alleY; neue Variablen
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ERZEUGUNG DER CHOMSKY-NORMALFORM AM BEISPIEL I

P={E—FE+T |T«F | (E)|al|b|c|Ia|Ib|Ic|IO|I1
T—T«F | (FE)|al|b|c|Ia|Ib|Ic|IO|I1
F—(FE)|a|blc|Ia|Ib|Ic|IO|I1
I—a|b|c|Ia|Ib|Ic|IO|I1 }

e Separiere Terminalsymbole von Variablen

P ={E—EX,T|TX.F | XEX |a|b|c|IX,|IX,|IX.|I[Xy| X,
T—TX.F | X(EX)|a|b|c|IX,|IXy|IX,|IXy| X,
F=XEX)|a|blc|IX,|IX,| IX.|IXy| X,

[—=a|ble| IX,|IX,|IX,|IX,|IX,
Xo—a, Xp—=b, Xo—c, Xo—0, X1—1, Xy =4, Xo—+, X(—(, X)—) }
e Spalte Produktionen A — o mit |a|>2

P ={E=EY, | TY; | XYs|a|b|c|IX,|IX,|IX.|IX,| X,

T—TYy | XYa|alble|IX,| X, | IX,|IXo] X,
F=XYs|alble|IX,|IX,|IX.|IXo| X,
[=a|ble|IX,|IX,|IX,|IX,|IX;

Yi—X\T, Yo X,F, Vs—EX,

Xo—a, Xp—b, Xo—e, Xo—0, X1 =1, X =+, Xo—=#, X(—(, X)—) }
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CHOMSKY-NORMALFORM FUR €€ L(G)

e Chomsky-Normalform kann e nicht erzeugen
— Elimination vone-Produktionen erzeudt’ mit L(G') = L(G)—{¢}
— Alle anderen Transformation lassen Sprache unaert

Satz:Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Grammatik
iIn Chomsky-Normalform mit L(G) = L—{e}

e Alternative, wenn e € L(G) erhalten bleiben soll
— Erlaubec-Produktion, die nur zu Beginn angewandt werden kann
— S—€ istinitiale e-Produktion wennsS in keiner Produktion auf der
rechten Seite erscheint
— G istin (Pseudo) Chomsky-Normalforrwenn jede Produktion die
Form A— B C' oder A—a hat oder eine initiale-Produktion ist.

Satz:Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Grammatik
In (Pseudo) Chomsky-Normalform mit L(G) = L
— Wenn$' eliminierbar ist, erzeuge nach Ende der CNF-Transformatio
ein neues Startsymbo! und erginze die Regely’ — S, 5" — «.
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TESTS FUR EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIER SPRACHEN I

e ISt eine kontextfreie Sprache leeP
—KRrG=(V,T, P, S)qilt
L(G) ist leer genau dann wennS' nicht erzeugend ist
— Menge erzeugender Variableann iterativ bestimmt werden

— Mit speziellen Datenstrukturen ist Testlinearer Zeitdurchfihrbar
(Details ins HMU §7.4.3)

e Gehort ein Wort zu einer kontextfreien Sprache?
— Naive Methoddir den Testw € L(G):
1. Erzeuge Chomsky-Normalford’ von G
2. In G’ erzeugaalle Ableitungsihiume mit2|w| — 1 Variablenknoten
3. Teste, oleiner dieser Bume das Worty erzeugt
— Hochgradig ineffizient, da exponentiell vielé8me zu erzeugen
— Iterative Analyseverfahren sind besser

THEORETISCHEINFORMATIK | §3: KONTEXTFREIE SPRACHEN 19 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN




SYNTAXANALYSE: COCKE-YOUNGER-KASAMI ALGORITHMUS I

Bestimme Variablenmengen, aus denew;..w; ableitbar

e Eingabe: Grammatik G = (V, T, P, .S) in Chomsky-NF, w eT"*

e Berechne MengenV; ; = {AcV | A — w;...w;} iterativ

j=i: V;; ={A eV | A»w,; e P}
j>i: Vi i ={AecV |
Fi1<k<j.
JdA—BC € P.
BeV,,nCeVii,}

Vin
‘G,n—l ‘/Z,n
‘/1,2 ‘/2,3 " Vn—l,n
‘/1,1 ‘/2,2 SR Vn—l,n—l Vn,n
w1 wo ... Wi -1 wn

o Akzeptiere w genau dann, wennS € V7

Entscheidetw € L(G) in kubischer Zeit relativ zur Gr 6l3e vonw
Konstruiert gleichzeitig den Syntaxbaum vonw
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DER CYK-ALGORITHMUS AM BEISPIEL I

{§— AB|BC,A— BA|a,B—CC|b,C — AB|a}

e Prife w = baaba € L(G)

e BerechneV; ;={AcV | A =5 wjeew;

J
{S,A,C}
— {S,A,C}
— {B} {B}
{s,A} {B} {5C} {S A}
{B} {4,¢} {A,C} (B} {A,C}
b a a b a

e SeVy 5, alsowe L(G)
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UNENTSCHEIDBARE PROBLEME FUR TYP-2 SPRACHEN I

Die folgenden Probleme kbnnen nicht getestet werden

o L(G)=T* Welche Menge beschreibtG?
e L(G1) = L(G2) Aquivalenz von Grammatiken
e L(G1)CL(G2)

o L(G1)NL(G2) =0

o L(G)€e L3
e L(G) €Ly kontextfreies Komplement?
o L(G1)NL(G2) € L2 kontextfreier Schnitt ?

Beweise brauchen Berechenbarkeitstheorie / TI-2
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(GRENZEN KONTEXTFREIER SPRACHEN I

Warum ist L = {0"™1"2" | n € N} nicht kontextfrei?

e Typ-2 Grammatiken arbeiten lokal

— Anwendbarkeit einer Produktiorahgt nur voreiner Variablerab
(der Kontext der Variablen ist irrelevant)

— Eine Regel kann nur agner Stellam Wort etwas erzeugen

— Eine Typ-2 Grammatik kann entwed#&1l oder1/2 simultan erldhen
aber nicht beides gleichzeitig

— Grammatik niifdte die Anzahl deb/1 oderl/2im Voraus bestimmen
und diese Anzahlifr die2 bzw. 0 im Namen der Variablen codieren
e Grammatiken sind endlich
— Es gibt nur endlich viele Variablen
— Fir n>|V| mul3 eine VariableX doppelt benutzt worden sein
zur Codierung von”1” und0'1* mit i<n
— Grammatik viirde auch)”1"2* und(0'1'2" generieren
e Genaues Argument ist etwas komplizierter
— Allgemeine VersionPumping Lemmdur kontextfreie Sprachen
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DAs PUuMPING LEMMA FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN I

Wie zeigt man, daf} eine Sprache nicht kontextfrei ist?

e FUr jede kontextfreie SpracheL € L, gibt es eine Zahln €N, so dal
jedes Wort z € L mit L &nge|z|>n zerlegt werden kann in
z = uvwaxy Mitden Eigenschaften

(1) vox+#e,
(2) |lvw x|<n und
(3)furalle zeNistuvtwa*y € L
e Aussage Ist wechselseitig konstruktiv
— Die Zahln kannzu jeder kontextfreien Spracliebestimmt werden
— Die Zerlegungz = uwvw z y kannzu jedem Wort: € L bestimmt werden

e Bewels bertigt Chomsky-Normalform
— Ableitungen der Bngek konnenmaximal Worter der lange2” erzeugen
— Ableitungen der Bngek>|V'| benutzen ein HilfssymbaoX doppelt
— Die Schleifeder Ableitung vonX ausX kann beliebig wiederholt werden
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BEWEIS DES PUMPING LEMMAS I

FUr jede SpracheL € L, gibt es einn €N, so dal} jedesz € L
mit L ange|z|>n zerlegt werden kannin z = wvwxy mit
(1) vox#e, 2)|lvwz|<n B)uv*wzx'y € LfiralleieN

Beweis mit Grammatiken in Chomsky-Normalform
— Fir L = () oder L = {¢} qgilt die Behauptung trivialerweise
— Andernfalls setG= (V, T, P, S) in Chomsky-Normalform mit. = L(G)

— Wahlen=2/"! und betrachte=z,..z,, mit |z|>n
— Dann hat jeder Ableitungsbauriarfz eine Tiefe von mindesten$’|+1

— Sei Xy, ... X}, die Folge der verarbeiteten Variablen auf démgdsten Pfad
Dann erscheint eine Variable zweimal; = X, fur eini<j mit k—|V| <

— Selenw undt? die ausX; bzw. X; abgeleiteten Teilarter N

— Dann qiltt = vwz undz = uty fur Worteru, v, x undy

— DaG in Chomsky-Normalform ist, giltox=£e

— Wegenk—|V|<i gilt j[vw x| = |t|<n

— WegenX; = X; kann die Ableitung vonX; bis X; beliebig
wiederholt werden und es giltv’ w2’y € L fur allei e N

uv  w r vy
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ANWENDUNGEN DES PUMPING LEMMAS I

o L = {0"™1"™2™ | m € N} ist nicht kontextfrei

—Verwende Kontraposition des Pumping Lemmas
(VneN.dzelL.|z|>n A Yu,v,w,z,yeT*.(z =uvwxy

nvoxFe A lvwa|<n) = JeN.uv'wa'y ¢ L) = LeLl,
— Sein N beliebig Wir wahlenz = 0"1"2™ fur einm>n
—Selu, v, w,z,y T beliebigmit z = vvw x v,

und (1)vox#e und (2)|vw x|<n

—Wir wahleni = 0 und zeigemiwy = uv'wa'y ¢ L
— Wegen (2) entlilt v w = keine Nullen oder keine Zweien

- Fallsv w x keine Null entlalt, dann entélt » w y genaun Nullen
aber wegen (1) weniger Einsen und/oder Zweien

- Fallsv w x keine Zwei enthAlt, dann entalt « w y genaun Zweien
aber wegen (1) weniger Nullen und/oder Einsen

— Damit kannuw y = uwv" w 2” y nicht zuL gelbren

— Mit dem Pumping Lemma folgt nun, ddi3nicht kontextfrei ist
oL/ ={ww|we{0,1}*} ¢ L5

— Ahnliches Argument mit Viirtern der Formy” 170" 1"
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RUCKBLICK: EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIER SPRACHEN I

Kontextfreie Sprachen sind deutlich komplizierter

e Abschluf3eigenschaften
— Operationeny, , o, *, ¢, h~! erhalten Kontextfreiheit von Sprachen

— Keine Abgeschlossenheit untey -
e Automatische Prifungen
— Man kann testen ob ein®ntextfreie Sprache legst
— Man kann testen obin Wort zu einer kontextfreien Sprache geh
— Man kanmichttesten olzwei kontextfreie Sprachen gleisind
Viele wichtige Fragen sind nicht automatiscluftrar

e Pumping Lemma
— Wiederholt man bestimmte Teiggeriigend grof3er \rter einer kontext-
frelen Sprache beliebig oft, so @hmanimmer ein Wort der Sprache
— Konsequenzviele einfache Sprachen sind nicht kontextfrei
Fur diese sind aufwendigere Mechanismen erforderlich — TI-2
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