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THEORETISCHE INFORMATIK: WORUM GEHT ES? I

e Theorie befahit sich mit grundsatzlichen Fragestellungen
— Was ist machbar? Was nicht? Warum ist das so?
— Gibt es allgemeine Methoden zur Losung eines Problems?
— Welche Erkenntnisse kann man als gesichert betrachten?

e Was bedeutet das fiir die Informatik?
Wir miissen uns mit einer Reihe von Fragen auseinandersetzen

— Wie kann man Softwaresysteme moglichst einfach modellieren?
... ohne dabei von einer spezifischen Programmiersprache abhingig zu werden

— Auf welche Arten kann man Hard-/Softwaremodule kombinieren?

— Wie hingen verschiedenartige Computerarchitekturen zusammen?

— Wie kann man sicherstellen, daf} Software korrekt 1st?

— Wie flexibel kann man Programmiersprachen gestalten?

— Was kann man prinzipiell mit Computern 10sen, was nicht?

— Welche Probleme sind effizient 10sbar — welche nicht?

Wir miissen mit mathematischen Methoden vorgehen

— Abstraktion von irrelevanten Details (Hardware/Programmiersprache)
— Fokus auf beweisbare Erkenntnisse m1t weitreichender Giiltigkeit
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... WOZU SOLL DAS GUT SEIN? I

¢ Sollte man sich nicht eher um praktische Fragen kiimmern?
— Konkrete Programme, Apps und Softwaresysteme schreiben?
— Lernen wie man konkrete Hardware besser ausnutzt?
— Neue Programmiersprachen und Programmiertricks lernen?

e Das ist wichtig, aber ... keine Informatik auf Profiniveau

— Wie wollen Sie sicher sein, da3 Thre Programme auch funktionieren?
selbst wenn sich die Hardware andert
und die Programmiersprache Ihrer Wahl nicht genutzt werden kann

— Details dndern sich schnell, allgemeine Modelle und Methoden nicht

e Theoretisches Wissen bewahrt Sie vor groben Fehlern

— Viele Programmierer haben sich schon in Probleme verbissen
weil sie nicht wullten oder glaubten, dal3 sie unlosbar sind

— z.B. Optimale Navigation ist nicht effizient moglich
Flexible Programmiersprachen sind nicht (effizient) compilierbar
Korrektheit von Software kann nicht getestet werden
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KORREKTHEIT IST DAS GROSSTE PROBLEM I

e Wieso? Wir haben doch Tests?

— Das reicht in anderen Fachgebieten wie z.B. Autobau doch auch?
— Und wenn wir spiter Fehler finden, konnen wir sie doch korrigieren
und ein update schicken. Funktioniert das nicht schon seit Jahren?
¢ Ein alter Trugschlub und viele glauben immer noch daran
— Was fiir analoge Systeme gilt, gilt nicht immer in der digitalen Welt

— Korrektheit von Software 1st durch Tests nicht beweisbar
(diese Erkenntnis kann man beweisen!)

— Nur die allergrobsten Fehler werden durch Testen entdeckt
— Auch sorgtiltig getestete Programme enthalten grof3ere Fehler
“Hochqualitiatssoftware” enthdlt ca. 2 Fehler pro 100 Zeilen Code

e Konnen wir uns Softwarefehler erlauben?
— Wiirden Sie ein Auto fahren, dessen Lenkung manchmal falsch arbeitet?
— ... emn Flugzeug besteigen, dessen Triebwerk gelegentlich ausfallt?
— ... Internetbanking verwenden, wenn jeder mitlesen kann, was Sie tun?

Die Fehler in Software sind oft einfach, die Folgen nicht

T Yy 79 " AT T T ~NTTT TxT—AATy 2 armyyr T ~ ) L ——




#1 HABSHEIM 26.6.1988: AIR FRANCE AIRBUS A 320 I

e Computergesteuerter Tiefflug auf Flugshow
— Vorgabe: Langsamflug 30 Meter tiber Landebahn
— Tatsachliche Flughohe 30 Full (9 Meter)
— Zu langsamer Anstieg am Ende der Landebahn
Computer verweigert Not-Kommandos des Piloten
— Hohe der Baume ca 15 Meter
— Flugzeug streift Baume und stiirzt ab — 3 Tote
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#2 WARSCHAU 14.9.1993: LUFTHANSA AIRBUS A 320 I

e Vorgeschichte: Bangkok 26.5.1991
— Lauda Air Boeing 767-300
— Linkes Triebwerk schaltet beim Steigflug auf Umkehrschub

— Flugzeug stiirzt ab, alle 223 Insassen sterben.




#2 WARSCHAU 14.9.1993: LUFTHANSA AIRBUS A 320 I

e Vorgeschichte: Bangkok 26.5.1991
— Lauda Air Boeing 767-300
— Linkes Triebwerk schaltet beim Steigflug auf Umkehrschub

— Flugzeug stiirzt ab, alle 223 Insassen sterben.

¢ 1993: Landung mit computerkontrolliertem Airbus
— Landung auf regennasser Fahrbahn (Aquaplaning)
— Réder drehen langsamer als 130km/h
Computer verweigert Umkehrschub, da “nicht gelandet”
— Zu schwache Bremsleistung,
— Flugzeug prallt auf Erdwall am Ende der Landebahn, fangt Feuer
— Kopilot stirbt an Folgen des Aufpralls

— Ein Passagier stirbt an Rauchvergiftung
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#3 OKTOBER 1994: PENTIUM I PROZESSOR I

e Damals neuester Prozessor fiir PC Architekturen

— Chip verwendet schnelleren SRT Divisionsalgorithms
— Falsche Resultate bei Programmen, die Division verwenden

Fir alle z,y ist z — (x/y) xy = 0

aber fiir v = 4195835, y = 3145727 lieferte der Pentium die Antwort 256

— Ursache: Fehlerhafte Umsetzung des Algorithmus in Prozessortabellen

— 2 Millionen Prozessoren ausgeliefert | pentiumFdivError
— 450 Millionen Dollar Schaden

3R
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#4 KOROU, 4.6.1996: ESA ARIANE 501 I

¢ Jungfernflug der neuen ESA Rakete

— Nach 37 Sekunden erreicht Steiggeschwindigkeit
327768 interne Einheiten

— Uberlauf der 16bit Arithmetik

— Haupt- und Ersatzrechner schalten ab
und senden unsinnige Steuerbefehle

— Rakete wird instabil und sprengt sich selbst

— Kosten des verfehlten Starts: 250 Millionen DM
— Kosten der zerstorten Satelliten: 850 Millionen DM
— Entwicklungskosten 11.8 Milliarden DM ... aber

Startsoftware unverandert von Ariane 4 iibernommen
obwohl Schubkraft erheblich hoher als bei1 Ariane 4
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#5A 23.9.1999: MARS CLIMATE ORBITER I

e Sonde zur Erforschung der Marsatmosphare
— Geplante Umlautbahn 160km tliber Marsoberflache
— Tatsdchliche erreichte Umlaufbahn unter 60km
— Steuerungssystem tiberheizt, Sonde stiirzt ab
— Kosten: 125 Millionen Dollar
— Ursache: Einheitenfehler
Navigationsinstrumente liefern Daten in Ful}, Zoll, Meilen, ...

Software setzt metrischen Einheiten voraus (kein Check)
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#5B 3.12.1999: MARS POLAR LANDER I

e Sonde zur Erforschung der Marsoberfliche
— Endphase der Landung beginnt bei 40 Ful3 (12 Meter)
— Bremsraketen schalten ab, wenn Boden bertihrt
— Tatsachliche Landephase beginnt be1 40 Metern
— Landebeine vibrieren in Atmosphire
— Computer identifiziert Landung, schaltet Bremsraketen ab
— Sonde stiirzt ungebremst aus 30 Metern Hohe ab
— Kosten: 165 Millionen Dollar
— Ursache: Einheitenfehler + zu einfache Landekriterien
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DIE LISTE DER PANNEN SCHEINT ENDLOS I

e Mehr Flugzeugunfalle
— StraBBburg 20.1.1992, Air Inter A320: Aufprall auf Berge, 87 Tote
Einheitenprobleme beim Landeanflug (3300 Ful3/min statt 3.3 Grad)
— Cali, Dezember 19935, Boeing 757: Aufprall auf Berge, 159 Tote
Fehlerhafte Daten im Navigationssystem — falsche Flugrichtung

e Microsoft Windows 95, 98, 2000, XP, Vista, 7, 8, (10), ...

— System stlirzt ab, friert ein, verliert Daten, ...
— GroBe Anfilligkeit gegeniiber Viren
— Wachsende Instabilitdt im Laufe des Betriebs

e Heartbleed Fehler in Open-SSL (April 2014)
— Zeile im Code vergessen
— Ermoglicht Auslesen des Speichers bei sicheren Internet-Verbindungen

e Shellshock Fehler in Unix-Derivaten (September 2014)
— Angreifer konnen beliebige Kommandos ausfiihren
— Alle grof3en Server der Welt waren seit 1992(!) verwundbar
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WIR HABEN EIN PROBLEM I

Konnen wir die Kontrolle von Luftfahrt, Telephonnetzen, Banken,
Strom, Wasser, Militar,... wirklich an Software iibergeben?

e Softwareproduktion ist immer noch wie in den 70er Jahren
— GroBe, unrealistische Projekte mit unklaren Anforderungen
— Termindruck fiihrt zu vorschneller Auslieferung
— Probleme fiihren zu ad hoc Anderungen statt Revision des Entwurf’s

— Implementierung fokussiert auf Modellierungs-/Programmiersprachen
statt auf Analyse des Problembereichs

— Es gibt tatsachlich noch “Programmierer”, die sich direkt an ithr Terminal
setzen und Programme eintippen, ohne einen Entwurf zu machen

— Programmierer geben keine Begriindung fiir Korrektheit ithres Programms

e Wir brauchen besser qualifizierte Software-Entwickler
— Fahigkeit, die Korrektheit von Software zu analysieren und verifizieren

— Logisch-methodisches Denken, Verstidndnis von Grundlagen & Grenzen
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EIN(E) (WIRTSCHAFTS-/BI10-,...)INFORMATIKER(IN) MUSS

e Nachweisen konnen, dall Programme ihre vorgesehenen Aufgaben
korrekt erfullen

... damit es spater keine Klagen oder Desaster gibt

e Zeigen konnen, wie gut Programme skalieren
... damit sie auch mit groBBen Datenséitzen effizient arbeiten

e Modellierungstechniken fiir Softwaresysteme und die mogliche
Arten ihrer Komposition einsetzen und erklaren konnen

e Ausdruckskraft und Effizienz der Compilierung programmier-
sprachlicher Konstrukte einschatzen konnen

e Starken und Schwachen verschiedener Maschinenmodelle
abschatzen konnen

e Grenzen des effizient L.osbaren abschatzen konnen
... damit nicht mehr versprochen wird, als man nachher liefern kann

e Grenzen des iiberhaupt Machbaren erkennen
... damit man sich nicht in unlosbare Aufgabenstellungen verbei3t
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DESWEGEN MUSSEN WIR TRAINIEREN, TRAINIEREN, ...

e Anhand vereinfachter abstrakter Modelle

... damit Sie sich auf das Erlernen einer Methode konzentrieren konnen
und nicht von der Vielfalt der Aufgaben erdriickt werden

¢ Es geht um Verstandnis allgemeiner Zusammenhange
— Details dndern sich schnell, Modelle und Methoden nicht

e Fokus liegt auf Grundlagen, nicht auf Anwendungen
— Ohne solide Grundlagen gibt es keine gute praktische Arbeit
— Das gilt fiir jeden Beruf, in dem Qualitat erwartet wird

— In der Informatik sind die Grundlagen immer sehr mathematisch

e Der praktische Nutzen ist nicht immer sofort erkennbar
— Das 1st im Studium genauso wie im Profisport

— Haben Sie einmal Profifullballer beim Training beobachtet?
Konditionstraining, Balltechnik, Standardsituationen, ... kaum Spielen
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KONKRETE THEMEN DER THEORETISCHEN INFORMATIK I

e Mathematische Methodik in der Informatik TI-1

e Automatentheorie und Formale Sprachen TI-1

— Endliche Automaten und Regulidre Sprachen — Lexikalische Analyse
— Kontextfreie Sprachen und Pushdown Automaten — Syntaxanalyse

— Turingmaschinen, kontextsensitive und allgemeine formale Sprachen

e Theorie der Berechenbarkeit TI-2

e Komplexitatstheorie TI-2
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DER LEHRSTOFF I

e Reihenfolge und Notation folgt Leittext
— J. Hopcroft, R. Motwani, J. Ullman: Einfiihrung in die Automatentheorie,
Formale Sprachen und Komplexitditstheorie, Pearson 2002  (nicht 2011)

— Vorlesungsfolien sind im Voraus auf dem Webserver erhiltlich
— Videomitschnitte der Vorlesungen von 2005/2006/2011 online verfligbar

e Lesenswerte Zusatzliteratur
— G. Vossen, K.-U. Witt: Grundkurs Theoretische Informatik. Vieweg 2011
— M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation. PWS 2012

— A. Asteroth, C. Baier: Theoretische Informatik, Pearson 2008

— J. Hromkovic: Sieben Wunder der Informatik, Teubner Verlag 2006

— I. Wegener: Theoretische Informatik, Teubner Verlag 2005

— U. Schoning: Theoretische Informatik - kurzgefafit, Spektrum-Verlag 2008

— K. Erk, L. Priese: Theoretische Informatik, Springer Verlag 2009

— H. Lewis, C. Papadimitriou: Elements of the Theory of Computation, PH 1998
— P. Leypold: Schneller Studieren. Pearson 2005

T vy 9 " 11T ~TT TRatTmAAarrr armryr T R~ [ L ———




LEHR- UND LERNFORMEN I

e Selbststudium ist das wichtigste
— Lernen durch Bearbeitung verschiedener Quellen (Literatur, Web,...)

— Trainieren durch Losung von leichten und schweren Beispielaufgaben
alleine und 1m Team mit anderen

— Nachweis von Fihigkeiten in Priifungen und Projekten
— Zaiel ist Verstdandnis eines Themengebiets (nicht nur der Vorlesung)

— Unsere Aufgabe ist, Ihnen dabei zu helfen

o Vorlesung Was soll ich lernen 7

— Vorstellung und Illustration zentraler Konzepte und Zusammenhéange

— Knapp und bewuBt “unvollstindig” — nur als Heranfiihrung gedacht
— Die Idee (Verstehen) zahlt mehr als das Detail (Aufschreiben)

— Es hilft, schon etwas iiber das Thema 1m Voraus zu lesen
— Stellen Sie Fragen, wenn Ihnen etwas unklar ist !!

— Nutzen Sie das Tutorium wochentlich Do 12:15-13:45
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e Ubungen

LEHR- UND LERNFORMEN (II)

Vertiefung und Anwendung

— Kurzquiz als Selbsttest — verstehe ich bisher besprochene Konzepte?

— Betreutes Uben in Gruppen: Losung von Problemen unter Anleitung

— Kldarung von Fragen allgemeinen Interesses

— Eigenstindige Einarbeitung in neue Konzepte und Fragestellungen

— Bearbeitung von aufwindigeren Hausaufgaben: Feedback & Korrektur

- Ziel 1st verstindliches Aufschreiben einer vollstandigen Losung

- Arbeit in Gruppen sehr zu empfehlen

- Losungen schwieriger Aufgaben werden im Tutorium besprochen

— Selbst aktiv werden 1st notwendig fiir erfolgreiches Lernen

— Kommen Sie vorbereitet — Sie lernen mehr dabei

e Sprechstunden Persanliche Beratung

— Fachberatung zur Optimierung des individuellen Lernstils

— Kldarung von Schwierigkeiten mit der Thematik

— Hilfe, wenn der Lernfrust iiberhand nimmt
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DAs TEAM I

Christoph Kreitz Sebastian Bohne

Raum 1.18, Telephon 3060 Raum 1.23, Telephon 3014
kreitzecs.uni-potsdam.de boehne@uni-potsdam.de
Tutoren
Maxim Gbrbing goerbingeuni-potsdam.de
Thomas Kern tkerneuni-potsdam.de
Chris Kindler ckindler@euni-potsdam.de

Alexander Schulze alexanderschulzeegmail.com
Thomas V@I’WGYGH verweyen@uni-potsdam.de
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ORGANISATORISCHES I

e Zielgruppe: ab 1. Semester
— Mathematische Grundkenntnisse sind wichtig (Briickenkurs!)

¢ Vorlesung
— Wochentlich Fr 8:15-9:45

e Tutorium (optional, aber dringend zu empfehlen)
— Besprechung von allgemeinen Fragen und schwierigen Hausaufgaben

— Wochentlich Do 12:15-13:45

e Ubungen
— 5 Gruppen, wochentlich (Montags — Mittwochs) je 2 Stunden

e Sprechstunden
— C. Kreitz: Fr 10:30-11:30 ...und immer wenn die Tiire offen ist

— S. Bohne: Mi 12:00-14:00
— Tutoren: individuell in Ubungsgruppen vereinbaren




LEISTUNGSERFASSUNG I

e Eine Klausur entscheidet die Note (Bonuspunkte zihlen 5%)
— Hauptklausur Do 12. Februar 2015, 15:00-18:00 Uhr  (Anmeldung!)
— Probeklausur Fr 19. Dezember 2014, 8:15-9:45 Uhr

e Zulassung zur Klausur
— 50% der Punkte in den Hausaufgaben
- Gruppen bis 4 Studenten diirfen gemeinsame Losungen abgeben
- Gruppen diirfen sich nur nach Riicksprache dndern
- Klausurzulassungen aus Vorjahren sind nicht giiltig
— Probeklausur zdhlt wie ein Hausaufgabenblatt

e Vorbereitung auf die Klausur
— Kurzquiz in jeder Ubungsstunde ernsthaft bearbeiten
— Eigenstindige Losung von Haus- und Ubungsaufgaben
— Feedback durch Korrektur der Hausaufgaben und der Probeklausur
— Klirung von Fragen in Ubung und Sprechstunden

Fangen Sie friihzeitig mit den Vorbereitungen an
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WELCHE VORKENNTNISSE SOLLTEN SIE MITBRINGEN? I

Eine gute Oberstufenmathematik reicht aus

¢ Verstandnis mathematischer Konzepte und Notationen
— Elementare Mengentheorie und die Gesetze von {x|P(z)}, U, N
— Bezug zwischen Mengen, Relationen und Funktionen
— Datenstrukturen wie Listen, Worter, Graphen, Baume . ..
— Elementare Gesetze der Algebra und Logik
— Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung
— Zusammenhang zwischen formaler und informaler Beschreibung

Notiges Vokabular wird bei Bedarf kurz vorgestellt /wiederholt/eingelibt

e Verstandnis mathematischer Beweismethoden
— Wichtig fiir Analyse von Befehlssequenzen, Schleifen und Rekursion

— Essentiell, um zeigen zu konnen, dal} etwas nicht moglich ist
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LERNERFOLG I

e kommt nicht durch passive Teilnahme
— Sammeln von Folien, Ubungen, Videos, ...
— Ansehen von Vorlesungsvideos, Folien und Musterlosungen
— Rein physische Anwesenheit in Vorlesung und Ubung
— “Bulimielernen” kurz vor der Klausur

e sondern nur durch eigene Aktivitat
— Durcharbeiten von Notizen/Folien/Buch/Webseiten vor der Vorlesung
— Erstellen und Uberarbeiten von Notizen zur Vorlesung (aktives Lesen)
— “Weiterdenken”: welche Fragen/Ideen folgen aus den Vorlesungsthemen?
— Fragen stellen withrend, vor, nach der Vorlesung/Ubung/Sprechstunde
“wer nicht fragt bleibt dumm” — Sie konnen sich nicht blamieren
— Erarbeitung von Losungsideen zu Aufgaben vor der Ubungsstunde
e ... und Ehrlichkeit
— Sie lernen nichts, wenn Sie Losungen von anderen libernehmen
— Erfolgserlebnisse entstehen, wenn Sie Schwierigkeiten selbst iiberwinden

Wir helfen Thnen gerne dabei
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Theoretische Informatik 1

Einheit 1

Mathematische Beweisfiihrung

1. Formale und informale Beweise
2. Verkettung einfacher Argumente
3. Widerlegungsbeweise

4. Induktion und Datenstrukturen

5. Grundsiatzliche Methodik

Anhang: Wichtige Grundbegriffe
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BEWEISFUHRUNG IN DER INFORMATIK — WARUM? I

e Testen von Programmen ist unzureichend
— Nur hilfreich zur Entdeckung grober Fehler

— Viele kleine, aber gravierende Fehler fallen durch das Testraster
z.B. Pentium Bug (Zeile vergessen), Ariane 5 (Arithmetik-Overflow),
Mars Polar Lander (Einheitenfehler), Heatbleed (Zeile vergessen), . ..

— Selbst “Hochqualitatssoftware’ hat 2-3 Fehler pro 100 Zeilen Code
— Nur Amateure glauben noch an Fehlerlosigkeit getesteter Programme

e Programme miissen “bewiesen” werden
— Erfolgreicher Beweis zeigt genau, wie das Programm arbeitet
Erfolgloser Beweisversuch deutet auf mogliche Fehler im Programm
— In sicherheitskritischen Anwendungen werden seit einigen Jahren
Programme ohne Korrektheitsbeweis nicht akzeptiert
— Gute Programme entstehen aus dem Bewelis einer Losungsidee

Entwickler miissen die Korrektheit von Programmen beweisen konnen

Aber was ist eigentlich ein Beweis?
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EIN BEWEIS IST EIN ARGUMENT, DAS DEN LESER UBERZEUGT I

¢ Eine Begriindung, warum eine Behauptung gelten soll
— Intuitiv einsichtige, logisch schliissige und liickenlose Erklarung

— Braucht klare Formulierung der Behauptung und der Annahmen

e Alle Primzahlen sind ungerade
— Unausgesprochene Annahme: es geht um Primzahlen grof3er als 2

— Begriindung: jede gerade Zahl ist durch 2 teilbar
jede Primzahl ist nur durch 1 und sich selbst teilbar
jede Primzahl grofer als 2 ist nicht durch 2 teilbar

¢ Gute Beweise sind genau und uibersichtlich
— Klar erkennbarer roter Faden in der Argumentation
— Knapp genug, um verstdndlich zu sein
— Genau genug, um fehlende Details rekonstruieren zu konnen

Keine Gedankenspriinge, auller wenn sie leicht nachvollziehbar sind
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MANCHMAL KANN MAN VERBLUFFENDES BEWEISEN I

o Es gibt genauso viele gerade Zahlen wie natiirliche Zahlen

— Kann das stimmen? Die geraden Zahlen sind doch nur die Halfte?

— Was heilit das tiberhaupt “gleich viele” be1 unendlichen Mengen?

— Die Anzahl der Elemente ist kein guter Vergleichsmal3sstab
deswegen verwendet man Bijektionen zwischen Mengen als Kriterium
Aund B sind gleichmichtig, wenn es eine Bijektion f:A— B gibt

— Wie konnte eine Bijektion von N nach N, (gerade Zahlen) aussehen?
Definiere f:N—N, durch f(n) = 2n, dann ist f injektiv und surjektiv.
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— Die Anzahl der Elemente ist kein guter Vergleichsmal3sstab
deswegen verwendet man Bijektionen zwischen Mengen als Kriterium
Aund B sind gleichmichtig, wenn es eine Bijektion f:A— B gibt
— Wie konnte eine Bijektion von N nach N, (gerade Zahlen) aussehen?
Definiere f:N—N, durch f(n) = 2n, dann ist f injektiv und surjektiv.
o N, Z, NXN und Q sind gleichmdichtig
— Bijektion von N—7 beschreibbar als Aufzihlung 0,1,-1,2,-2,3,...

— f:NxN—N zihlt Zahlenpaare diagonal durch f(z,y) = (z+y)(z+y+1)+=2 +y
— Rationale Zahlen sind wie Paare von ganzen und natiirlichen Zahlen




MANCHMAL KANN MAN VERBLUFFENDES BEWEISEN I

o Es gibt genauso viele gerade Zahlen wie natiirliche Zahlen

— Kann das stimmen? Die geraden Zahlen sind doch nur die Halfte?

— Was heilit das tiberhaupt “gleich viele” be1 unendlichen Mengen?

— Die Anzahl der Elemente ist kein guter Vergleichsmal3sstab
deswegen verwendet man Bijektionen zwischen Mengen als Kriterium
Aund B sind gleichmichtig, wenn es eine Bijektion f:A— B gibt

— Wie konnte eine Bijektion von N nach N, (gerade Zahlen) aussehen?
Definiere f:N—N, durch f(n) = 2n, dann ist f injektiv und surjektiv.

o N, Z, NXN und Q sind gleichmdichtig
— Bijektion von N—7 beschreibbar als Aufzihlung 0,1,-1,2,-2,3,...
— f:NxN—N zihlt Zahlenpaare diagonal durch f(z,y) = (z+y)(z+y+1)+=2 +y
— Rationale Zahlen sind wie Paare von ganzen und natiirlichen Zahlen

e Wie sieht es aus mit reellen Zahlen?
— R ist genauso mdchtig wie das offene Intervall (0, 1)
Definiere f:(0,1)—=R durch f(x) =1/(1—x) — 1/x.
— Aber (0, 1) und R sind méchtiger als N, Z, NxN und Q. (Folie [I5)
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MAN KANN DASSELBE SEHR UNTERSCHIEDLICH BEWEISEN I

Es gibt zwei irrationale Zahlen x und vy, deren Potenz rational ist

e Standard-Beweis aus Mathematik-Lehrbuch
— Wir wissen, daf} /2 irrational ist. Betrachte \/5\/5 Diese Zahl ist
rational oder irrational. Ist \/5\@ rational, dann wdhle :E:y:\/?.
Sonst wdhle x:\@ﬁ und y:\@. Dann ist x¥ = \@(ﬁ*\@ = 2
— Beweis ist korrekt, aber fiir viele etwas verwirrend. Wir wissen

am Ende des Beweises nicht, welchen Wert 2 und y haben
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MAN KANN DASSELBE SEHR UNTERSCHIEDLICH BEWEISEN I

Es gibt zwei irrationale Zahlen x und vy, deren Potenz rational ist

e Standard-Beweis aus Mathematik-Lehrbuch
— Wir wissen, daf} /2 irrational ist. Betrachte \/5\/5 Diese Zahl ist
rational oder irrational. Ist \/5\@ rational, dann wdhle :E:y:\/?.
Sonst wdhle x:\@ﬁ und y:\@. Dann ist x¥ = \@(ﬁ*\@ = 2
— Beweis ist korrekt, aber fiir viele etwas verwirrend. Wir wissen

am Ende des Beweises nicht, welchen Wert 2 und y haben

¢ Informatik-Beweise sollten ‘‘konstruktiv’’ sein, wo moglich
— Wiéihle © = /2 und y = 2x log, 3. Wir wissen daf beide Zahlen

irrational sind und es gilt 1V = 21/2210223 — 3,
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MAN KANN DASSELBE SEHR UNTERSCHIEDLICH BEWEISEN I

Es gibt zwei irrationale Zahlen x und vy, deren Potenz rational ist

e Standard-Beweis aus Mathematik-Lehrbuch
— Wir wissen, daf} /2 irrational ist. Betrachte \/5\/5 Diese Zahl ist
rational oder irrational. Ist \/5\@ rational, dann wdhle :E:y:\/?.
Sonst wdhle x:\@ﬁ und y:\@. Dann ist x¥ = \@(ﬁ*\@ = 2

— Beweis ist korrekt, aber fiir viele etwas verwirrend. Wir wissen

am Ende des Beweises nicht, welchen Wert 2 und y haben

¢ Informatik-Beweise sollten ‘‘konstruktiv’’ sein, wo moglich
— Wiéihle © = /2 und y = 2x log, 3. Wir wissen daf beide Zahlen

irrational sind und es gilt 1V = 21/2210223 — 3,

e Es bleibt eine Frage offen

— Wie kénnen wir sicher sein, daf3 \/2 und log, 3 irrational sind? (Folie [IH)
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BEWEISE KONNEN AUCH TRUGSCHLUSSE ENTHALTEN I

e Geometrischer Bewelis fiir Gleichheit von Flachen

AV
AV

Alle Dreiecke im linken und rechten
Rechteck sind identisch

— Beweis wirkt einleuchtend, aber das Ergebnis scheint unsinnig
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BEWEISE KONNEN AUCH TRUGSCHLUSSE ENTHALTEN I

e Geometrischer Bewelis fiir Gleichheit von Flachen

AV
AV

Alle Dreiecke im linken und rechten
Rechteck sind identisch

— Beweis wirkt einleuchtend, aber das Ergebnis scheint unsinnig 64=6577
— Wo ist der Fehler im Beweis?
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BEWEISE KONNEN AUCH TRUGSCHLUSSE ENTHALTEN I

e Geometrischer Bewelis fiir Gleichheit von Flachen

AV
AV J

Alle Dreiecke im linken und rechten
Rechteck sind identisch

— Beweis wirkt einleuchtend, aber das Ergebnis scheint unsinnig 64=6577
— Wo ist der Fehler im Beweis?

e Anschauung alleine ist kein Beweis
— Es muf3 auch gezeigt werden, dal3 die Dreiecke wirklich gleich sind
— Fiir “Kongruenzbeweise” gibt es klare Kriterien
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EINE PRAZISE SPRACHE IST WICHTIG I

e Umgangssprache ist oft miflverstandlich
— Fachspezifisches Vokabular und symbolische Notationen sind hilfreich
— In der Informatik mull man etwas formaler sein, da Computer nur
formale Objekte (Programme, Schaltungen) verarbeiten konnen
— In sicherheitskritischen Anwendungen werden nur noch Beweise
akzeptiert, die man auch mit Computern tiberpriifen kann

e Quadrieren ist kleiner als Potenzieren

— Gemeint ist: Fiir jede natiirliche Zahl z gilt °<2*

— Kiirzere mathematische Schreibweise: Vz e N. 22<27

— Die Behauptung 148t sich priifen fiir v=0, 1, 2,4, 5,6, . ..
Aber sie gilt nicht fiir =3, denn 3> = 9 > 8§ = 2°

— Korrekte Formulierung der Behauptung Va e N. 2>4 = 22 <2"

— Ein (rein) umgangssprachlicher Beweis hierfiir ist schwer formulierbar
Beweis benotigt mathematische Notation und Induktion (siehe Folie [19)
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FORMALE BEWEISE SIND NICHT IMMER VERSTANDLICHER I

e Formale Notation ist nur eine Notationshilfe
— Sie soll helfen, eine gute Idee klar zu formulieren
— Formale Notation alleine macht einen Beweis noch nicht gut

e Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um maximal 1
unterscheiden, dann sind zwei von ihnen gleich
— Informaler Beweis zeigt den wesentlichen Grund auf:
Wenn alle drei Zahlen unterschiedlich wdiren, dann gcibe es eine
kleinste, eine mittlere und eine grofite und alle drei Zahlen unter
schieden sich jeweils um mindestens 1. Damit wdre der Unterschied
zwischen der kleinsten und der grofiten Zahl mindestens 2.
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FORMALE BEWEISE SIND NICHT IMMER VERSTANDLICHER I

e Formale Notation ist nur eine Notationshilfe
— Sie soll helfen, eine gute Idee klar zu formulieren
— Formale Notation alleine macht einen Beweis noch nicht gut

e Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um maximal 1
unterscheiden, dann sind zwei von ihnen gleich

— Informaler Beweis zeigt den wesentlichen Grund auf:
Wenn alle drei Zahlen unterschiedlich wdiren, dann gcibe es eine
kleinste, eine mittlere und eine grofite und alle drei Zahlen unter
schieden sich jeweils um mindestens 1. Damit wdre der Unterschied
zwischen der kleinsten und der grofiten Zahl mindestens 2.

— Formal: Vz,y, ze N.(|lze—y|<1 r|lz—z| <1 |z—y|<1) = =y va=2z Vv 2=y

Sei x,y, z €N beliebig. Es gelte |x—y|<1 a|lz—2z|<1 r|z—y|<1 und

0.B.dA. x<y<z. Wenn x=yvax=zvz=y nicht gilt, dann miisste
lx—y|=1, |[xr—2| = 1 und |z—y| = 1 gelten. Es folgt z=y+1=1+2,
also |x—z| = 2. Dies widerspricht aber der Annahme |1x—z|<1.
Deswegen muf v=yvr=zv z=y gelten.

Beweis zeigt mehr Details, 1st aber nicht unbedingt klarer
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TROTZDEM MUSSEN WIR FORMALE BEWEISE EINUBEN I

e Sie sind das Handwerkzeug, dab} jeder kennen muf}

— Wenn man nicht sicher ist, ob ein Argument wirklich korrekt 1st,
zeigen formale Beweise die notigen Details

— Wenn einen die Intuition im Stich 14Bt, kann man alles genau
aufschreiben und “durchrechnen”

— Wenn man Aussagen ganz genau formalisiert, kann man die Beweise
sogar mit Hilfe von Computern fiihren (Theorembeweiser)

e In der Informatik dreht sich alles um Formales

— Programme und Fardware sind formale Objekte mit festen Regeln

— Umgangsprachliche Beschreibungen des Verhaltens von Computern
sind oft umstéandlicher als prazise mathematische Beschreibungen

— Formale Beweise von Programmeigenschaften sind leichter als informale

— Computer konnen die Korrektheit von sicherheitskritischer Software nur
dann tiberpriifen, wenn Beweise vollstindig formal gefiihrt wurden

e Wir betrachten hier zunachst nur sehr einfache Probleme

— Beweisfiihrung 148t sich leichter trainieren, wenn die Materie vertraut ist
und die Menge der Details iiberschaubar bleibt
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BEWEIS DURCH VERKETTUNG EINFACHER ARGUMENTE I

Ziel: Zeige, daB eine Behauptung B aus Annahmen A folgt
e Methodik: Kette von Aussagen A1,.., A, = B

— Zwischenaussagen A; miissen schliissig aus dem Vorhergehenden folgen

— Dabei diirfen nur Annahmen aus A, Definitionen, bewiesene Aussagen,
mathematische Gesetze, logische Schlul3folgerungen verwendet werden
— Einfachste Form der Beweisfiihrung, auch Deduktiver Beweis genannt
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BEWEIS DURCH VERKETTUNG EINFACHER ARGUMENTE I

Ziel: Zeige, daB eine Behauptung B aus Annahmen A folgt
e Methodik: Kette von Aussagen A1,.., A, = B

— Zwischenaussagen A; miissen schliissig aus dem Vorhergehenden folgen

— Dabei diirfen nur Annahmen aus A, Definitionen, bewiesene Aussagen,
mathematische Gesetze, logische Schlul3folgerungen verwendet werden
— Einfachste Form der Beweisfiihrung, auch Deduktiver Beweis genannt

e Beispiel: “Die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade”
— Informaler Beweis: Es seien a und b zwei ungerade Zahlen.
Per Definition ist a = 2x + 1 und b = 2y + 1 fiir gewisse x und y
und die Summe ist 2(x + y + 1), also eine gerade Zahl.

— Schematische Darstellung ist oft kiirzer und praziser

Aussage Begrindung
. a=2x+1 Gegeben (Auflosung des Begriffs “ungerade”)
2. b=2y+1 Gegeben (Auflosung des Begriffs “ungerade”)
3. a+b=2(x+y+1)](12) und Gesetze der Arithmetik

Die schematische Form |st eine Vorstufe maschlnenprufbarer Bewelse aber nicht “besser”
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OFT REICHT ES, DEFINITIONEN AUFZULOSEN |

e De Morgan Regel fiir Mengen: ANB = AUB

— Beweis: Sei x beliebig. Dann gilt
rcAUB & x¢AUB < x¢ArréB < rvcArreB < v ANB
— Verwendete Definitionen:

A=B & Vr.xcAsxeB (Extensionalitatsregel fiir Mengen)

(Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben)
rceANB & xc€A AzxeB (Durchschnitt von Mengen)
rceAUB & zcAvzxeB (Vereinigung von Mengen)

reAd & x¢A (Komplement von Mengen)
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OFT REICHT ES, DEFINITIONEN AUFZULOSEN |

e De Morgan Regel fiir Mengen: ANB = AUB

— Beweis: Sei x beliebig. Dann gilt
rcAUB & x¢AUB < x¢ArréB < rvcArreB < v ANB
— Verwendete Definitionen:

A=B & Vr.xcAsxeB (Extensionalitatsregel fiir Mengen)

(Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben)
rceANB & xc€A AzxeB (Durchschnitt von Mengen)
rceAUB & zcAvzxeB (Vereinigung von Mengen)
reAd & x¢A (Komplement von Mengen)

e Anwendung der Umkehrfunktion
Ist f: A— B injektiv, dannist f~'(f(x))=x fiir alle z € A
— Die Umkehrfunktion f~! ist definiert durch f~'(y)=2 < f(2)=v.
Fiir y=f(z) gilt also f~'(f(x))=2 < f(z)=f(x).
Da f injektiv ist, gilt f(2)=f(x) < x=z und damit ist {~'(f(z))=x

Gilt auch f(f(y))=y fiir alle y € B?
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OFT REICHT ES, DEFINITIONEN AUFZULOSEN |

e De Morgan Regel fiir Mengen: ANB = AUB

— Beweis: Sei x beliebig. Dann gilt
rcAUB & x¢AUB < x¢ArréB < rvcArreB < v ANB
— Verwendete Definitionen:

A=B & Vr.xcAsxeB (Extensionalitatsregel fiir Mengen)

(Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben)
rceANB & xc€A AzxeB (Durchschnitt von Mengen)
rceAUB & zcAvzxeB (Vereinigung von Mengen)
reAd & x¢A (Komplement von Mengen)

e Anwendung der Umkehrfunktion
Ist f: A— B injektiv, dannist f~'(f(x))=x fiir alle z € A
— Die Umkehrfunktion f~! ist definiert durch f~'(y)=2 < f(2)=v.
Fiir y=f(z) gilt also [~ (f(x))=2 < f(2)=f().
Da f injektiv ist, gilt f(2)=f(x) < x=z und damit ist {~'(f(z))=x
Gilt auch f(f(y))=y fiir alle y € B?
Nein! f~! ist nicht fiir alle y € B definiert, wenn f nicht auch surjektiv ist

) IR ——— S (R —————— N O 1N N ArmT T A A AT r~TT1 A AT rmrres T~ T11r




SCHEMATISCHER BEWEIS MIT DEFINITIONSAUFLOSUNG I

Wenn S endliche Teilmenge einer Menge U ist und das
Komplement von S beziiglich U endlich ist, dann ist U endlich

¢ Informales Argument beschreibt Kernidee des Beweises

— U ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen, also endlich
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SCHEMATISCHER BEWEIS MIT DEFINITIONSAUFLOSUNG I

Wenn S endliche Teilmenge einer Menge U ist und das
Komplement von S beziiglich U endlich ist, dann ist U endlich

¢ Informales Argument beschreibt Kernidee des Beweises

— U ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen, also endlich

e Schematischer Beweis prasentiert alle Details

Definition: S endlich = Es gibt eine ganze Zahl n mit |S| = n
T Komplementvon S = TUS = U und TNS = ()
Aussage Begriindung
1. S endlich Gegeben
2. T'Komplement von S Gegeben
3. T endlich Gegeben
4. |S| =nfireinneN Aufldsen der Definition in (1)
5. |T| =mfireinmeN Auflosen der Definition in (3)
6. TUS=U Auflosen der Definition in (2)
7. TNS =10 Auflsen der Definition in (2)
8. |Ul=m+nfirn,meN (4),(5),(6), (7) und Gesetze der Kardinalitat
9. U endlich Einsetzen der Definition in (8)

In einfachen Beweisen ist das informale Argument oft einsichtiger
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BEWEISFUHRUNG DURCH “UMKEHRUNG” I

e Kontraposition
— Anstatt zu zeigen, dall die Behauptung B aus den Annahmen A folgt,
beweise, dal} nicht A aus der Annahme nicht B folgt
— Aussagenlogisch ist =B = —A dquivalent zu A = B
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BEWEISFUHRUNG DURCH “UMKEHRUNG” I

e Kontraposition
— Anstatt zu zeigen, dall die Behauptung B aus den Annahmen A folgt,
beweise, dal} nicht A aus der Annahme nicht B folgt
— Aussagenlogisch ist =B = —A dquivalent zu A = B

e Hiufigste Anwendung: Indirekte Beweisfiihrung
— Zeige, da} aus nicht B und A ein Widerspruch (also —A) folgt
— Aussagenlogisch ist =(— B r A) dquivalent zu A = B
— Beispiel: Wenn fiir eine natiirliche Zahl x gilt v*>1, dann ist x>2
Beweis: Sei 27> 1.
Wenn x>2 nicht gilt, dann ist x=1 oder x=0.
Wegen 1°=1 und 0°=0 ist x°>1 in beiden Fiillen falsch.

Also muss x>2 sein

Diese Art Beweisfiihrung erscheint zunachst unnatirlich und erfordert etwas Training
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WIDERLEGUNGSBEWEISE
ZEIGE, DASS EINE BEHAUPTUNG B NICHT GILT

e Widerspruchsbeweise zeigen, dal} B niemals gelten kann
— Zeige, dal} aus Annahme B ein Widerspruch folgt
— Beispiel: Ist S endliche Teilmenge einer unendlichen Menge U,
dann ist das Komplement von S beziiglich U unendlich
— Beweisidee: Wenn S endlich wiire, dann miisste auch U endlich sein.
— Ausfiihrlich: Wir nehmen an S sei endlich. Da S ebenfalls endlich ist,
muf3 U aufgrund des Satzes auf Folie L1l endlich sein.
Dies ist ein Widerspruch, da U unendlich ist.
Also ist die Annahme falsch und S ist nicht endlich

*
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WIDERLEGUNGSBEWEISE
ZEIGE, DASS EINE BEHAUPTUNG B NICHT GILT

e Widerspruchsbeweise zeigen, dal} B niemals gelten kann
— Zeige, dal} aus Annahme B ein Widerspruch folgt

— Beispiel: Ist S endliche Teilmenge einer unendlichen Menge U,
dann ist das Komplement von S beziiglich U unendlich

— Beweisidee: Wenn S endlich wiire, dann miisste auch U endlich sein.*

— Ausfiihrlich: Wir nehmen an S sei endlich. Da S ebenfalls endlich ist,
muf3 U aufgrund des Satzes auf Folie L1l endlich sein.
Dies ist ein Widerspruch, da U unendlich ist.

Also ist die Annahme falsch und S ist nicht endlich

e Gegenbeispiele zeigen, dall B nicht immer wahr sein kann
— B ist nicht allgemeingiiltig, wenn es ein einziges Gegenbeispiel gibt
— Beispiel: Wenn x eine Primzahl ist, dann ist x ungerade ist falsch

— Gegenbeispiel: 2 ist eine gerade Zahl, die eine Primzahl ist

* Wir haben zugunsten einer einfacheren Schreibweise die Notation S als Abkiirzung
fur “das Komplement von S beziiglich U" verwendet
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EIN KLASSISCHER WIDERSPRUCHSBEWEIS I

e Es gibt unendlich viele Primzahlen
— Wir nehmen an, es gdbe nur endlich viele Primzahlen p, .., Doz
Dann ist jede natiirliche Zahl n €N, die grofier als 1 ist, durch mindestens
eine dieser Primzahlen teilbar.
Sei v = 1 + 11" p; das Produkt all dieser Primzahlen plus 1.
Dann ist x durch keine der Zahlen p; teilbar (Beweis unten)
Dies ist ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch

und somit gibt es unendlich viele Primzahlen.
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EIN KLASSISCHER WIDERSPRUCHSBEWEIS I

e Es gibt unendlich viele Primzahlen
— Wir nehmen an, es gdbe nur endlich viele Primzahlen p, .., Doz
Dann ist jede natiirliche Zahl n €N, die grofier als 1 ist, durch mindestens
eine dieser Primzahlen teilbar.
Sei v = 1 + 11" p; das Produkt all dieser Primzahlen plus 1.
Dann ist x durch keine der Zahlen p; teilbar (Beweis unten)
Dies ist ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch

und somit gibt es unendlich viele Primzahlen.

o Fiir alle p>2 und k €N ist x = kxp+1 nicht durch p teilbar
— Wir nehmen an x sei durch p teilbar, also x = jxp fiir ein 5 € N. Dann muf
j>k sein, also j—k>1, und es gilt 1 = x—kxp = (j—k)xp > 1xp > 2

Dies ist ein Widerspruch, also kann x nicht durch p teilbar sein.
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BEWEIS DER IRRATIONALITAT VON ZAHLEN I

e Die Wurzel von 2 ist keine rationale Zahl
— Wir nehmen an /2 sei rational, d.h. \/2 = p/q fiir zwei teilerfremde
Zahlen p, q €Z. Dann ist p* = 2q¢°, also eine gerade Zahl.
Damit muf3 auch p gerade sein, also p = 2r fiir ein r € /.
Dann ist aber auch ¢* = 2r?, also ist q ebenfalls gerade.
Damit sind p und q gerade, also nicht teilerfremd.

Dies ist ein Widerspruch und damit kann /2 nicht rational sein.
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BEWEIS DER IRRATIONALITAT VON ZAHLEN I

e Die Wurzel von 2 ist keine rationale Zahl
— Wir nehmen an /2 sei rational, d.h. \/2 = p/q fiir zwei teilerfremde
Zahlen p, q €Z. Dann ist p* = 2q¢°, also eine gerade Zahl.
Damit muf3 auch p gerade sein, also p = 2r fiir ein r € /.
Dann ist aber auch ¢* = 2r?, also ist q ebenfalls gerade.
Damit sind p und q gerade, also nicht teilerfremd.

Dies ist ein Widerspruch und damit kann /2 nicht rational sein.

e Der Zweierlogarithmus von 3 ist keine rationale Zahl
— Wir nehmen an log, 3 sei rational, d.h. log, 3 = p/q fiir fiir zwei
Zahlen p, g € Z. Dann ist 37 = 2P, also eine gerade Zahl.

Dies ist ein Widerspruch, und damit kann log, 3 nicht rational sein.
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R 1ST UBERABZAHLBAR (MACHTIGER ALS N)

e Beweis verkettet mehrere Argumente
— Wir zeigen, daB} es keine surjektive Funktion f:N—(0, 1) geben kann
— Dann kann es auch keine Bijektion f:N—(0, 1) geben
—Da (0,1) und R gleichméchtig sind, gibt es keine Bijektion f:N—R
— Damit kann R nicht abzédhlbar sein
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R 1ST UBERABZAHLBAR (MACHTIGER ALS N)

e Beweis verkettet mehrere Argumente
— Wir zeigen, daB} es keine surjektive Funktion f:N—(0, 1) geben kann
— Dann kann es auch keine Bijektion f:N—(0, 1) geben
—Da (0,1) und R gleichméchtig sind, gibt es keine Bijektion f:N—R
— Damit kann R nicht abzédhlbar sein

o Es gibt keine surjektive Funktion f-N—(0, 1)
— Wir nehmen an, f existiert, d.h. fiir alle x (0, 1) gibt es ein i €N mit
x = f(i). Wir konstruieren ein z € (0, 1) das von allen f (i) verschieden ist.
Dazu bezeichnen wir die j-te Dezimalstelle einer Zahl x < (0, 1) mit x
und definieren z; = 4, falls f(j); = 5 ist, und sonst z; = 5.
Damit ist z;# f(7), fiir alle j, also kann es kein i €N geben mit z = f(1).
— Dies ist ein Widerspruch und somit gibt es kein surjektives f:N—(0, 1).

) L — S (R —— G | A A rmTIT " A A AT ~TTT A AT rmr eI~ 17175




R 1ST UBERABZAHLBAR (MACHTIGER ALS N)

e Beweis verkettet mehrere Argumente
— Wir zeigen, daB} es keine surjektive Funktion f:N—(0, 1) geben kann
— Dann kann es auch keine Bijektion f:N—(0, 1) geben
—Da (0,1) und R gleichméchtig sind, gibt es keine Bijektion f:N—R
— Damit kann R nicht abzédhlbar sein

o Es gibt keine surjektive Funktion f-N—(0, 1)
— Wir nehmen an, f existiert, d.h. fiir alle x (0, 1) gibt es ein i €N mit
x = f(i). Wir konstruieren ein z € (0, 1) das von allen f (i) verschieden ist.
Dazu bezeichnen wir die j-te Dezimalstelle einer Zahl x < (0, 1) mit x
und definieren z; = 4, falls f(j); = 5 ist, und sonst z; = 5.
Damit ist z;# f(7), fiir alle j, also kann es kein i €N geben mit z = f(1).
— Dies ist ein Widerspruch und somit gibt es kein surjektives f:N—(0, 1).

e Zusatzfrage: warum nicht einfach z; = 9—f(7);?




R 1ST UBERABZAHLBAR (MACHTIGER ALS N)

e Beweis verkettet mehrere Argumente
— Wir zeigen, daB} es keine surjektive Funktion f:N—(0, 1) geben kann
— Dann kann es auch keine Bijektion f:N—(0, 1) geben
—Da (0,1) und R gleichméchtig sind, gibt es keine Bijektion f:N—R
— Damit kann R nicht abzédhlbar sein

o Es gibt keine surjektive Funktion f-N—(0, 1)
— Wir nehmen an, f existiert, d.h. fiir alle x (0, 1) gibt es ein i €N mit
x = f(i). Wir konstruieren ein z € (0, 1) das von allen f (i) verschieden ist.
Dazu bezeichnen wir die j-te Dezimalstelle einer Zahl x < (0, 1) mit x
und definieren z; = 4, falls f(j); = 5 ist, und sonst z; = 5.
Damit ist z;# f(7), fiir alle j, also kann es kein i €N geben mit z = f(1).
— Dies ist ein Widerspruch und somit gibt es kein surjektives f:N—(0, 1).

e Zusatzfrage: warum nicht einfach z; = 9—f(7);?
— Fiir z = 0.4999999... = 0.50000000.. wire z; = 9 — z; kein Widerspruch

— Auch wenn es unwahrscheinlich ist, dall wir genau diese Zahl erreichen,
wire der Beweis nicht mehr tiberzeugend
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DAS WAR EIN SOGENANNTER DIAGONALBEWEIS I

Spezielle Form von Widerlegungsbeweisen

Konstruktion von Gegenbeispielen fiir Aussagen tiber unendliche Objekte

Wichtig fiir Unmoglichkeitsbeweise in der Informatik

¢ z.B. Terminierung von Programmen ist unentscheidbar
Es gibt kein Programm, das testen kann, ob ein beliebiges Programm

bei einer bestimmten Eingabe iiberhaupt anhdilt

e Beweis stiitzt sich auf wenige Grundannahmen
1. Programme und ihre Daten sind als Zahlen codierbar
Schreibweise: p;(j) = Anwendung des ¢-ten Programms auf die Zahl j
2. Computer sind universelle Maschinen
Bei Eingabe von Programm und Daten berechnen sie das Ergebnis
3. Man kann Programme beliebig zu neuen Programmen zusammensetzen

... und die Nummer des neuen Programms berechnen
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

— Term(z, j)=1 falls p;(j) anhilt (sonst 0) 0 1 2 3 4
pol X X X L X
pp L 1L X X X
pal X X L X X
p3 L x L X L

X = Terminierung, _L = halt nicht
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

— Term(z, j)=1 falls p;(j) anhilt (sonst 0) 0 1 2 3 4
e Konstruiere ein Programm Unsinn pol X X X L X
wie folgt: pi| L 1L X X X
Unsinn(i) = { (j— :ZZI;T Tern(z,2)=0 p2| X X L X X
ps| L X 1 x L

X = Terminierung, _L = halt nicht
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

— Term(z, j)=1 falls p;(j) anhilt (sonst 0) 0 1 2 3 4
e Konstruiere ein Programm Unsinn pol L X X L X
wie folgt: pi| L X X X X
s imn(l) — { 0 wenn Term (i, i)=0 prl X X X X X
L sonst psl L ox L L 1

X = Terminierung, _L = halt nicht
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

_ Term(i ,]) =1 falls pz(]) anhalt (SOnSt O) 0 1 2 3 4
e Konstruiere ein Programm Unsinn pol L X X L X
wie folgt: pi| L X X X X
Unsinn(i) = { | e et D=0 P2 X X X X X
1 sonst psl L x 1 1 [

e Weil Unsinn ein Programm ist, mub} es

eine Nummer k haben x = Terminierung, L = hilt nicht
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

— Term(7,7)=1 falls p;(j) anhélt (sonst 0) 0 1 2 3 4
¢ Konstruiere ein Programm Unsinn pol L X x L X
wie folgt: Pl L X X X X
s inn(i) { 0 wenn Term(i,i)=0 ool X X X X X
1 sonst pa L X 1T X T
e Weil Unsinn ein Programm ist, mub} es
eine Nummer k haben x = Terminierung, L = hilt nicht

e Was macht Unsinn=p; bei Eingabe der eigenen Nummer als Daten?
— Wenn py(k) hilt, dann Term(k,k)=1, also hilt Unsinn(k) nicht an ~ ???
— Wenn py (k) nicht hélt, dann Term(k,k)=0, also hilt Unsinn(k) an  ???
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PROGRAMMTERMINIERUNG IST UNENTSCHEIDBAR I

e Annahme: es gibt ein Programm fiir den Terminierungstest

— Term(7,7)=1 falls p;(j) anhélt (sonst 0) 0 1 2 3 4
¢ Konstruiere ein Programm Unsinn pol L X x L X
wie folgt: Pl L X X X X
s inn(i) { 0 wenn Term(i,i)=0 ool X X X X X
1 sonst pa L X 1T X T
e Weil Unsinn ein Programm ist, mub} es
eine Nummer k haben x = Terminierung, L = hilt nicht

e Was macht Unsinn=p; bei Eingabe der eigenen Nummer als Daten?
— Wenn py(k) hilt, dann Term(k,k)=1, also hilt Unsinn(k) nicht an ~ ???
— Wenn py (k) nicht hélt, dann Term(k,k)=0, also hilt Unsinn(k) an  ???

e Dies ist ein Widerspruch,

Also kann es den Test auf Terminierung nicht geben
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINE BEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend ab 2)
— “@Gilt B fir 2 und B fur n+1, wenn B fiir n gilt, dann gilt B fiir alle n>¢”
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINE BEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend ab 2)
— “Gilt B fir 2 und B fir n+1, wenn B fur n gilt, dann gilt B fir alle n>¢”
— Beispiel: Fiir alle x>4 gilt 2T > 2
Induktionsanfang x=4: Esist 2* = 16 > 16 = 2
Induktionsannahme: Es gelte 2"">n? fiir ein beliebiges n>4
Induktionsschritt: Es ist 2" = 2x2" > 2n? (auferund der Induktionsannahme)
und (n+1)? = n*+2n+1 = n(n+2+3) < n(n+n) =2n*  (wegen n>4)
also gilt 2" > (n+1)?
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt damit 2">n? fiir alle n>4
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INDUKTIVE BEWEISE
BEWEISE EINE BEHAUPTUNG B FUR ALLE NATURLICHEN ZAHLEN

e Standardinduktion (beginnend ab 2)
— “Gilt B fir 2 und B fir n+1, wenn B fur n gilt, dann gilt B fir alle n>¢”
— Beispiel: Fiir alle x>4 gilt 2T > 2
Induktionsanfang x=4: Esist 2* = 16 > 16 = 2
Induktionsannahme: Es gelte 2"">n? fiir ein beliebiges n>4
Induktionsschritt: Es ist 2" = 2x2" > 2n? (auferund der Induktionsannahme)
und (n+1)? = n*+2n+1 = n(n+2+3) < n(n+n) =2n*  (wegen n>4)
also gilt 2" > (n+1)*
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt damit 2">n? fiir alle n>4

¢ Vollstandige Induktion
— “Folgt B fiir n, wenn B fir alle :<j<n gilt, dann gilt B fiir alle n>7"

— Michtiger, da man nicht den unmittelbaren Vorgianger benutzen muss
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ZWEI WICHTIGE SUMMENFORMELN I

e Gauly’sche Summenformel: " i = n(n+4+1)/2
Induktionsanfang n = 0: Esist > i =0 = 0(0+1)/2
Induktionsannahme: Es gelte Y " i = m(m+1)/2 fiir ein m eN
Induktionsschritt: Es sei n = m+-1.

Dannist Y " i=>Y " i+ (m+1) =m(m+1)/2 + (m+1)
= (m+1)(m+2)/2 = n(n+1)/2
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt > ", i = n(n+1)/2 fiir alle n €N
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ZWEI WICHTIGE SUMMENFORMELN I

e Gauly’sche Summenformel: " i = n(n+4+1)/2
Induktionsanfang n = 0: Esist > i =0 = 0(0+1)/2
Induktionsannahme: Es gelte Y " i = m(m+1)/2 fiir ein m eN
Induktionsschritt: Es sei n = m+-1.

Dannist Y " i=>Y " i+ (m+1) =m(m+1)/2 + (m+1)
= (m+1)(m+2)/2 = n(n+1)/2
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt > ", i = n(n+1)/2 fiir alle n €N

e Die “Informatik-Formel”: > " 27! =2"—1

(Beschreibt die groBte mit n Bit darstellbare Zahl)
Induktionsanfang n = 0: Es ist > . 271 =0 =20—1
Induktionsannahme: Es gelte > " 2'~1 = 2"—1 fiir ein m eN
Induktionsschritt: Es sei n = m+1.
Dannist Y ¢ 207t =3"" orbpomitlol—om_7 4 om
=2mtl 1 =29n]
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt > " i = n(n+1)/2 fiir alle n €N
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DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3¢ und 5c Briefmarken zu erzeugen?
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DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3¢ und 5c Briefmarken zu erzeugen?
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DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3¢ und 5c Briefmarken zu erzeugen?

e Informales Argument ist leicht einzusehen
— Basisfille 8, 9, 10 sind 10sbar wie oben 1llustriert.
— Losung fiir groBere n wird aus der fiir n—3 mit weiteren 3¢ erzeugt
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DAS BRIEFMARKEN PROBLEM I

Ist es moglich, jedes Porto ab 8 Cent nur
mit 3¢ und 5c Briefmarken zu erzeugen?

e Informales Argument ist leicht einzusehen
— Basisfille 8, 9, 10 sind 10sbar wie oben 1llustriert.

— Losung fiir groBere n wird aus der fiir n—3 mit weiteren 3¢ erzeugt

e Induktionsbeweis benotigt vollstandige Induktion
Behauptung B(n) (fiir n>8): Es gibt a,beN mit n = 3-a + 5-b
Induktionsannahme: Sei n>8 beliebig. Es gelte B(j) fiir alle 8<j<n
Induktionsschritt: Falls n = 8,9, 10 wdhle (a,b) = (1,1), (3,0), bzw. (0,2).

Ansonsten gibt es fiir j=n—3>8 Zahlen o', b’ mit j=3-a’+5-V'. (1A)
Es folgt n = j+3 = 3-(a’+1) + 5:b'. Wihle (a,b) = (a’+1,V)
Aufgrund des Prinzips der vollstindigen Induktion folgt B(n) fiir alle n>8
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EXISTENZ EINER GANZZAHLIGEN QUADRATWURZEL I

Fiir alle n €N existiert ein r €N mit r><n<(r+1)?

e Beweis mit Standardinduktion
Behauptung B(n): es existiert ein v € N mit r*<n<(r+1)?
Induktionsanfang n = 0: wéhle r = 0, dann gilt 0°<0<(0+1)? also B(0).
Induktionsannahme: Es gelte B(m) fiir ein m €N
Induktionsschritt: Es sei n = m+1.
Wegen B(m) gibt es ein r,, mit r>, <m<(r,,+1)’
Falls (r,,+1)°<m+1 = n dann wdihle v = r,,+1 und sonst r = r,,
In beiden Fiillen gilt r*<n<(r-+1)? (ausrechnen!), also B(n)
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt B(n) fiir alle n e N
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EXISTENZ EINER GANZZAHLIGEN QUADRATWURZEL I

Fiir alle n €N existiert ein r €N mit r><n<(r+1)?

e Beweis mit Standardinduktion
Behauptung B(n): es existiert ein v € N mit r*<n<(r+1)?
Induktionsanfang n = 0: wéhle r = 0, dann gilt 0°<0<(0+1)? also B(0).
Induktionsannahme: Es gelte B(m) fiir ein m €N
Induktionsschritt: Es sei n = m+1.
Wegen B(m) gibt es ein r,, mit r>, <m<(r,,+1)’
Falls (r,,+1)*<m+1 = n dann wiihle r = r,,+1 und sonst r = r,,
In beiden Fiillen gilt r*<n<(r-+1)? (ausrechnen!), also B(n)
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt B(n) fiir alle n e N

¢ Beweis mit vollstandiger Induktion
Induktionsannahme: Es gelte B(m) fiir alle m<n
Induktionsschritt: Wegen B(n-=-4) gibt es ein o mit ri<n-+4<(ro+1)
Falls (2ry+1)*<n dann wéihle v = 2ry+1 und sonst r = 2r
In beiden Fiillen gilt r*<n<(r-+1)? (ausrechnen!), also B(n)
Der Beweis hat eine ahnliche Struktur, springt aber weiter zuriick. Er enthalt implizit einen

sehr effizienten Algorithmus zur Berechnung von |y/n]. Wie sieht dieser aus??
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHRERE AUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bei rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel: Sei f(0) = 0und f(n+1) =1—f(n)
—Zeige: f(n) =0, falls n gerade und sonst 1
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHRERE AUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bei rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel: Sei f(0) = 0und f(n+1) =1—f(n)
—Zeige: f(n) =0, falls n gerade und sonst 1

e Problem beinhaltet zwel zusammengehorige Aussagen
Bi(n): Fiir gerade n ist f(n)=0, Bs(n): Fiir ungerade n ist f(n)=1
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SIMULTANE (GLEICHZEITIGE) INDUKTION
.. WENN MEHRERE AUSSAGEN VONEINANDER ABHANGEN

e Haufig bei rekursiv definierten Funktionen
— Beispiel: Sei f(0) = 0und f(n+1) =1—f(n)
—Zeige: f(n) =0, falls n gerade und sonst 1

e Problem beinhaltet zwel zusammengehorige Aussagen
Bi(n): Fiir gerade n ist f(n)=0, Bs(n): Fiir ungerade n ist f(n)=1

e Induktionsbeweis zeigt beide Aussagen gleichzeitig
Induktionsanfang n=0: n ist gerade und es ist f(0)=0, also gilt B(0)
n ist nicht ungerade, also gilt B(0)

(Voraussetzung nicht erfiillt)

Induktionsannahme: Es gelte Bi(n) und By(n).
Induktionsschritt: Falls n+1 gerade ist, dann ist n ungerade
und es gilt f(n)=1 wegen Bs(n) also f(n+1)=0 und damit B(n+1)
Ausserdem gilt Bo(n+1), da n+1 nicht ungerade ist
Ansonsten ist n gerade und f(n—+1)=1 wegen Bi(n), also gilt Bo(n+1)

Ausserdem gilt B1(n+1), da n+1 nicht gerade ist
Aufgrund des Induktionsprinzips folgen beide Behauptungen fiir alle n

T
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SIMULTANE INDUKTION AUSFORMULIERT  £(0)=0, f(n+1)=1—f(n)

Um zu zeigen, dal f(n) = 0, falls n gerade und sonst 1 ist, zeigen wir durch
Induktion, daB fiir alle n € N die folgenden beiden Aussagen gelten
Bi(n): ngerade < f(n)=0
Bs(n): nungerade < f(n)=1
Induktionsanfang n—=0:
Bi(n): 0 ist gerade und nach Definition ist f(0) = 0, also gilt Aussage Bi(n).
Bs(n): 0 ist nicht ungerade und nach Definition ist f(0)5#1, also gilt die
Aquivalenz Bs(n), da jeweils die rechte und linke Seite falsch ist.
Induktionsannnahme: Es gelte B;(m) und By(m) fiir ein beliebiges m € N.
Induktionsschritt: Es sei n = m+-1.
Bi(n): Esistn = m+1 gerade < m ist ungerade
& f(m)=1 (Induktionsannahme By(m))
< f(n) =1=f(m) =0
Bs(n): Esist n = m+1 ungerade < m ist gerade
& f(m) =0 (Induktionsannahme Bj(m))
& fln)=1=f(m) =1
Aufgrund des Induktionsprinzips gilt By(n) und Bsy(n) fiir alle n € N
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EXISTENZ EINES GROSSTEN GEMEINSAMEN TEILERS I

Fiir alle a,b €N existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler r € N

e Wann ist « der grofite gemeinsame Teiler von a und b
— x teilt a, x teilt b, und fiir jedes y, das a und b teilt, gilt y<z
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EXISTENZ EINES GROSSTEN GEMEINSAMEN TEILERS I

Fiir alle a,b €N existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler r € N

e Wann ist « der grofite gemeinsame Teiler von a und b
— x teilt a, x teilt b, und fiir jedes y, das a und b teilt, gilt y<x

e Beweis benotigt vollstandige Induktion auf Paaren
Behauptung B(a, b): es gibt einen grifsten gemeinsamen Teiler x von a und b
Induktionsannahme: Sei a, b beliebig. B(a', V') gelte fiir alle (a’,b')<(a, b)"
Induktionsschritt: Falls a = b dann wdihle x = a.

Falls a > b dann gibt es wegen B(a—b, b) einen grofiten

gemeinsamen Teiler x1 von a—b und b. Wiihle x = x.

Falls a < b dann gibt es wegen B(a,b—a) einen grofsten

gemeinsamen Teiler xo von a und b—a. Wiihle x = x-.

In allen drei Fillen ist x der grofste gemeinsame Teiler von a und b.
Aufgrund des Induktionsprinzips folgt B(a,b) fiir alle a, b <N

Der Beweis enthalt implizit einen sehr effizienten Algorithmus zur Berechnung von gg7T'(a, b)

“Es ist (a',b")<(a,b) genau dann wenn a'<a oder a’=a und b’ <b
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INDUKTIONSBEWEISE FUR ANDERE DATENSTRUKTUREN I

Viele Datenstrukturen lassen sich induktiv programmieren

e N: Natiirliche Zahlen
—0eN (Null ist eine natiirliche Zahl)

—neN = n+1eN (jeder Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl)
e List T': Listen uiber einem Datentyp T

— || e List T (leere Liste - ohne Elemente)
—leListT Anxel = x::lecListT (Voranstellen eines Elements aus 7))

e X*: Worter (Strings) iiber einem Alphabet X

—eeX” (leeres Wort - ohne Symbole)
—weXF Araek = wa € XF (Anhangen eines Symbols aus X an ein Wort)

e Tree 7': Baume mit Markierungen aus 7T
—xel = xeTree T (einzelner Knoten mit Markierung x)

—xel Aty t,eTreeT = (x,|ty, .., t,]) € Tree T

(Baum mit Wurzel x und Unterbaumen t;..t,,)

Induktionsbeweise folgen der Struktur dieses Aufbaus
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STRUKTURELLE INDUKTION
BEWEIS AUF BASIS DER STRUKTUR EINES INDUKTIVEN DATENTYPS

Gilt Behauptung B fiir das Basiselement des Typs und
fur ein zusammengesetztes Element, wenn B fiir seine
Unterelemente gilt, dann gilt B fur alle Elemente des Typs
— Zahlen: Gilt B(0) und B(n+1), wenn B(n) gilt, dann gilt Vo eN.B(z)
— Listen: B([]) A (B(l) = VxeT.B(x :: 1)) = VieList T.B(I)

— Worter: B(e) n (B(w) = VaeX.B(wa)) = YweX*.B(w)

Hiufig eingesetzt fiir Analyse von Listen- und Baumstrukturen (Suchen, Sortieren, ...)
oder von syntaktischen Strukturen (Formeln, Programmiersprachen, .. .)
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STRUKTURELLE INDUKTION
BEWEIS AUF BASIS DER STRUKTUR EINES INDUKTIVEN DATENTYPS

Gilt Behauptung B fiir das Basiselement des Typs und
fur ein zusammengesetztes Element, wenn B fiir seine
Unterelemente gilt, dann gilt B fur alle Elemente des Typs

— Zahlen: Gilt B(0) und B(n+1), wenn B(n) gilt, dann gilt Vo eN.B(z)
— Listen: B([]) A (B(l) = VxeT.B(x :: 1)) = VieList T.B(I)
— Worter: B(e) n (B(w) = VaeX.B(wa)) = YweX*.B(w)

Hiufig eingesetzt fiir Analyse von Listen- und Baumstrukturen (Suchen, Sortieren, ...)
oder von syntaktischen Strukturen (Formeln, Programmiersprachen, .. .)

[ Beispiel: Die Summe einer Liste [ von positiven ganzen
Zahlen ist mindestens so grof3 wie ihre Liinge
Induktionsanfang [ = [|: Die Summe und die Liinge von [ sind 0
Induktionsannahme: Es gelte sum(l)>|l|
Induktionsschritt: Sei x € Z" und ' = x :: |
Dann gilt sum(l') = sum(l)+x > sum(l)+1 > |l|+1 = |l'| (1A)
Aufgrund des Induktionsprinzips folgt die Behauptung fiir alle Listen
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STRUKTURELLE INDUKTION AUF STRINGS I

e Fiir alle Strings u,v € X" gilt |uv| = |u|+]|v]
Die Liange der Konkatenation u v zweier Strings v und v ist die Summe
der Einzelldngen |u| und |v|
Wir fiihren eine strukturelle Induktion tiber den zweiten String v
Behauptung B(v): Fiir alle w e > gilt |uv| = |u|+]|v|

Induktionsanfang v = €: Es ist |u v|=|u €|=|u|=|u|+0=|u|+|e|=|u|+|v|

also gilt (B(¢))
Induktionsannahme: Es gelte B(w) fiir ein w € >*
Induktionsschritt: Es sei a € beliebig und v = wa.
Dann ist luv|=luw a| = |uw|+1 =74 |u|+|w|+1=|u|+|w a| = |u|+|v]
also gilt (B(v))

Wegen des Induktionsprinzips folgt die Behauptung B(v) fiir alle v € >*
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STRUKTURELLE INDUKTION AUF BINARBAUMEN I

¢ Binarbaume haben zwei Nachfolger pro Knoten
—xel = xreBTree T

—x €T Aty,toe BTree T = (x,[t,ts]) € BTree T
— Anzahl der Knoten: #(x) = 1, #(x, [t1,t2]) = #(t1)+#(t2)+1
— Tiefe eines Baums: d(x) = 1, d(x, [t1,ts]) = max(d(ty), d(t2))+1
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STRUKTURELLE INDUKTION AUF BINARBAUMEN I

¢ Binarbaume haben zwei Nachfolger pro Knoten
—xel = xreBTree T

—x €T Aty,toe BTree T = (x,[t,ts]) € BTree T
— Anzahl der Knoten: #(x) = 1, #(x, [t1,t2]) = #(t1)+#(t2)+1
— Tiefe eines Baums: d(x) = 1, d(x, [t1,ts]) = max(d(ty), d(t2))+1

¢ Fiir jeden Biniirbaum ¢ gilt #(¢) < 2¢(t) _1
Induktionsanfang t = x: Tiefe und Anzahl der Knoten ist 1 < 2'—1
Induktionsannahme: Es gelte #(t)) < 2% —1 und #(t,) < 292 1
Induktionsschritt: Sei t = (x, [t1, t5|). Dann gilt

#(t) = ##(t1)+#(t2)+1
(290) 1) 4+ (2902) —1) + 1 (1A)
(2max(d(t).d(t2) 1) 4 (2mex(dt)d(t2) 1) 41 q(t))<maz(d(t,), d(t2))

— 9 4 9max(d(t)dtz)) _1 — 9d(t)_q

<
<

Wegen des Induktlonsprleps folgt die Behauptung fiir alle Binarbaume
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WIE GENAU/FORMAL MUSS EIN BEWEIS SEIN? I

e “Ein Beweis ist ein Argument, das den Leser tliberzeugt”
Beweisidee mul3 klar erkennbar und einsichtig sein
Beweis mul3 genau genug, um Details rekonstruieren zu konnen

Formal und detailliert ist nicht immer besser (vgl. Briefmarkenproblem)

e Text mul} prazise Sprache verwenden, lesbar und klar verstandlich sein

Formeln / Textfragmente ohne erkennbaren Sinn aneinanderzureihen ist unakzeptabel

Zwischenschritte miissen mit “liblichen” Vorkenntnissen erklarbar sein

e Gedankenspriinge sind erlaubt, wenn Sie die Materie gut genug verstehen,
dass Sie nichts mehr falsch machen konnen

... es reicht nicht, dass Sie es einmal richtig gemacht haben

e Tip: ausfiihrliche Losungen entwickeln, bis Sie genug Erfahrung haben.
Bei Prisentation fiir Andere: zentrale Gedanken aus LOosung extrahieren

e Test: verstehen Kommilitonen Thre Losung und warum sie funktioniert?

Mehr dazu in den Ubungen
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METHODIK DES PROBLEMLOSENS I

e Klarung der Voraussetzungen
— Welche Begriffe sind zum Verstiandnis des Problems erforderlich?
— Erstellung eines prazisen Modells: abstrahiere von Details

— Formulierung des Problems im Modell: was genau 1st zu tun?

e Losungsweg konkretisieren
— Welche Einzelschritte benotigt man, um das Problem zu 16sen?
— Welches Gesamtergebnis ergibt sich aus den Einzelschritten?

— Wie beweist man die Korrektheit des Gesamtergebnisses?

¢ Losung zusammenfassen
— Kurz und pragnant: Argumente auf das Wesentliche beschranken

— Wo moglich mathematisch priazise Formulierungen verwenden
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ANHANG
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: LOGIK & MENGENOPERATIONEN I

e Notation fiir logische Operationen
— P,@Q, R oder P(x),Q(x) sind Platzhalter fiir elementare Aussagen
— Aussagenlogische Formeln: - P, Pr(), Pv(Q, P= (), P< ()
— Quantoren: V. P(x), Jx.P(x)

¢ Notation fiir mengentheoretische Konzepte
— S, M sind typische Platzhalter fiir Mengen
— Mengenzugehorigkeit: x €S
— Beschreibung einer Menge durch Eigenschaften: {x | P(x)}
— Konstruktion durch Eigenschaften und Funktionen: { f(x) | P(z)}
... mit Auswahl aus einer Menge: {x<S | P(x)}}, {f(z) | xS}, ...
— Quantifizierung iiber Elemente einer Menge: Vx € S.P(x), dreS.P(x)
— Vereinigung: S1USs ={x | z€S;vreSy}
— Durchschnitt: S1NS ={x | x€S1rx €Sy}
— Differenz : S1—S;={x | x€S1rx ¢S5}
— Komplement: S = {x | x¢S}
— Teilmenge 5,55, echte Teilmenge 5,55, Obermenge 5125, ...
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: FUNKTIONEN I

— Funktion f : S—S5’: Abbildung zwischen Grundmengen .S und S’

nicht unbedingt auf allen Elementen von S definiert (_L = undefiniert)
— Domain von f: domain(f) ={x S | f(x) definiert} (Definitionsbereich)
—Range von f: range(f)={yeS' | JxeS. f(x) =y} (Wertebereich)

— [ total: domain(f) = S (andernfalls ist | partiell)

 J injektiv: 2y = f(2)£f(y)

— f surjektiv: range(f) = S’

— [ bijektiv: f injektiv und surjektiv

— Umkehrfunktion f~1:5"—=S: f~Hy) =2 & f(z) =y (f muB injektiv sein)

~ Urbild f_1<M> = {.CIZ €S | f<37> GM} (eine Menge, f muB nicht injektiv sein)
— Charakteristische Funktion x,, von McS: X, (7) = j (1) ’g’zl)lrllssta: e M,
— Partiell-charakteristische Funktion ¢, W, (z) = < i za(l)lrllsstm e M,

Mehr Vokabular wird bei Bedarf vorgestellt




MATHEMATISCHES VOKABULAR: LISTEN I

List T': Datenstruktur mit Elementen aus 71’
— |21, .., x,|: geordnete Folge mit Elementen x4, .., x, €T
— ||: leere Liste (ohne Elemente)

— x . [: Voranstellen eines Elements aus I’ vor Liste [

— hd(l): Kopf (erstes Element) der Liste / (hd(z :: 1) = x)
— tl(l): Rest der Liste [ (nach Entfernen des Kopfes) tl(z 1) = 1)
—rev(l): Umkehrung der Liste / (rev([z1, .., xn]) = [Tn, .., 1))

— [19l9: Konkatenation zweier Listen ([z1, .., z,]°y1, .., Y] = [21, . Ty Y1y - Yim))
— |l|: Lange der Liste (|[z1, .., )| = n)
—map(f,l): Anwendung von f auf alle Listeneclemente

(map(f, [z1, .., za]) = [f(21), .., f(20)]))

— [[n] (oder [,,): n-tes Element von [ (&1, .., zn][m] = )

Viele weitere Konzepte definierbar
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: WORTER UND SPRACHEN I

— Alphabet >.: endliche Menge von Symbolen,
zB. X ={0,1},%={0,...9}, ¥ ={A, ... Z,a,..,z, ,7,1,..}
— Wort (String, Zeichenreihe): endliche Folge w von Symbolen eines Alphabets
— >.": Menge aller Worter tiber 2.
— Y7 Menge aller nichtleeren Worter iiber X
— 3% Menge der Worter der Linge k£ mit Symbolen aus &
— €: Leeres Wort (ohne jedes Symbol)
—w a: Anhdngen eines Symbols a an das Wort w
—w v: Konkatenation (Aneinanderhingung) der Worter w und v
— u': i-fache Konkatenation des Wortes (oder Symbols) u
— |w|: Lange des Wortes w (Anzahl der Symbole)
— vCw: v Priafix von w, wenn w = v wu fiir ein Wort
— Sprache L: Beliebige Menge von Wortern iiber einem Alphabet >
Ublicherweise in abstrakter Mengennotation gegeben
z.B. {we{0,1}" | |w]|ist gerade} {0"1" | neN}
— Eine Sprachen kann auch als Problem P bezeichnet werden
(Das “Problem™ ist in diesem Fall, die Zugehorigkeit zur Menge P zu testen)
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: GRAPHEN I

e Gerichteter Graph: Datenstruktur G = (V, E)
— V endliche Menge von Knoten, Fc{ (v,v") eV xV | v#0" } (“Kanten”)
— Nachfolger von v: durch Kanten verbundene Knoten aus {v' €V | (v,v") e E'}
— Nachkommen: transitive Hiille der Nachfolgerrelation
— Grad eines Knotens: Anzahl der direkten Nachfolger
— Pfad (von vy nach v,,): Folge [v1, .., v,] durch Kanten verbundener Knoten
— v’ erreichbar von v: es gibt einen Pfad von « nach v
— Kreis: Pfad mit identischen Start- und Endknoten (alle anderen sind verschieden)
— H Subgraph von G (/{ C (): Knoten und Kanten von H gehoren zu G
— H isomorph zu G (H = (): Umbenennung der Knoten vn H erzeugt GG
Konzepte analog fiir ungerichtete Graphen (Kanten haben keine Richtung)
e L.ohnenswerte Literatur
— S. Krumke, H. Noltemeier: Graphentheoretische Konzepte und Algorithmen, Teubner 2003.

— C. Meinel, M. Mundhenk: Mathematische Grundlagen der Informatik, Teubner 2002.
— K. Denecke: Algebra und Diskrete Mathematik fiir Informatiker, Teubner 2003.
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MATHEMATISCHES VOKABULAR: BAUME I

e Tree 7T': Datenstruktur mit Elementen aus 1’
— x2: Einzelknoten wit Wurzel x €T’
— (x, [t1, .., t,]): Baum mit Wurzel x und Unterbdumen ¢;..t,

e Darstellbar als kreisfreier Graph mit markierten Knoten

— Elemente von I’ sind Knoten des Baums 1

— Kanten verbinden Knoten mit Wurzeln der Unterbdume 1/ % \3
— “Nachfolger” eines Knotens sind geordnet N\

— Wurzel: Knoten ohne Vorginger 4 6

— Blatt / Innerer Knoten: Knoten ohne/mit Nachfolger (1, [(1,[4,6]),2,3])

— Bindrbaum: Baum, in dem jeder innere Knoten Grad 2 hat
— Tiefe: Lange des lingsten Pfades im Baum

e Wichtige Eigenschaften
— Von der Wurzel gibt es zu jedem Knoten genau einen Pfad
— Ein Baum mit n Knoten hat n—1 Kanten
— Ein Bindrbaum mit n Knoten hat mindestens Tiefe [log,(n+1)]
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