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WAS 1IST NICHTDETERMISMUS? I

¢ \Verhalten nicht eindeutig bestimmt
— Automat vahlt Folgezustand aus mehrereidlichkeiten

0.1
.
Sart 0 @ 1 @

— Automat erkennt Strings, die niitt enden
— Eine 0 kann das erste Symbol des Engiesein ... oder auch nicht

e SpontaneUbergange zwischen Zusinden

— Automat geht ohne Eingabe in anderen Zustsioer  €-Ubergang)
0.1...9

Sart

— Automat erkennt ganze Zahlen mit und ohne Vorzeichen

e Hilfreiches Modell ftr Entwurfsphase
— Elegantere Beschreibungsforimichter als korrekt nachzuweisen
— Begrenzte physikalische Realisieruthgrch Parallelrechner aglich
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — WOZU?

e Elegante Formder Textsuche in Dokumenten
— Viele verschiedene fter in grol3en Textsammlungen (Internet)
— Leichte Beschreibung d&uchanfrage
— Deterministisches Erkennungsverfahreahsanmzu beschreiben

e Idee: Simultane Verarbeitung von Alternativen
— z.B. Suche nach den ternweb und ebay am Ende eines Wortes

o w Ll Q

Sart @
— Einw konnte der Anfang vomeb sein
— Eine konnte der Anfang vombay sein

— Aber vor den Vrtern kbnnte noch etwas anderes stehen

e

Nichtdeterminismus = verfolge alle Moglichkeiten simultan
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E-UBERGANGE — VERARBEITUNG OPTIONALER EINGABEN |

e Erkenne Dezimalzahlenim Programmcode
— Zwei Zeichenreihen von Ziffergetrennt durch Dezimalpunkt
— Eine der beiden Zeichenreihen darf leer sein, aber nigdebe

— Optionales Vorzeichen oder- separater Endzustand
0.1...9 0.1...9

¢ 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c, mit Reset-Taste undomatischer Bcksetzung

50
07 507

10 10 10 10 10 10

Sart % 9, a3 q4 ds 20

| 0T 50T 20 >0

reset €
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — PRAZISIERT I

0.1 0.1..9

C— +,_’€
IS EROEVO R OESS

Ein e-NEA (nichtdeterministischer endlicher Automat
mit e-Uberganger) ist ein 5-TupelA = (Q, &, J, qp, F) mit
e () nichtleere endlich@ustandsmenge
e >, (endlicheskEingabealphabetmit € ¢ X
¢ 0: Qx(XU{e}) — P(Q) Zustandsiberfihrungsfunktion *
¢ g,c() Startzustand
e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-) Zustanden
Ein NEA ist ein nichtdet. endlicher Automat ohedJberginge

Oft wird “NEA” als Oberbegriff fiir Automaten mit und ohne e-Uberginge verwendet

*P(Q) = {S|5<Q} (Potenzmengevon Q)

Bei e-NEAs ist 6(q’, a) ist eine (moglicherweise leere) Menge von Zustanden
g
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ARBEITSWEISE VON NEAS I

Erkenne Strings, die mit01 enden

0,1

Sart 90 0 =@ L @

(1) Jedes Teilwort kann ig, bleiben

(2) Ein Teilwort muss mib enden, um nach, zu fuhren
(3) Ein Teilwort muss mib1 enden, um nach, zu fuhren
(4) In g, muss das Wort abgearbeitet sein

Beispiel: Abarbeitung von 00101
0 0 1 0 1

qoi:qoi: i:qo—>qo

91 sackgasse
2 Sackgasse

Ein Abarbeitungsweg flihrt zu einem akzeptierenden Zustand
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ARBEITSWEISE VON NEAS MIT e-UBERGANGEN |

(1) Die Teilworter+, -, unde fuhren nachy,

(2) Teilworter der Formv{0..9}" mit v e {+, -, ¢} fUhren nacly, oderq,
(3) Teilworter der Formv{0..9}". fuhren nachy,oderq,

(4) Teilworter der Formv{0..9}*.{0..9}" fuhren nachy,

(5) Worter die nachy, fuhren, finren auch zum Endzustangl

Beispiel: Abarbeitung von3.14159

€ 3 - 1 4 1 5 9 €
G — G b b G i b b (@)

.
CM—»%( € q5 € q5 € q5 € q5

€ q5 Sackgasse Sackgasse Sackgasse  Sackgasse
Sackgasse

Ein Abarbeitungsweg mit e—Ubergéngen fihrt zu einem Endzustand
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ARBEITSWEISE VON e-NEAS — PRAZISIERT I

e Beschreibee-HlUlle eines Zustandsg
— Dievon ¢ mit e-Ubergangen erreichbaren Zéstde

— Iterative Definition Kleinste Menge mit der Eigenschatft
q ce-Hulle(q) und pee-Hulle(q) A red(p,e) = ree-Hulle(q)

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 8 : Qx2*—P(Q)

— Aufsammelraller bei der Abarbeitung erreichbaren Zaistle
einschliel3lich derjenigen, die ohne Eingabe erreicht emrd

— Induktive Definition(kaskadisches Aufsammeln von Zastien)
e-Hulle(q) falls w=e,

0(q,w) = Hulle(y") falls w= y) *
queg(qu) Uqueé(q/,a) e-Hulle(¢") fallsw=va (a <)
* d.h.ped(q, w) gdw. es gibt einy <4(q, v) undq” <8(¢, a) so dasw < e-Hulle(q")

e VOn A akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabe, fir died(qy, w) einen Endzustand erith

L(A) = {w e =* | §(qo, w)NF#0}
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ERWEITERTE UBERFUHRUNGSFUNKTION |

e-Hillle(q) e,
Uq/ e S(qﬂ)) Uq// €6(q'q) E-HU”e(q”) w=v a (a, S Z) *

%

g(qa w) = {

?)
&)

v & dan

(OR(%

G?(ééé
&

a) e-Hulle(q"”)

'Q\
M
S

~~

=
c
~—

'Q\
M
)

—~
Q\
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UBERFUHRUNGSFUNKTION & (OHNE e-UBERGANGE)

e Abarbeitung von 00101

—6(qo, €) = {ao}
— (g0, 0) = 6(qo, 0) = {q0, a1}
5((107 00) = 6(q0,0)Ué(q1,0) = {q0, q1 YLD = {q0,q1}

— (g, 001) = 6(qp, )US(q1, 1) = {ao}U{a2} = {0, g2}
— 6(gp, 0010) = 6(gn, 0)U(g2,0) = {qo, 1 }Ud = {qo,q1}

—0(qp, 00101) = 6(qo, 1)US(q1, 1) = {qo}H{ a2} =  {qo, a2}
e 00101 wird akzeptiert da d(gg, 00101)NF = {g2}
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BESTIMMUNG DER e-HULLE I

e Dezimalautomat
— Nur zweie-Ubergange

—e-Hulle(go) = {q0, ¢1} - | |
—e-Hulle(gs) = {q3, ¢5} 0,1,.. /
—e-Hulle(q;) = {¢;} sonst

e Viele e-Ubergange
— e-Hulle(q1) = {q1, 42, 43, @, G6 }
—e-Hulle(q2) = {42, 43, g6}
—e-Hulle(gs) = {q3, g6}
—e-Hulle(qs) = {q4}
—e-Hulle(gs) = {q5, g7}

— e-Hulle(gs) = {gs}
— e-Hullle(g-) = {¢+}
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UBERFUHRUNGSFUNKTION § (MIT e-UBERGANGEN)

Abarbeitung von 3.14159 |
~8(qu; €) = e-Hillle(qo) = {90, 91}
- 5(Q07 3>:A 5(Q07 3)U5<Q17 3) — QU{Qla Q4} - {Q17 Q4}

5(610, 3) = e-HUIIe(ql) U 6-HU”€(C]4) = {ql}U{Q4} = {ql, Q4}

N

—0(qo,3.): 0(qr, - )Ud(q4, .) ={q2}U{a3} = {@2, 63}

d(qo, 3.) = e-Hullle(g2) U e-Hillle(gs) = {2} {3, 05} = {2, a3, a5}
—6(qo,3.1): 0(go, 1)US(g3, 1)U(g5, 1) = {g3}U{gs} U 0 = {3}

6(qo, 3.1) = e-Hillle(gs) = {as, g5}
—8(qo, 3.14) = e-Hillle(gs) = {gs, g5}

—8(qo, 3.14159) = e-Hillle(gs) = {gs, a5}
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (OHNE ¢-UBERGANGE) I

0,1

0 1

L(A) = {we{0,1}* |wendetmit01}

e Zeige durch simultane Induktion fur alle w € {0, 1}*

a) qo ES(CIOa w)
b) g € 3(q0, w) genau dann, wenmw mit O endet
C) gs € S(qo, w) genau dann, wennw mit 01 endet

Dann folgt w e L(A) < (g, w)N{g:}#0 < w endet mit 01

e Induktionsanfang w = ¢

— Per Definition ist (g, €) = {qo}. Also gilt Aussage a)
—w endet nicht mit) oder01. Aussagen b) und c) gelten trivialerweise
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE II (semiforman

0,1

a) o GCE(QO w)
s %o 0 ql b) 41 <4(qo, w) genau dann, wena m.it 0 endet
U C) ¢2 €d(qo, w) genau dann, wena mit 01 endet

e Induktionsschritt: w = va fur ve {0,1}*, a € {0,1}
— Die Aussagen a), b), und c) seiém © gultig

a) Wegeny <4(qo, v) und gy € (qo, a) fiir a € {0, 1} folgt gy < 0(go, w)

b) Seiqg eg(qo, w). Wegeng; €6(q, a) < g=qo »a=0 mussw mit 0 enden
Wenn umgekehrtv mit O endet, dann ist=0.
Wegeng, < d(qo, v) undg; <5(qo, a) folgt g1 <5 (qo, w)

c) Seig, €6(qo, w). Wegeng, €6(q, a) < g=q¢1 »a=1 mussw mit 1 enden
und ¢, 65(610, v) gelten. Wegen b)ifr v endetv mit 0, alsow mit 01

Wenn umgekehriv mit 01 endet, dann ist=1 undv endet mit O.
Wegeng; <d(qo, v) nach b) undy < 8(g1. a) folgt gz < 6(go, w)
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ARBEITSWEISE VON e-NEASs —
ALTERNATIVE BESCHREIBUNG MITKONFIGURATIONSUBERGANGEN

e Definiere Konfigurationen
— Formal dargestellt als Tupdk’ = (g, w) € QxX*

e Definiere Konfigurationsubergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn
—(q,aw) F (p,w), falls ped(q,a)
—(q,w) + (p,w), falls pei(q,e)

— K4 |_* K>, falls K=K, oder
es gibt eine Konfiguratio®& mit X, + K undK F K,

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabeniif die - zu akzeptierenden Zustaniahirt

L(A)={weX* | IpeF. (qo,w)  (p,e)}
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BEWEIS FUR ; N 1 @ MIT KONFIGURATIONEN

(Dieses Mal etwas formaler)

A/

L(A) = {we{0,1}* | Fv e {0, 1}* w=v01}
e Zeige durch simultane Induktion fir alle w, w € {0, 1}*

51(w): (o, wu) ¥ (a0,)

So(w): (qo, wu) F (q,u) < Fvef{0, 1} w=v0

Ss(w): (qo,w) F (g, €) < Fved0, 1} w=v01

Dann folgt we L(A) < (qo,w) F (g2, €) < Jve{0, 1} w=v01
¢ Induktionsanfang w = €

— Per Definition gilt gy, u) = (qo,u), (qo, u) J (q1/2,u) und e£v0, e£001

e Induktionsannnahme: S; (w’)—S3(w’) sei gezeigtir w’ € {0, 1}*

e Induktionsschritt: sei w = w’a fir ein beliebigesa € {0, 1}
S1(w): WegenS, (w'u) undqg < d(qo, a) folgt (qo, wu) F (g, u) v
So(w): Wegeng, €d(q, a) < g=qy ra=0 gilt
(qo, wu) F (q1,u) < (qo, w'au) = (qo, au) F (q1,u) < Jw' {0, 1} w=w'0
S3(w): Wegeng; €0(q, a) < q=q ra=1 gilt
(g0, w)F (g2, €) < (qo, w'a)- (g1, a)F (g2, €) & Fve{0, 1} w=w1=001
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (MIT ¢-UBERGANGEN) I

e Mit welchen Wortern werden die g; erreicht?
qo- Gleiche Wbrter wieq; oderg, unde, also{a, b}*
q:. Letztes Symbol ist ein, davorb’s odera’s
¢o. Letztes Symbol ist eih, davora’s oderb’s
q3. Letztes Symbol ist ein, davor ein Wort ausga, b}*

e Formuliere Aussage mit Konfigurationen
So(w): (qo, wv) F (qo,v) & we{a,b}
Si(w): (qo,wv) F (q,v) & w =uafureinue{a,b}*
So(w): (qo, wv) F (g, v) <& w =ubfureinue{a,b}*
Ss(w): (qo,w) F (g3,€) < w = ucfureinue{a,b}*
Behauptung S folgt unmittelbar aus Sy—S>

e Esfolgt L(A) ={w | (qo,w)F (g3, €) ={w | Juec{a, b} .w = uc}
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INDUKTIVER BEWEIS FUR NEA’S MIT e-UBERGANGEN

e Zeige simultan fur alle W orter w, v € {a, b, c}*:
So(w): (qo,wv) F (qo,v) < we{a,b}*
Si(w): (qo,wv) F (q1,v) < w=uafireinue{a,b}*

*

So(w): (qo,wv) F (g, v) < w=ubfureinue{a,b}*

¢ Induktionsanfang w = €
— Per Definition gilt(qo, v) F (qo, v) undw {a, b}*, und w+ua, w#ub

e Induktionsannnahme: Sy(w’)—S2(w’) sei gezeigtéir w’ € {a, b, c}*

e Induktionsschritt: sei w = w’x fur ein beliebigesx € {a, b, c}

*

Si(w): (g, w'zv) F (q1,v) < (qo,w'zv) F (qo/2, xv) + (q1,v)

S, s < (wefa, bt vIuefa, bt w' =ub) A x =a v
So(w): (qo, w'zv) F (g2,v) < (qo,w'zv) F (qo/1,2v) F (q2,v)
S 5w < (wefa, bt vauef{a, b} w' =wua) nx =0 J

S()(w): (QOawv) |_* (QO7U) A (QO,’UJ’U) |_* <Q1vv) Vv (QO,’UJU) l_* (q%v)
Si(w).5w) < Fue{a, b} w =wvavIue{a,b}* w=ub & we{a,b}*
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BEZIEHUNG ZU DETERMINISTISCHEN AUTOMATEN I

e Nichtdeterministische Automaten sindflexibler
— Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfoldiefen
— Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten

e DEASs sind genauso ausdrucksstarkwie e-NEAs
— Man kannMengen vore-NEA-Zus@anden als DEA Zugindecodieren
— Man kann mengenwertige Zustaidtsriihrungsfunktionen codieren

¢ (Potenzmengen- oder)eillmengenkonstruktion

— SeiAy =(Qnw, 2, 0n, qo, Fv) ein nichtdeterministischer Automat

— Konstruiereaquivalenten DEAA ), = (Qp, 2, 0p, qp, Fp) mit
Qp<P(Qn) : (Jeder Zustand entspricht einer Menge von Znden)
qp = e-Hulle(qo) (Die anfangs erreichbaren Zaside vonAy, {q} bei NEAs)
5p(S,a) = {p|IqeS.pebn(g,a)t  (Die von alleng< S erreichbaren Zuande)
Fp={S€Qp|SNFy#0} (S € Fp= ein Endzustand vod y ist erreichbar)

— Naive Konstruktion betigt 2/~ Zustande

— Optimierte Teilmengenkonstruktieerzeugt nur “notwendige” Zughde
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR NEAS I

0,1

Sart 9o \ql/ Q

e Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)

Uberfiihrungsfunktion
0 1 Qo = {{a}}
— {qo} {qO’ql} {qo} Ql = {{QO}a {QO7 Q1}}
{qovq1} {qO’ql} {qo'q2} QQ = {{QO}; {QO7 q1}7 {qO7 qZ}}
* {qoqu} {qO’ql} {qo} Q3 — QQ; aISO QD — QZ;

e Resultierender deterministischer Automat
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION [HMU Satz 2.11/2.12 |

e Optimierung: @ p = erreichbare Zustande
—SeiAy =(Qnw, 2, 0n, qu, Fv) ein nichtdeterministischer Automat

— Fur ScQy definiere 5 p(S,a) = U, c s on(q.a) = {p|Ig<S. pedn(q,a)}
(erfal3te-Hulle)

— Konstruiere Zustandsmengg, iterativ gleichzeitig mito p
Start: Qo :={qp} = {e-Hulle(qo)}
Schritt: Q; .1 == Q,U{0p(S,a)|ScQ;,ac¥}
Abschluss: Wenrd);.; = ();, dann halte an und setégp = Q);
— Setzegp = e-Hulle(go) und Fp= {S cQp | SNFn#0}

e e-NEAs und DEAs akzeptieren dieselben Sprachen
— Jeder DEA ist als “eindeutiger*NEA beschreibbar
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION: KORREKTHEIT I

Fir den konstruierten DEA gilt L(Ap) = L(Ap)

Zeige:dp(gp, w) = dn(go, w) fur alle w e X*
Beweis durchstrukturelle Induktioriiber den Aufbau der Wbfteraus>*
— Basisfall Seiw = «:
Sp(qn. €) = gp = e-Hullle(go) = ox(go, )
— InduktionsschrittSelw = va fur einv eX* unda € X:
— InduktionsannahmeEs gelted (gp, v) = dn(qo, v)
Dann gilt 5D(QP’ w)

=0p(0p(gp,v),a) (Definition o deterministisch)
= 5D(6;V(q0, v),a) (Induktionsannahme)
=Uy 51 ON (@ a) (65(S.a) = U, .5 Ov(g, a)
=, e 5+ (d0.0) Uy e 5v(q.a) EHUNlE(") (Definition i (¢, a))

= dn(qo, w) (Definitiondy (¢, v a))
Es folgt L(Ap) = {w | dp(gp, w) e Fp} = {w | on(qo, w)NFn#£0} = L(Ay)
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR e-NEAS I
e Konstruiere Qp und dp o,hx /

Qo= {ap} = {c-Hille(w)} = {{a0, a1} }

—0p({qo, 1}, +) ={a1}, op({q0, a1}, —) ={a1}

—0p({q0, ¢1},0) ={q1, qa}s---0p({q0, 1}, 9) =1q1, 94}, op({qo a1}, ) = 1g2}
Qi={{ao>- a1} {a1};{aqi, a1}, {a2} }

—op({a1}, +) =0p({g2}, +) =0p({q1. qu}, +) =0, ...

—op({¢1},0) =0p({q1,1},0) ={q1,qu} Ip({g2},0) ={a3, ¢}, ...
—op({a}..) ={a},  p({e}.)=0 op({a,u},.) ={e e, ¢}
Q:={{aos a1} {a1}; {q1, a4}, {a2},0,{a3, a5}, {q2, a3, a5} }
—0p(0,+) =0p({q2, @3, 05}, +) =0p({a3,¢5}, +) =0, ...

—0p(0,0) =0, 6p({q2,43,45},0) =0p({g3,45},0) = {3, G5}, - - -
—60p(D,.) =dp({e2, 3.5}, -) = 0p({g3, 45}, .) =0

Qs ={{w. o} {a}. {a auf e}, 0.6 ¢} {e ¢ 6} }=Q2=:Qp
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ERZEUGTER DEA FUR DEZIMALZAHLERKENNUNG I

Urspringlicher e-NEA
0,1....9 0.1...9

+1_1€ i i . 0,1,..,9 €
sart| o o 9

Generierter DEA

0,1,...9 0,1,...9
+- /\ 0,1,..9 .
Sart {qo’ql} t {a, {9,94} q2!q3’q5}

_

0,1,..,9,+,-, +,- 0,1,...9
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DETERMINISTISCHE AUTOMATEN FUR TEXTANALYSE I

Urspringlicher e-NEA

Y-{e,w}
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TEILMENGENKONSTRUKTION: GROSSE DES DEA I

e A p kann so klein sein wieA n;
— Nur wenige Teilmengen vo@ y werden wirklich erreicht

o AD kann exponentiell grol3er werden HMU §2.3.6

0,1 0,1 0,1 0,1
Sart

— L(Ay) = {we{0, 1}* | dasn-te Zeichen vor dem Ende ist e|n¢ 1

—Jeder DEA A fUr L(An) bendtigt mindestens2™ Zustande
— Beweis:Es gibt2" Worter der langen in {0, 1}*

Hat A weniger al®2” Zustande, so gibt es = a;..a,, undv = b;..b,
mit w=v undd 4(qo, w) = d4(qo, v) (Schubfachprinzip)

Seia;#b;. FUr ¢ = d4(qo, w0'™) = §4(qo, v0" 1) folgt g F undq ¢ I
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ENDLICHE AUTOMATEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Deterministische Endliche Automaten DEA)
— Endliche Menge voZus&nden endliche Menge voiingabesymbolen
— Ein fester Startzustanaull oder mehiakzeptierende Zughde

— UberfuhrungsfunktiorbestimmtAnderung des Zustands bei
Abarbeitung der Eingabe

— Erkannte Sprachdingaben, deren Abarbeitung in
einem akzeptierenden Zustand endet

e Automaten mit Ausgabe (Mealy/Moore-Automat)
— Wie DEA, mit zusitzlicherAusgabefunktion
— Gegenseitige Simulationdaglich

¢ Nichtdeterministische Automaten -NEA / NEA)

— Wie DEA, aber mimengenwertigetberfuhrungsfunktion
undZustandaberfihrung bei leerer Eingabe

— DurchTeillmengenkonstruktiom aquivalenten DEA transformierbar
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