Theoretische Informatik |

Einheilt 2.5

Eigenschaften reguarer Sprachen

1. Abschlusseigenschaften
2. Piifen von Eigenschaften
3. Wann sind Sprachen nicht regtf?



WICHTIGE EIGENSCHAFTEN FORMALER SPRACHEN I

e Abschlusseigenschaften
— Wie kdnnenSprachen elegant zusammengesaiden?
— Erlaubt schematische Komposition von Sprachbausteinen

e Entscheidbarkeitsfragen
— Kann man bestimmtgigenschaften automatisch teszen
— Wortproblem(Zugelorigkeit eines Wortes zur Sprache)
— Vergleichezwischen Sprachen (nichtleer, Teilmenge, gleich, ...)

e Grenzen einer Sprachklasse
— Wie einfach strukturiert iissen die Sprachen der Klasse sein?
— Welche Sprachegelbren nicht zur Klassz

Aus theoretischer Sicht sind das
die wirklich interessanten Fragen
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN, WOZU? I

Zeige, dass bestimmte Operationen auf regalen
Sprachen wieder zu regudiren Sprachen fihren

¢ \Wiederverwendung von “Sprachmoduler?
— Schematische Kompositiaron
- Grammatiken zur Erzeugungn Sprachen
- Automaten zur Erkennumgpn Sprachen
- Reguhren Ausdiicken

e Schematische Konstruktion ist effektiver
— Fehlerfreier Aufbatsehr komplexer Grammatiken / Automaten
+ Schematische Optimierung / Minimierung
— Konstruktion “von Hand” oft fehleraidlig

e Beispiel: Literale einer Programmiersprache
— Bilde Automateniir TokenklassenZahlen, Bezeichner, Sddselvorter, ...
— Konstruktion liefert Automatenit alle Arten von Literalen
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN, PRAZISIERT |

Zeige: L1, Lo regular = L7 op Lo regular

e Es gilt Abgeschlossenheit unter neun Operationen

— Die Vereinigungzweier reguhrer Sprachen ist regau LU L,
— DasKomplementeiner reguhren Sprache ist rega L
— DerDurchschnitizweler reguhrer Sprachen ist recau LN L,
— Die Differenz zweler regudirer Sprachen ist regi L, — L,
— Die Spiegelunceiner reguhren Sprache ist regau LE
— Die Hulle einer reguhren Sprache ist regi L*
— Die Verkettungzweier reguhrer Sprachen ist regr L.oL,
— DasBild einer reguren Sprachanter Homomorphismeist requlr h(L)
— DasUrbild ... " " ... unter Homomorphismeist regufr h='(L)

e Nachweis durch Verwendung aller Modelle
— DEA, (e-)NEA, regulre Ausdickeg Typ-3 Grammatiken
— Modelle sind ineinander umwandelbawahle das passendste
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ABSCHLUSS UNTER VEREINIGUNG, VERKETTUNG, HULLE

Beweisfihrung mit regul aren Ausdrtcken

e L., Lo reqular = Lq U Lo regular
L+, L, regular
= Es gibt reguhre Ausdicke Fy, Es mit Ly = L(E), Lo = L(E»)
= L, U Ly, = L(E)) U L(E,) = L(E+E,) reqular
e L., Lo reqular = Lq90L5 regular
L+, L, regular
= Es gibt reguhre Ausdicke Fy, Es mit Ly = L(E,), Lo = L(E»)
= L,0L, = L(FEy)oL(FEs) = L(E0FE,) regular
e L reqular = L* regular
L reqular

= Es gibt einen regélren Ausdruckt mit L = L(F)
= L*=(L(F))* = L(E") reqular
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ABSCHLUSS UNTER KOMPLEMENTBILDUNG I

Beweisfihrung mit endlichen Automaten

o L regular = L regular
Komplementiere akzeptierende Zastledes erkennenden Automaten
L reqgular
= Es gibt einen DEAA = (Q, X, 9, qo, F) mit L = L(A)
= L=L(A) ={weX* | §(q, w) ¢ F} = {weX* | 6(qo, w) eQ—F?
=L((Q, %, 6, qv, Q—F)) regular

e Beispiel: Komplementierung von (0+1) *01
— Zugeloriger DEA

Start

— Komplementautomagrkennt
Worter dienicht mit 01 enden
— Reguhrer Ausdruck durch Zustandseliminationsverfahren glzau
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ABSCHLUSS UNTER DURCHSCHNITT UND DIFFERENZ I

e Einfache mathematische Beweise
L,, Lyreqular = LiNLy = L;UL, reqular
Ly, Ly reqular = L,;—Ly = LNLy reqular

e Produktkonstruktion auf endlichen Automaten
Simultane Abarbeitung von @ftern in beiden Automaten
L+, L, regular
= Es gibt DEASA, = (Q1, %, 0, q,,, F1) EStart
und A; = (Q2, X, 0, Qo2 Fy) i | >@7ﬂ<zeptierem
mit L, = L(Ay), Ly = L(Ay) I |

= Ly N Ly={weX* | 01(qy,, w) e F1 A d5(qy,, w) e Fo}

= {w e’ | (gl(qo,v w)v 52(610,27 w)) EFlXF?}

KonstruiereA = ()1 x ()9, >, 0, (qOJ,qO,Q), Fix Fb)

mit o((p, g), @) = (0(p,a), 0{q,a)) TUrpeQ1, qeQz ack
= L, N Ly =L(A) regular

———————————————————————————————

_______________________________

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 6 EIGENSCHAFTEN REGUIARER SPRACHEN




PRODUKTKONSTRUKTION AM BEISPIEL I

1 01 .+ 0 01 .
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ABSCHLUSS UNTER SPIEGELUNG I

L regular = LP={wy..w1 | wi..wn € L} regular

e Bewelstihrung mit Automaten
— Bilde Umkehrautomateru A = (Q, ¥, 9, qo, F') mit L=L(A)
- Umkehrung der Pfeilam Diagramm:6”(q, a) = {¢'|0(¢', a) = ¢}
. qo wird zumakzeptierenden Zustanf”* = {q,}
. Neuer Startzustang’ mit e-Ubergangen zu alleq € F

e Induktiver Bewelis mit regularen Ausdricken
SeilL = L(FE) fur einen reguren Ausdruck
—FHIrE € {0,¢,a}ist L= L = L(E) regur
—HIr £ = E\+Ey ist LT = (L(E,)UL(E»))" = L(E))®"UL(E,)" regulr
—HIr £ = E\oE; ist L' = (L(E;)oL(E»)) = L(Es)®o L(E,)" regular
—FIr £ = Eyist LY = L(E})® = (L(E)®)* regulr

e Beispiel: Spiegelung vonL ( (0+1)0*)
— L= L((0")#(0+1) %) = L((0®)*(0f'+11) ) = L(0* (0+1))
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BiLD UND URBILD UNTER HOMOMORPHISMEN I

e Homomorphismus h:X*—3"*
— Funktion, die eindeutig durch Verhalten auf Symbolen aefimst
— h:X*—=3"* istHomomorphismuswennh(vy..v,,) = h(vy)..h(v,,) fUrv; € X
Fur hy(a) = 01, hy(b) = 0101 MuR hi(aa) = 0101, hi(ab) = 010101 sein
— Homomorphismen sind mit endlichen (Ein-/Ausgabe) Automaten berechenbar
¢ Bild einer Menge L unter einer Funktion h
— Menge aller Funktionswerte vanbei Eingaben aus
—h(L) ={h(w) |weL}cX*}
—2.B. hi({ab, aa,b}) = {0101,010101}, A ({a,b}*) = {01}*
e Urbild einer Menge L unter einer beliebigen (!) Funktion h

— Menge aller Eingaben, deren h | SVE_T)
Funktionswerte i’ liegen

—h (L) ={weX*| h(w) e L}

—z.B. h;1({0101}) = {aa, b}, v —h (L) |

hi1({0101,11,1}) = {aa, b},
hiH(L((0101)%) = {we{a, b} | #4(w) gerade}
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFT: BILD UNTER HOMOMORPHISMENI

Lc¥* reqular, h:X*—3"* Homomorphismus = h(L) regular

Beweis mit Grammatiken
L reqular
= Es gibt eine Typ-3 Grammatik = (1, >, P, S) mit L = L(G)
= h(L) = hL(G)) = {h(v1)..h(vy) X | S = v1..v,}
Fur A—a B < P erzeuge Regeld—a, By, B1—asBs,...,.B;._1—a; B,
wobeih(a) = a;..a; und alle B; neue Hilfsvariablen
Sei P, die Menge dieser Regeli,, die Menge ihrer Hilfsvariablen
Fur Gy, = (V,,, ¥, Py, S) git A»aBeP < A— ¢, h(a) B
und S — qui..v, & S — g, h(v1)..h(v,)
= h(L) = {h(v1)..h(v,) eX* | S — ¢, h(v1)..h(v,)} =L(G},) regular
— Sonderbehandlungif i(a)=¢ erforderlich, da Regell— B unzulssig

Beweis mit regularen Ausdriicken in Hopcroft, Motwani, Ullman §4.2.3
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ABSCHLUSS: URBILD UNTER HOMOMORPHISMEN I

LY * regular, h:X*—X"* Homomorphismus = h~1(L) regular

Beweis mit endlichen Automaten
Berechnung vom vor Abarbeitung der Wrter im Automaten

————————————————————————————

L regular | Eingabe |

= Es gibt einen DEAA = (Q, X, 9, q, F) | h |
mit L. = L(A) = {U e/ ‘ 5(%, ”U> € F} iStart ' akzeptiereni

1 _ T | — A [ ablehnen

= h™ (L) ={weX* | d(qo, h(w)) e F} ‘o bemeeeee T

KonstruiereA;, = (Q, 2, 05, q,F) mit §,(q, a) = d(q, h(a))
Dann giltd, (¢, w) = 6(q, h(w)) fur allege @ undw e *
= h™ (L) = {weX* | 05(qo, w) e F'} = L(A},) regular
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NACHWEIS VON L € L3 MIT ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

oL = {a™™cF | k,n,m eNAN>2>kA0} € L3
Beweis: Esist; = {a" | n>2}o{b™ | meN}o{cc, ¢}
= hi({0" [ n=>2}) 0 ho({0™ | m eN}) © h3({00,0})
wobeih(0) = a, ho(0) = b, h3(0) =
= h1({0}70{0}0{0}) © ha(10}7) © h3({0}0{0}U{0})

e Jede regubire Sprache ist nur aus{0} € L3 konstruierbar
Beweis: Konstruiere Sprache beliebiger régal Ausdiicke induktiv

—Rirae¥ist L(a) ={a} = h({0}), wobeih(0) = a Homomorphismus
- L(0) = {} = {0} — {0}

= L(€) = e} = 10}" = (103°10}")

— L(EoF) = L(FE)oL(F) konstruierbar, weni(E) und L(F') konstruierbar
—L(E*) =(L(R))" konstruierbar, wenit.(E) konstruierbar
— L(E+F) = L(E)UL(F) konstruierbar, weni.(E) und L(F') konstruierbar
—L((E)) =L(F) konstruierbar, went.( E) konstruierbar
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NACHWEIS VON L ¢ L3 MIT ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

¢ Verwende Umkehrung der Abschlusseigenschaften
h(L)¢Ls = L¢Ls, h Y L)¢Ls = L¢Ls,
Lé¢Ls = L¢Ls, INL' ¢Ls A L'elsy = L¢Ls,
Methodik: Zeige, dald die Annahmee L5 dazu fihrt, dal’ eine als
nichtreguér bekannte Sprache reguisein niisste
AusgangspunktlLy, = {0"1" | neN} ist nicht reguér (Beweis auf Foli¢ 28)

e Anwendungsbeispiele

—Ly = {("™)™ | meN} ¢ Ly
Wahle Homomorphismus:{(,)}—{0,1} mit A(() =0, h()) =1
Dannisth(Ls) = {0™1™ | meN} = Ly, ¢ L3, alsol, ¢ L

— Ly = {we{0,1}* | |lw|o = |w|1} ¢ L3 (lw|;: Anzahl Einsen inv)
Es gilt L;NL(0"01*) = Ly ¢ L3, alsols ¢ L (korrekte Klammerausdcke ¢ £s)

— Ly = {a™b™c" | n,meN} ¢ Ls,
Wahleh(a) = 0,h(b) =€, h(c) =1, dannisth(L,) = Lo ¢ L3

— Ly = {a"b™c* | négmvk#m} ¢ Ls, daL; = {a"b"c" | neN}
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TESTS FUR EIGENSCHAFTEN REGULARER SPRACHEN I

¢ \Welche Eigenschaften sincautomatisch prufbar?
— Ist die Sprache eines Automater!?
— Zugelorigkeit Ist ein Wortw Element der Sprache&ines Automaten?
— Aquivalenz Beschreiben zwei Automatetieselbe Spracl?e
Gleiche Fragestellungif Grammatiken und regate Ausdicke

e \Wechsel der Repasentation ist effektiv
— NEA — DEA: Teilmengenkonstruktioriexponentielle Auftdhung niglich)
— e-NEA — DEA: Hullenbildung + Tellmengenkonstruktion
— DEA — e-NEA/NEA: Modifikation der Pasentation(Mengenklammern)
— DEA — RA: Zustandselimination(oder i};-Methode)
— RA — e-NEA: induktive Konstruktion von Automaten
—DEA — Typ-3 GrammatikRegeln fir Uberfilhrungsschritte eifihren
— Typ-3 Grammatik— NEA: Uberfuhrungstabelle codiert Regeln

Es reicht, Tests fir ein Modell zu beschreiben
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PRUFE, OB EINE REGULARE SPRACHE LEER IST |

¢ Nichttriviales Problem
— AutomatenGibt estiberhaupt einen akzeptierenden Pfad?
— Reguére Ausdiicke:Wird mindestens ein einziges Wort charakterisiert?
— GrammatikenWird Uberhaupt ein Wort aus dem Startzustand erzeugt?

e Erreichbarkeitstest fur DEA A =(Q, X, 9, qq, F)
- Wegerﬁ(qo, €) = qo ist qq in O Schritten erreichbar
—q In k Schritten erreichbab(q,a)=¢' = ¢’ In k+1 Schritten erreichbar
— L(A)={} < kein g € F in maximal |Q| Schritten erreichbar

e Induktive Analyse far regulare Ausdricke
—L(0)={}, L(e)#{}, L(a)#{}
- L((E))={} & L(E)={} keineAnderung
—L(E+F)={} & L(E)={} n L(F)={} Vereinigung von Elementen
— L(EoF)={} & L(E)={} v L(F)={} Elemente beider Spracheitig
— L(E*)#{}, e getort immer zuL(E*)
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TEST AUF ZUGEHORIGKEIT (WORTPROBLEM )

e Unterschiedlich schwierig je nach Repasentation

— AutomatenGibt es einen akzeptierenden Pfad flas Wortw?
— Reguére Ausdiicke:Wird w von der Charakterisierung erfasst?

— GrammatikenKannw aus dem Startzustand erzeugt werden?

e Abarbeitung durch DEA A =(Q, X, 9, qq, F)
— Bestimmey := (g, w) und testey ¢ F

— Maximal |w| + | F'| Arbeitsschritte

Test fur andere Reprasentationen
durch Umwandlung in DEA
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TEST AUF AQUIVALENZ VON SPRACHEN |

¢ \Wann sind zwei regulare Sprachen gleicl?
— Nichttrivial, daBeschreibungsformen sehr verschiedem kbnnen
- Verschiedene Automaten, Grammatiken, Alistie, Mischformen, ...

¢ Gibt es eine ‘kanonische€ Reprasentatior?
— z.B.- Transformiere alles in deterministische endliche Aut@anat
- ErzeugeStandardversiomit kleinstnbglicher Anzahl von Zusinden
— Aquivalenztest fift dann, ob degleiche Standardautomat erzewgtd

¢ \Wie standardisiert man Automaten?
— Entferne Zusinde die vom Startzustanainerreichbasind
— Fasse Zusinde zusammeidlie fur alle Worter “aquivalent sind
- Es fuhren exakt dieselben Wvter zu akzeptierenden Zastden
— Ergibtminimalen aquivalenten Automaten
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AQUIVALENZTEST FUR ZUSTANDE |

e Aquivalenz der Zustandep und ¢ (p = q)
— Fur alle Worterw e * gilt 6(p, w) e F < 6(q,w) e F
— Die Worter miissemicht zum gleichen Zustarfdihren

¢ Positives Pifverfahren schwierig
— Man musslle Worteruberptfen, die von einem Zustand ausgehen
— Man kann sich auf \Wrter der maximalen &nge|)| beschénken
— BesserNichtaquivalente interscheidbajeZustande identifizieren

e Methodik: verwende einenTable-Filling Algorithmus
Markiere Unterscheidbarkeit von Zastden in Tabelle
—Start:  pZ* ¢, fallspe Fundqé¢F
— Iteration: p % ¢, falls d(p, a) % d6(q,a) fureina e
In jeder Iteration werden nur noch ungakke Paaréiberpiift
Nachmaximal|Q|*/2 Iterationensind alle Unterschiede bestimmt
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AQUIVALENZTEST AM BEISPIEL |

E

X || I

XX | X|| ™

B P X XXX XIXIO

B X X[ X|X]|X

H B EBEDNE X X|X|O
BB BB X XX
BN X

HENEEEEXXo

HEENENEEN X T

T o MmO o0 >
EEEEEREERENEN >

Tabelle der Unterschiede
1. Unterscheidekzeptierende Zuaghde(C) von allen anderen

2a. Eingabesymbol ONur D undF fuhren zu akzeptierenden Zastlen
2b. Eingabesymbol ANur B undH fuhren zu akzeptierenden Zasten
3. Uberpiiife Nachfolger von( A E}, {A.G}, {B,H}, {D,F} und{E,G}.

4. Uberpiifung von{A E}, {B,H} und{D,F} gibt keine Unterschiede
Aquivalenzklassen sind{A,E}, {B,H}, {D,F}, {C} und {G}
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MINIMIERUNG ENDLICHER AUTOMATEN I

Konstruiere aquivalenten DEA
mit minimaler Menge von Zustanden

e Entferne Uberflissige Zusande
— q ist Uberflissig wennd(qo, w)#q far alle Worterw € >*
— Reduzierg) zu Menge der erreichbaren Zastle  (verfahren auf Folie I5)

e Fasseaquivalente Zustande zusammen
— Bestimme Menge dekquivalenzklassen vo®
— Setze) als Menge deAquivalenzklassen vo®
— Setzey' (S, a) alsAquivalenzklasse

vond(q, a) fur ein beliebigeg € S
Wohldefiniert, da alle Nachfolger
aquivalenter Zugindeaquivalent sind

Anwendung auf Beispielautomaten:

Resultierender Automat ist minimal
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AQUIVALENZTEST FUR SPRACHEN |

e Prufverfahren
— Standardisier8eschreibungsform imawei disjunkte DEAsA, und A,
— Vereinige Automaten zd = (Q,UQ2U{q'}, ¥, 6,Ud,, ¢, F1UF)
A enthalt A; und A, alsunablangigeTelle

— Bilde Aquivalenzklassen voA
undteste oby, ; undg » aquivalentind

e Zwei DEAs fir L(e 4+ (0 4 1)*0))
— Aquivalenzklassen sin@iA,C,D} (alle Endzusinde)
und{B,E} (alle Nicht-Endzusinde)
—Da A und C aquivalent sind,
sind die Automatenaquivalent
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EINE ALGEBRAISCHE CHARAKTERISIERUNG REGUIARER SPRACHEN I

e Automaten teilen Sprachen inAquivalenzklassen
— Worter, die zum gleichen Zustandtren, sind ununterscheidbar

— Worter, die zuiaquivalenten Zuginden iihren, sind ununterscheidbar
Jede Fortsetzung derdkter fuhrt zum “gleichen” Ergebnis
0(qo, u)=0(qo, v) bedeuted gy, uw) € F < §(qy, vw) € F fur allew e X*

e Aquivalenzklassen tangen nur von der Sprache ab
— Fir L<X* definiereAquivalenzrelation~; aufX*:

cun~Lv = uwel < vwel giltfuralleweX”
~ . ist eineAquivalenzrelation — Ubung

— Die Aquivalenzklasse eines Wortesst [v]; = {ueX* |u ~ v}

. Aquivalenzklassen sind disjunkt oder identisch
Gibt esw € [u] N[v];, dannistu ~; v, alsoz |u];, < z € |v];, fur alle z

— ¥* / L bezeichnet die Menge déquivalenzklassen module ;
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AQUIVALENZKLASSEN DER SPRACHE L = {0"1"|n,m €N} |

o [e]lr ={uec{0,1}*|u~p e} ={u|Vw. uwe L& weL} = {0* | keN}
[O]L: [OO]L: [OOO]L:...:[E]L,We”OE[G]L, OOE[E]L,OOOE[E]L,
o [1];={u|Vw.vwelL s lwel} ={u|Vw. uwe L& Ijw=17}
= {0*1"| kN, >0}
[Ol]L = []-]L; well OIE[I]L

e [10]; ={u|Vw. uwelL < 10wel} ={u|Vw. uwe¢ L} ={0,1}* — L
Grund: ur L = {0"1" | n,meN} gilt w¢ L = Vw. uw ¢ L (Unmkehrung gilt immer)

e Wegen(e], U 1], = L folgt: {0,1}*/L = {[€]z,[1]r, [10]1}

Regulare Sprachen haben nur endlich vieleAquivalenzklassen
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AQUIVALENZKLASSEN DER SPRACHE L = {0"1" |n e N} |

o el ={u|Vw. uwelLswel}={e}

o 0]y ={u|Vw.uwelL<0welL}
={u|Vw. uweL< Inw=0"1"""}={0}

o [1]; ={u|Vw. uwelL<lwelL}={u|Vw. uw¢L}
=10,1}* — {0"1™ | n>m}

¢ [00]; =...={u|Vw. uwe L& Inw=0"1""}={00}

o [01]p=...={u|Vw. uwelLsw=¢c¢}=L — {e}

o [10]z = [11]1 = [1] 1, weil 10<[1], 11[1];

¢ [000]7 =...={u|Vw. uwe L& In.w=0"1""}={000}

e Zeige:Es gibt unendlich viele Klassen in{0,1}*/L
— z.B. sind alle Klasseit*]; (= {0*}) verschieden

Fir den Beweis dieser Aussage mufd man die Klassen nicht egstitrimen. Es reicht:
“Fur k#j undw=1* ist 0*w ¢ L, aber/w ¢ L, also0* ¢ (/ also[0F];#[0/].”

Nichtregulare Sprachen haben unendlich vield\quivalenzklassen
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DER SATZ VON MYHILL/NERODE |

Eine SprachelL ist regular, g.d.w X* /L endlich ist

Beweis
= . Es selL eine reguhre Sprache
Dann gibt es einen minimalen DEA = (Q, >, 6, qo, F) mit L = L(A)
Da A minimal ist, gilt fur beliebige Worteru, v € >*
0(qo, u) = 0(qo,v) < (8(qo, uw)eF < §(qp,vw)eF) furallew eX*
& (uwel < vwel) furalleweX* < u~p v
Damitist|X*/L| (derindex vonL) gleich der Anzahl der Zuahde inA

< : Es seix*/L endlich.
Konstruiere einen DEAA = (X*/L , 3,9, |€|z, F)
mit o(|u|z,a) = |ualy fUralleaeX und F = {[v|; |vel}
o Ist wohldefinierf weill wa ~ va fur allea € X gilt, wennu ~ v
und es giltweL(A) < (e, w)eF < [w],eF < wel
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(GRENZEN REGULARER SPRACHEN I

Wie zeigt man, dass eine Sprach& nicht regular ist?

e Direkter Nachweis
— Zeige, dass kein endlicher Automat genau di@t vonL erkennt
— Sprache mussnendlichsein undkomplizierte Struktuhaben
(Anzahl derAquivalenzklassen muss unendlich sein)
— Technisches HilfsmittePumping Lemma

e Verwendung der Abschlusseigenschaften (Folie[13)
— Zeige, dass Reguladit von L dazu fihren wirde, dass eine
als nichtregur bekannte Sprache regukein niisste
— Haufige Technik(Ur-)bild unter Homomorphismen
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DASs PuMPING LEMMA FUR REGULARE SPRACHEN I

e Warum ist {0™1" | n € N} nicht regular?
— Ein DEA muss alle Nullen beim Abarbeitealden und dann vergleichen
— Fir n>|Q| muss ein Zustand voA doppelt benutzt worden sein
— Eined-Schleife mitk Zustindenbedeutet, dasd auch0" 1" akzeptiert

¢ Allgemeine Version:Pumping Lemma

Fur jede regulare SprachelL € L3 gibt es eine Zahin €N, so dass jedes
Wort w € L mit L ange|w|>n zerlegt werden kann in w = x y z mit
den Eigenschaften

(1) y#e,
(2) |z y|<n und
(3) furalle keNist x yk z € L (Beweis folgt)
e Aussage ist wechselseitig konstruktiv
— Die Zahln kannzu jeder regudren Spraché bestimmt werden

— Die Zerlegungw = z vy z kannzu jedem Wortw € L bestimmt werden
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ANWENDUNGEN DES PUMPING LEMMAS I

Ly = {0™1™ | m € N} ist nicht regular

e Verwende Kontraposition des Pumping Lemmas
Eine Sprachd. ist nicht requbr, wenn exeinn <N gibt, so dass
jedesw € L mit |w|>n zerlegbar ist inw = x y z mit den Eigenschaften
(1) y#e, (2)|zy|<n und (3)firallekeNistzy" 2z < L

Umformulierung: Ziehe Negation in die Bedingungen hinein
L ist nicht regubr, wenn esur jedesn e N einw € L mit |w|>n
gibt so dassiir jede Zerlegungv = = vy z mit den Eigenschaften

(1) y#e und (2)|z y|<n einkeN existiert mit zy" 2 ¢ L

e Kontrapositionsbewels fir L1 ¢ L3
— Sein €N beliebig Wir wahlenw = 0"1™ far einm>n
— Seiw = z y = eine beliebige Zerlegung mit£e und|z y|<n
Dann giltz=0", y=0’ z=0""""71" fur einj#0 undi+j<n.
— Wir wahlenk=0. Dannistz y" z = 0" 71" ¢ L,
Aufgrund des Pumping Lemmas kannL, also nicht regular sein.
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BEWEIS DES PUMPING LEMMAS I

Fur jede SpracheL € L3 gibt es einn €N, so dass jedesv € L

mit |w|>n zerlegbar ist in w = « y z mit den Eigenschaften
(1) y#e, (2)|zy|<n und (3)flralle keNistxzy*z € L

e Bewels mit Automaten
— SeilL regubrund A = (Q, >, 0, qo, F)) ein DEA mit L = L(A)
— Wahlen=|Q|. Betrachtev=a,..a,, mit |w|>n undp; := 6(q, a;..a;)
— Dann gibt eg, j mit 0<:<j<n undp; = p; (Schubfachprinzip)
— Zerlegew In w = xy z Mit z=a;..a;, y=a;11..a; und z=a;.1..a,,

——————————————————————————————————————————————————————————————

______________________________________________________________

— Per Konstruktion gilt/#£e, |z y|<n und d(p;, y*) = p; fur allek eN
— Also 5(%7 2 yk Z): 8(1727 yk Z) — 5(]927 Yy Z) — 5(Q07 LY Z) — 5(Q07 w) cF

>
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ANWENDUNGEN DES PUMPING LEMMAS 11 I

Lo = {we{1}* | |w|ist Primzahl} ¢ L3

e Bewels folgt dem gleichen Schema
— Sein N beliebig
— Wir wahlenw = 17 fur eine Primzahb>n+1
— Seiw = x y z eine beliebige Zerlegung mjt£e und |z y|<n
Dann giltz=1", y=17 z=17"""7 flr einj#£0 undi+j<n.
—Wir wahlenk=p—j.
Dann istz y* z = 17 19—9) 1p—i=7 = 1iHip=i)+p—i=j — (G+D—0) ¢ [,

Aufgrund des Pumping Lemmas kannL, also nicht regular sein.
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FEIGENSCHAFTEN REGULARER SPRACHEN IM RUCKBLICK I

e Abschlusseigenschaften
— OperationenJ, N, —, -, %, o, *, h, h~! erhalten Regulafitt von Sprachen
— Verwendbar zum Nachweis von Regularibder zur Widerlegung
e Automatische Prufungen
— Man kann testen ob einegulre Sprache least
— Man kann testen obin Wort zu einer regdiren Sprache géint
— Man kann testen obwei reguére Sprachen gleicsind
e Minimierung von Automaten
— Ein Automat kann minimiert werden, indem mamuivalente Zuginde
zusammenlegindunerreichbare Zuahde entfernt
e Pumping Lemma

— Wiederholt man einen bestimmten Tausreichend grol3er Yvter einer
regubiren Sprache beliebig oft, so athmanimmer ein Wort der Sprache

— Verwendbar zur Widerlegung von Regulatit
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7ZUSAMMENFASSUNG: REGULARE SPRACHEN I

e Drel Modelle
— Endliche Automaten (DEA, NEA-NEA) erkennenWaorter einer Sprache
— Reguére Ausdiickebeschreiben Struktuder Worter
— (Typ 3) GrammatikerrzeugenNorter einer reguren Sprache

¢ Alle drei Modelle sind aguivalent
— e-NEA — DEA: Tellmengenkonstruktion
— DEA — Typ-3 Grammatik VerwandleUberfuhrungsfunktion in Regeln
— Typ-3 Grammatik— NEA: Verwandle Regeln ituberfihrungsfunktion

— DEA — Reqguhbre Ausdicke Erzeuge Ausdrcke fur Verarbeitungspfade
oder eliminiere Zustinde in RA Automaten

— Reguhre Ausdiicke— NEA: Iterative Konstruktion von Automaten

¢ \Wichtige Eigenschaften vonCs
— Abgeschlossennteru, N, —, -, #, 0, *, h, h~!
— Entscheidbarkeitles Wortproblems und Gleichheit von Sprachen
— Endliche Automatendnnen automatisciminimiertwerden
— Nachweis der Nichtregulaét von Sprachen mit dem Pumping Lemma
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