Theoretische Informatik |

Einheit 3.2

Pushdown Automaten

1. Das Maschinenmodell
2. Arbeitsweise & erkannte Sprache

3. Beziehung zu Typ-2 Sprachen



EIN MASCHINENMODELL FUR TYP-2 SPRACHEN I

Maschinenmodellifr Typ-3 Sprachen

Zustandsuberfuhrung 0

Endlicher Automat
Interner Zustand

e Typ-3 Sprachenwerden vonNEAs akzeptiert
— Typ-3 Grammatilkerzeugipro Schritt ein Terminalsymbol
- NEA verarbeitefpro Schritt ein Eingabesymbol
— Erzeugte Terminalsymbole stehen linken der aktuellen Variablen
- \erarbeitete Eingabesymbdiénhren zu aktuellem Zustand
— Rechtsvon der aktuellen Variablen stehbch nichts
- Im Zustand ishichtstber unverarbeitete Eingabesymbole bekannt

¢ \WelchesMaschinenmodellpaldt zu Typ-2 Spracherf?
— Kontextfreie GrammatikekonnenL; = {0™1™ | m <N} erzeugen
- Ohne Zwischenspeichebknenendliche Automater, nicht erkennen

Typ-2 Maschinenmodell berdtigt externen Speicher

Akzeptieren
Ablehnen

Eingabe
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WELCHES SPEICHERMODELL BRAUCHENTYP-2 SPRACHEN? I

Analysiere das Verhalten von Linksableitungen

e Links von der aktuellen Variablen A stehennur
erzeugte Terminalsymbole

— Entspricht derschon verarbeiteten Eingabesymbotias Automaten

e Rechtsvon A konnen bereits Terminalsymbole stehen
Abarbeitung von A schiebtweiteren Text in die Mitte

— Bel Verarbeitung eines Eingabewortes mul3Aleiomat Information
speichernwelche Symbolam Ende des Wortes kommenigsen

e ISt A komplett abgearbeitet, so “springt” die Ableitung
tber Terminalsymbole zur nachstenVariablen

— Automat mulxuletzt erzeugte Information zuerst abarbeiten

U

Speicher des Automaten sollte ein Stack sein
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand AL _

i ) zeptieren

Eingabe Endliche Steuerung e

Ablehnen

Zustandsuberfihrung 6
R
d Stack

. e
e Endlicher Automat + Stack f

— Endliche Steuerunigest Eingabesymbole
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand Akzent

i : zeptieren

Eingabe Endliche Steuerung e

Ablehnen

Zustandsuberfihrung 6
R
d Stack

. e
e Endlicher Automat + Stack f

— Endliche Steuerunigest Eingabesymbole
— Gleichzeitig kann dasberste Symbol im Stadxeobachtet werden
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand AL _
i ) zeptieren
Eingabe Endliche Steuerung e
Ablehnen
Zustandsuberfihrung 6
R
d Stack
. e
e Endlicher Automat + Stack f

— Endliche Steuerunigest Eingabesymbole
— Gleichzeitig kann dasberste Symbol im Stadxeobachtet werden

e Eingabe und Stack wird gleichzeitig bearbeitet
— Gelesenes Symbalird aus Eingabeéntfernt
— Zustandkannverandertwerden
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand

Endliche Steuerung

Akzeptieren
Ablehnen'

Eingabe

Zustandsuberfihrung 6

!

Stack

|00 C |V

e Endlicher Automat + Stack
— Endliche Steuerunigest Eingabesymbole
— Gleichzeitig kann dasberste Symbol im Stadxeobachtet werden

e Eingabe und Stack wird gleichzeitig bearbeitet
— Gelesenes Symbalird aus Eingabeéntfernt
— Zustandkannverandertwerden
— Oberstesstacksymbol wirddurch (mehrere) neue Stacksymbeleetzt
— Nichtdeterministische Entscheidungespontane-Ubergingemoglich
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PUSHDOWN-AUTOMATEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

Interner Zustand

_Eingabe["F 1 dliche Steuerund<zePteren
3 Ablehnen

Zustandsiiberfiihrung 6

Ty

Stack

mal(CleleniY

Ein Pushdown-Automat(PDA, Kellerautomat)
Istein 7-TupelP = (Q, 3, T, 0, qo, Zg, F') mit
e () nichtleere endlich&@ustandsmenge
e > endlichesfingabealphabet
e [' endlichesStackalphabet
¢ 0:Qx(XU{eV)xI" = P.(Q =) Uberfiihrungsfunktion (endlich)
¢ g,c() Startzustand
o Z cI' Initialsymbol des Stacks
e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden

Pushdown-Automaten sind ublicherweise nichtdeterministisch!
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BESCHREIBUNG VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I

e Ubergangsdiagramme
— Jeder Zustand 1y wird durch einerkKnoten(Kreise) dargestellt

— Hir (p,a) €d(q, a, X), aXU{e} hat das Diagramm eirnt¢ante ¢ —/>p
(Mehrfachbeschriftungen aglich)

— qo Wird durch einemmit Startbeschrifteten Pfedngezeigt
— Endzusande inF werden durchioppelte Kreisgekennzeichnet
— > undI’ implizit durch Diagramm bestimminitialsymbolheil3tZ,

0,0 /00

0,1/01
0,Zy/0Z,

10 /10

11711 00/€
1,ZO / 1ZO 1,1/ €

/0
E,Zo / Z() G,ZO / ZO
dy - d @
Start \_/
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BESCHREIBUNG VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I
00/€

0,X /0X
1.X/1X

0/
11/€
- . e,X /X ; ;e,Z | Z
e Ubergangsdiagramme —js,tart d ) @ - @

— Jeder Zustand 1y wird durch einerkKnoten(Kreise) dargestellt

— Hir (p,a) €d(q, a, X), acXU{e} hat das Diagramm eirnt¢ante ¢ —/>p
(Mehrfachbeschriftungen urfdlatzhalteftr beliebigen e XU{e}, X eI moglich)

— qo Wird durch einemmit Startbeschrifteten Pfedngezeigt
— Endzusande inF werden durchiloppelte Kreisgekennzeichnet
— > undl" implizit durch Diagramm bestimminitialsymbolheif3tZ,
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BESCHREIBUNG VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I
00/€

0,X /0X
1.X/1X

0/
11/€
- . e,X /X ; ;e,Z | Z
e Ubergangsdiagramme —js,tart d ) @ - @

— Jeder Zustand 1y wird durch einerkKnoten(Kreise) dargestellt
— Hir (p,a) €d(q, a, X), acXU{e} hat das Diagramm eirnt¢ante ¢ —/>p
(Mehrfachbeschriftungen urfdlatzhalteftr beliebigen e XU{e}, X eI moglich)

— qo Wird durch einemmit Startbeschrifteten Pfedngezeigt
— Endzusande inF werden durchiloppelte Kreisgekennzeichnet
— > undl" implizit durch Diagramm bestimminitialsymbolheif3tZ,

e Ubergangstabellen Q S+e I |Resultat
— Tabellarische Darstellunder Funktion) :; go ? § 30’(1)§
— Kennzeichnung vor, durch einerPfell N qg e X q?:X
— Kennzeichnung voir’ durchSterne q, 0 O | qp¢€
— >, I'und @ implizit durch die Tabelle bestimmt 31 i 1Zo ZI’EZO
— Platzhaltefiir a e XU{e}, X I erlaubt * q, N
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |

0,X/0X
1X/1X
e Speicherew in qq st 0

— Es wirdje ein Symbol gelesen und auf den Stgelegt
- 0(q0,0,X) ={(qo,aX)} furac{0,1}, X €T’
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |

0,X/0X
1,.X/1X

q e X/ X @
_ _ 0 -~ 4
e Speicherew in gy Start i E

— Es wirdje ein Symbol gelesen und auf den Stgelegt
- 0(q0,0,X) ={(qo,aX)} furac{0,1}, X €T’

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
. 5(QQ,€,X) = {(ql,X)} fur X el (nichtdeterministischer e-Ubergang)
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |

0,X/0X 00/€
1.X/1X 11/€

e X/ X

9
e Speicherew in gy Start

— Es wirdje ein Symbol gelesen und auf den Stgelegt
- 0(q0,0,X) ={(qo,aX)} furac{0,1}, X €T’

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
: 5(QQ,€,X) - {(ql,X)} fur X eI’ (nichtdeterministischer e-Ubergang)

e Verarbeite w! in qi1 (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack)
— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbaoichengl

- 0(q1,a,a) = {(q1,€)} fura<{0,1}
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |

0,X/0X
1,.X/1X
€

00/€
11/€
. X/X ;q ; €.Zol Zo @
_ _ 0 g 1 P
e Speicherew in gqq Start N

— Es wirdje ein Symbol gelesen und auf den Stgelegt
- 0(q0,0,X) ={(qo,aX)} furac{0,1}, X €T’

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
: (5((](),6,X) - {(ql,X)} fur X eI’ (nichtdeterministischer e-Ubergang)

e Verarbeite w! in qi1 (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack)
— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbaoichengl

- 0(q1,a,a) = {(q1,€)} fura<{0,1}

e “Leerer” Stack akzeptiert
— Wenn Stack leer ist, wurde' in ¢; verarbeitet
: 5(6]1,€,Z0) — {(Q2,ZO)} (deterministischer e-Ubergang)
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww' |w e {0, 1}*} |

0,X/0X 00/€
1,X/1X 1,1/ €

i ) S o
e Speicherew in gy e

— Es wirdje ein Symbol gelesen und auf den St@teltegt
- 0(q0,0,X) ={(qo,aX)} furac{0,1}, X €T’
e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
. 5(QQ,€,X) = {(ql,X)} fur X el (nichtdeterministischer e-Ubergang)

e Verarbeite w! in qi1 (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack)
— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbaoichengl

- 0(q1,a,a) = {(q1,€)} fura<{0,1}

e “Leerer” Stack akzeptiert
— Wenn Stack leer ist, wurde' in ¢; verarbeitet
: 5(6]1,€,Z0) — {(Q2,ZO)} (deterministischer e-Ubergang)

P = ({qo, g1, 22}, {01}, {0,120}, 8, g0, Zo, {q:})
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ARBEITSWEISE VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Generalisiere Konzept der Konfigurationgibergange

e Erweitere Begriff der Konfiguration
— Aktueller Zustand unverarbeitete Eingahendinhalt des Stackzahlt
— Formal dargestellt als TripeKK = (g, w,y) € QxX*xI™*

e Modifiziere Konfigurationstibergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn
—(q,aw, XB) F (p,w,ap), falls (p,a)<d(q,a, X)

—(q,w, XB) F (p,w,aB), falls (p,a)<d(q, e, X)

(Im Zustandy ist a das erste Eingabesymbol uxdoben im Stack.
a wird abgearbeitetX durcha ersetzt, der Rest bleibt stehen)

- K, F K, falls K; = K, oder
es gibt eine Konfiguratio™ mit | + K und K - Ko
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

(q, 1111, Z)
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r-r-r———"~—>"—>~"=>>~>">~"~>"~>~-"=-"-"-"-"-"-"-"-"-"-"-"-" - - - - - - =-°= 1
! 0,X/0X 00/€ !
| 1,X/1X 11/€ |
| e, XX ; ; ; e,Z0/20© |
|~ Start 0 M 2 )
S 6 ____________ N |
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

(q, 1111, Z)

(a, 1J1 17)
(q, 1J, 117)
(q, 1, 111Z)

(q, € 1111Z)

(q, € 1111Z)
X X X
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

(q, 1111, Z)

: e,X/X; ;e,ZO/ZO
' S@r\ o ‘\%/ 9,

c thu Z) — (4, 1111 Z)

(9p 11,117
(q, 1, 111Z)

(q, € 1111Z)

(q, € 1111Z)
X X X
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

E €,X/ QE, ol Zy E
“‘“le&\k @ 00!
(q, 111, 12) ;1111 2) —  (q, 1111, Z)

J \ X X X
(qp 11, 11Z) (9, 11,1Z) — (9,11, Z)

(9, 1,1112) (0,11, Z)
X X X
(q, € 1111Z)
(q, € 1111Z)
X X X
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

E €,X/ QE, ol Zy E
“‘“le&\k @ 00!
(q, 111, 12) ;1111 2) —  (q, 1111, Z)

J \ X X X
(qp 11, 11Z) (9, 11,1Z) — (9,11, Z)

X X X
(g €, 11117 (9,1, 1Z2)
(9, €, 11117) (qu €, Z)
X X X
¥
(9, €, Z)
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1111

E €,X/ QE, ol Zy E
“‘“le&\k @ 00!
(q, 111, 12) ;1111 2) —  (q, 1111, Z)

J \ X X X

(9,11, 11Z) (q,11L,1Z) — (9,11, Z)
\ \XX

(ay € 1111Z) (9, 1, 1117 (0, 1,17

(9, €, 11117) (9, €, 117) (qu €, Z)
X X X X X X

(9, 76’ Z)
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AKZEPTIERTE SPRACHE EINES PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zwel alternative Definitionen moglich

e Akzeptanz durch akzeptierende Endzusénde
Lp(P)={weX*|3qeF.38T*. (qo,w, Zy) F (q,¢,8)}

— Standarddefinition: Nach Abarbeitung der Eingabe enidehe
der Zustand, ob das Wort akzeptiert wird

e Akzeptanz durch leeren Stack

L(P)={weX*|3qeqQ. (qo,w, Zy) F (q,€,€)}
— Oft praktischer: Nach Abarbeitung der Eingabe sind auch
alle zwischengelagerten Symbole verarbeitet

e Definitionen haben verschiedene Effekte
— Sprachen @&nnen fir konkrete PDASs sehr verschieden ausfallen

e Beide Definitionen sind gleichnachtig
— PDA kann passend zur anderen Definition umgewandelt werden
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DIE BEIDEN SPRACHEN DES PALINDROMAUTOMATEN I

i q E,X/X ; q ;G,Z()/Zo@

' Star 0 g 1 2 :

¢ Lp(P) = {wwh|we{0,1}*} i 5 N .

D: Durch strukturelle Induktion zeige, dalirfjedes Wortw gilt
(g0, ww™,Zo) F (qo,wwZy) + (1,0 w0 Zo) E (q1,6,20) b (g2.€,%0)

C: Durch strukturelle Induktiomiberx = z;..x,, zeige
Wenn (qo,z,2) F (q1,6,0) fur eina eI™, dann z=ww? fur einw € {0,1}*
Kernidee des Induktionsschrittes (Details in HMU §6.2.1)
Wenn (qo,z1..20, ') F (qo,22..Zn, 110°) F (q1,%5..20, Br1cd)

- (q1,2,, T10) = (q1,6,0’) fura’,pel™,
dann folgt (¢o,z1..2,-1, ") F (qo,x0..2p_1, x10) = F (que )
und z,=x, und per Induktionz,..z,_; = vo* fur einve{0,1}*
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DIE BEIDEN SPRACHEN DES PALINDROMAUTOMATEN I

i q E,X/X ; q ;G,Z()/Zo@

' Star 0 g 1 2 :

¢ Lp(P) = {wwh|we{0,1}*} i 5 N .

D: Durch strukturelle Induktion zeige, dalirfjedes Wortw gilt
(g0, ww™,Zo) F (qo,wwZy) + (1,0 w0 Zo) E (q1,6,20) b (g2.€,%0)

C: Durch strukturelle Induktiomiberx = z;..x,, zeige
Wenn (qo,z,2) F (q1,6,0) fur eina eI™, dann z=ww? fur einw € {0,1}*
Kernidee des Induktionsschrittes (Details in HMU §6.2.1)
Wenn (qo,z1..20, ') F (qo,22..Zn, 110°) F (q1,%5..20, Br1cd)

- (q1,2,, T10) = (q1,6,0’) fura’,pel™,
dann folgt (¢o,z1..2,-1, ") F (qo,x0..2p_1, x10) = F (que )
und z,=x, und per Induktionz,..z,_; = vo* fur einve{0,1}*

e L. (P)=0 weil Z;nie gebscht wird
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DIE BEIDEN SPRACHEN DES PALINDROMAUTOMATEN I

i q E,X/X ; q ;G,Z()/Zo@

' Star 0 g 1 2 :

e Lp(P) = {wwP|we{0,1}} |~ 6 \/ '

D: Durch strukturelle Induktion zeige, dalirfjedes Wortw gilt
(g0, ww™,Zo) F (qo,wwZy) + (1,0 w0 Zo) E (q1,6,20) b (g2.€,%0)

C: Durch strukturelle Induktiomiberx = z;..x,, zeige
Wenn (qo,z,2) F (q1,6,0) fur eina eI™, dann z=ww? fur einw € {0,1}*
Kernidee des Induktionsschrittes (Details in HMU §6.2.1)
Wenn (qo,z1..20, ') F (qo,22..Zn, 110°) F (q1,%5..20, Br1cd)

- (q1,2,, T10) = (q1,6,0’) fura’,pel™,
dann folgt (¢o,z1..2,-1, ") F (qo,x0..2p_1, x10) = F (que )
und z,=x, und per Induktionz,..z,_; = vo* fur einve{0,1}*

e L. (P)=0 weil Z;nie gebscht wird

Modifikation von P: Andere Kantenbeschriftungpn ¢; nachg, in €,Zy/ ¢
Fur den resultierenden PDR' gilt: L. (P') = Lp(P) = {ww!|we{0,1}*}
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WICHTIGE ERKENNTNISSE ZU AUSSAGEN
UBER KONFIGURATIONSUBERGANGE IN BEWEISEN

e Ungelesene Eingabendnnen ignoriert werden
Gilt (¢g,.xw,a) F (p,yw,3) dann gilt auch
(q.z,0) F (py,3) firalleweX*
Dagegen kann es von Bedeutung seinimolstack hintei etwas steht
— Beweis durch Induktiober Anzahl der Konfigurationsschritte
— Kernargument(q,ayw,X 5) = (p,yw,y5) verlangt (p,v)<d(q,a, X)
also (¢,ay,Xp) F (py~D)
e Erweiterung von Eingabe oder Stackandert nichts
Gilt (g.xz,0) F (p,y,3) danngiltauch
(q.xw,ay) F (p,yw,B~) fur alle w e X*, v e T
Wederw noch~ werden bei der Verarbeitung angesehen
— Beweis durch Induktiofiber Anzahl der Konfigurationsschritte

— Kernargument{q,aw,X~v) F (p,w,57), falls (p,3)<d(q,a, X)
was hintere bzw. X kommt, bleibt unangetastet
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ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fur korrekte Klammerausdr ticke

e Rahmenbedingungen an Eingabewter
— Anzahl géffneter und geschlossener Klammern muf3 gleich sein
— In keinen Anfangssegmeniiden mehr( als) vorkommen
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ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fur korrekte Klammerausdr ucke

e Rahmenbedingungen an Eingabewter
— Anzahl géffneter und geschlossener Klammern muf3 gleich sein
— In keinen Anfangssegmeniiden mehr( als) vorkommen

e Zahle UberschuR géffneter Klammern im Stack
— Jedeq erhoht die Anzahl, jede$ erniedrigt sie
— ) Ist nicht erlaubt, wenn der Stackboden erreicht ist
— Am Ende des Wortes wird der Stackboden entfernt
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ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fur korrekte Klammerausdr ticke

e Rahmenbedingungen an Eingabewter
— Anzahl géffneter und geschlossener Klammern muf3 gleich sein
— In keinen Anfangssegmeniiden mehr( als) vorkommen

e Zahle UberschuR géffneter Klammern im Stack
— Jedeq erhoht die Anzahl, jede$ erniedrigt sie
— ) Ist nicht erlaubt, wenn der Stackboden erreicht ist
— Am Ende des Wortes wird der Stackboden entfernt

e SetzeP; = ({Q}v{(a)}a{ZOal}a(Sv q, Zo, @) (X/1X

mit (g, (, X) = {(q, 1X)} e

d(g,),1) = {(q,¢€)}
0(q,€,Zy) ={(q,€)} Start
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA P, = (Q, X, T, 4, q9, Zg, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L¢(Pe) = Lg(PF)
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA P, = (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L¢(Pe) = Lg(PF)

e Bel leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol, markiert unteres Ende des Stacks vén
— Neuer Anfangszustang, fur Pr schreibt Initialsymbol vorP. auf Stack
—Neuer Endzustang, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA P, = (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L¢(Pe) = Lg(PF)

e Bel leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol, markiert unteres Ende des Stacks vén
— Neuer Anfangszustang, fur Pr schreibt Initialsymbol vorP. auf Stack
—Neuer Endzustang, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

° PF — (QU{po, pf}’ 27 FU{XO}a 5F9 PO, XOa {pf})
—0p(q,0,X)=6(q,0,.X) T T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTIIS
furallege@, X el

____________________________________

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.2: 13 PUSHDOWN AUTOMATEN




TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA P, = (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L¢(Pe) = Lg(PF)

e Bel leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol, markiert unteres Ende des Stacks vén
— Neuer Anfangszustang, fur Pr schreibt Initialsymbol vorP. auf Stack
—Neuer Endzustang, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

o Pp = (QU{po, pf}’ 2, FU{XO}a 5F9 Do, X0 {pf})
—0p(q,0,X)=6(q,0,.X) T T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTIIS
furallege@, X el

— 5F(pO’E’XO) = {(QO’ZOXO)} | Stant Po PR @

____________________________________
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA P, = (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L¢(Pe) = Lg(PF)

e Bel leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol, markiert unteres Ende des Stacks vén
— Neuer Anfangszustang, fur Pr schreibt Initialsymbol vorP. auf Stack
—Neuer Endzustang, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

o Pp = (QU{po, pf}’ 2, FU{XO}a 5F9 Do, X0 {pf})
—6p(q,0,X)=6(q,0,X) Tl o
furallege@, X el

- 5F(pO’E’XO) - {(QO’ZOXO)} :Start Po @ Xo Zo X

- 5F(Q161X0) - {(pf,e)}
furalleqge@

____________________________________

Korrektheitsbeweis durch Detailanalyse
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UMWANDLUNG EINES LePDA IN EINEN Lp-PDA |

o GegebenPe — ({Q}, {(, )}9 {ZOa 1}7 57 q, Z(b 0) (X /11X
mit 6(q, (, X) = {(g,1X)} Fole

4(q,),1) = {(q,€)}
5(q9 €, ZO) — {(q, 6)} Start
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UMWANDLUNG EINES LePDA IN EINEN Lp-PDA |

o GegebenPe — ({Q}, {(9 )}9 {ZOa 1}7 57 q, ZO? 0) (X /11X
mit §(q, (, X) = {(q,1X)} ol

4(q,),1) = {(q,€)}
5((], €, ZO) — {(q, 6)} Start

e Aquivalenter PDA Pr mit Endzustanden ist
({p()v q, pf}7 {(9 )}7 {X07 Z, 1}7 OFs Pos X0, {pf})
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UMWANDLUNG EINES LePDA IN EINEN Lp-PDA |

o GegebenPe — ({Q}, {(9 )}9 {ZOa 1}7 57 q, ZO? 0) (X /11X
mit §(q, (, X) = {(q,1X)} ol

4(q,),1) = {(q,€)}
5((], €, ZO) — {(q, 6)} Start

e Aquivalenter PDA Pr mit Endzustanden ist
({p()v q, pf}7 {(9 )}7 {X07 Z, 1}7 OFs Pos X0, {pf})

mit 6 p(po.€,Xo) = {(q,Z0X0)}
€,Xo/Zy Xy
Start po " G
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UMWANDLUNG EINES LePDA IN EINEN Lp-PDA |

o GegebenPe — ({Q}, {(, )}9 {ZOa 1}7 57 q, ZO? 0) (X /11X
mit §(q, (, X) = {(q,1X)} Tyl

d(q,),1) = {(qg,€)}
5((]9 €, ZO) — {(q, 6)} Start

e Aquivalenter PDA Pr mit Endzustanden ist

({p()v q, pf}7 {(7 )}7 {X07 Z, 1}7 OFs Pos X0, {pf})
mit 6 p(po.€,X0) = {(q,Z0X0)} (XI1X
or(q, (; X) ={(q,1X)} AR

5F(Q9)91) :{(q’ 6)} é ;
d(q, €, Zo) ={(q,¢€)} %QE —
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UMWANDLUNG EINES LePDA IN EINEN Lp-PDA |

o GegebenPe — ({Q}, {(, )}9 {ZOa 1}7 57 q, ZO? 0) (X /11X
mit §(q, (, X) = {(q,1X)} Tyl

d(q,),1) = {(qg,€)}
5((]9 €, ZO) — {(q, 6)} Start

e Aquivalenter PDA Pr mit Endzustanden ist
({p()v q, pf}7 {(7 )}7 {X07 Z, 1}7 OFs Pos X0, {pf})
Mit 4 7(po,€,X0) = {(q,Z0X0)} X1
or(q, ( X) = {(q,1X)} PN

or(a,),1) ={(g,€)}
d(q, €, Zo) ={(q,€)} St‘t@ - U—/‘

5F(q’€’X0) = {(pf,E)}
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TRANSFORMATION VON Lp— IN L—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA Pr = (Q, X, T, d, qq9, Zo, F') kann
ein PDA P konstruiert werden mit Ly (Pgr) = Le(Pe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stackdsch-Zustang, in den von Endzuanhden gewechselt wird
— Neues InitialsymbolX, fur P. verhindert irrtimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustang, fur P, schreibt Initialsymbol vorP auf Stack
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TRANSFORMATION VON Lp— IN L—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA Pr = (Q, X, T, d, qq9, Zo, F') kann
ein PDA P konstruiert werden mit Ly (Pgr) = Le(Pe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stackdsch-Zustang, in den von Endzuanhden gewechselt wird
— Neues InitialsymbolX, fur P. verhindert irrtimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustang, fur P, schreibt Initialsymbol vorP auf Stack

o Pe = (Qu{p()v p}v 27 FU{XO}a 567 PO, XO? (Z))
—0:(q,0,X) = 0(q,a,X) e
furallege@, X el',aeX
_56(Q’€’X) = 5(q1€’X)

= o
furalleqeQ—F, X €I iStart @ i

___________________________________
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TRANSFORMATION VON Lp— IN L—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA Pr = (Q, X, T, d, qq9, Zo, F') kann
ein PDA P konstruiert werden mit Ly (Pgr) = Le(Pe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stackdsch-Zustang, in den von Endzuanhden gewechselt wird
— Neues InitialsymbolX, fur P. verhindert irrtimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustang, fur P, schreibt Initialsymbol vorP auf Stack

o P = (Qu{pﬂv p}v 2, FU{XO}a des PO» X0 (Z))
—0:(q,0,X) = 0(q,a,X) e
furallege@, X el',aeX

S0@eX) Z0@aX) L exwzon P X
G (%) =(r)

furalleqeQ—F, X €I

—5.(q,6,X) = 8(q,6,X){(p, e)}' @/ e Xe

furalleqe F, X el'U{ Xy} oo __.
— 0e(po,€,X0) = {(q0,20X0) }
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TRANSFORMATION VON Lp— IN L—AUTOMATEN |

Zu jedem PDA Pr = (Q, X, T, d, qq9, Zo, F') kann
ein PDA P konstruiert werden mit Ly (Pgr) = Le(Pe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stackdsch-Zustang, in den von Endzuanhden gewechselt wird
— Neues InitialsymbolX, fur P. verhindert irrtimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustang, fur P, schreibt Initialsymbol vorP auf Stack

o P = (Qu{pﬂv p}v 2, FU{XO}a des PO» X0 (Z))
—0:(q,0,X) = 0(q,a,X) e
furallege@, X el',aeX

: €, Xle :
006 X)20@0X) o~ exvax)—~ P :
furallegeQ—F, X eT Start Po @ >@ :

—0e(q,6,X) = 0(q,e, X)U{(p.€) } ©/ “Xle  Xle

furallege F', X eI'U{X,} .,

— 0c(po,€,X0) = {(90,20X0) }
— 0c(p,e,X) = {(p,€)} fur alle X eTU{ X}

Korrektheitsbeweis durch Detailanalyse
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UMWANDLUNG EINES Lp-PDA IN EINEN L-PDA |

0,X/0X
1.X/1X
€

00/€
11/€
,X/X ; ; E,Z()/ZO
Start % =@ 9

¢ PF — ({QOa qi, QQ}a {Oa 1}9 {Oa 1, ZO}? 57 do, ZO? {QZ})
mit & wie oben erkennfww’ | w e {0, 1}*} mit Endzustand
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UMWANDLUNG EINES Lp-PDA IN EINEN L-PDA |

0,X/0X
1.X/1X

00/€
: 11/€
e, XX ; ; €.Zyl Zy
Start 9 =® 9

¢ PF — ({QOa qi, Q2}7 {09 1}9 {07 1, ZO}? 57 q0, Z0, {q2})
mit & wie oben erkennfww’ | w e {0, 1}*} mit Endzustand

e Aquivalenter PDA P, mit leerem Stack ist
({p07 do, 41+, 492, p}7 {09 1}7 {07 17 ZOa XO}? 567 Po, XO? {p})

0,X/0X 0,0/€
1.X/1X 11/€

4@.5,)(0/20)(0‘;(1 ; XX ‘ e,ZO/ZO‘m e Xle @)

€, X /e
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SIND PDAS WIRKLICH MASCHINEN FUR TYP-2 SPRACHEN?

Lo=Lppa={L|3P:PDAs. L=L.(P)}

e Konfigurationsubergange= Linksableitungen
—(qo, Y, Zy) F (¢, y, Aa) bedeutet, da® nach Verarbeitung von
Im Zustandy ist undnochy und den Stackl o zu verarbeiten hat
A a muld gespeichert urteeim Lesen vory komplett verarbeitetverden
— LinksableitungS — z A o — zy erzeugt aus dem Startsymbol
zuerst das Wort A o« und muld daniy ausA « ableiten
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SIND PDAS WIRKLICH MASCHINEN FUR TYP-2 SPRACHEN?

Lo=Lppa={L|3P:PDAs. L=L.(P)}

e Konfigurationsubergange= Linksableitungen
—(qo, Y, Zy) F (¢, y, Aa) bedeutet, da® nach Verarbeitung von
Im Zustandy ist undnochy und den Stackl o zu verarbeiten hat
A a muld gespeichert urteeim Lesen vory komplett verarbeitetverden

— LinksableitungS — z A o — zy erzeugt aus dem Startsymbol
zuerst das Wort A oo und mufd danmy ausA o ableiten

e Grammatik — Pushdown-Automat
— PDA muLinksableitungauf Stacksimulieren

— Erzeugte linke Terminalteilarter nmissen mit Teil der Eingabe
verglichen werden, umathste Variable freizulegen

e Pushdown-Automat — Grammatik
— Grammatik muf®barbeitung von Symbolen des Stacks simulieren
— Regeln beschreiben wie PDA bei Abarbeitung des Stacksigibo
mit 6 Zwischenworter im Stack auf- und schliel3lich wieder abbaut
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VON GRAMMATIKEN ZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von G
— Beginne mit Startsymbol vot&¥
— A<V wird im Stack durch rechte SeiteeinerRegelA— 5 ersetzt

—a €T"wird vom Stack entfernwenn es als Eingabe erscheint,
um im Stack die achsten Variable einer Linksableitung freizulegen
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VON GRAMMATIKEN ZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von G
— Beginne mit Startsymbol vot&¥
— A<V wird im Stack durch rechte SeiteeinerRegelA— 5 ersetzt

—a €T"wird vom Stack entfernwenn es als Eingabe erscheint,
um im Stack die achsten Variable einer Linksableitung freizulegen

e Generierter PDA P = ({q}, T,V UT, 4, q, S, D)
— (g6, A) = {(q,8) | A= B e P\ furalle AeV
—6(q,a,a) = {(q,¢)} furalleacT

e Korrektheit: L(G) = L¢(P) (Detailbeweis im Anhang)
Zeige: €) Wenn S = x1 Ao ... —, 2, A0, —, weT™ dann gibt
es fir allei einy; mit w = z;; und (¢, w, S) F (q, i, Aioy)

(2) Wenn(q, w, X) F (g, ¢, €) dannX —— w
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UMWANDLUNG EINER GRAMMATIK IN EINEN PDA I

.G7: ({EaI}a {a,b,c,O,l, _l_a*a(v)}v PGa E)
mtPec={F—1|FE+FE| ExE | (FE)
I »a|b|lc|Ia|Ib|Ic|IO0]|I1}
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UMWANDLUNG EINER GRAMMATIK IN EINEN PDA I

.G7: ({EaI}a {a,b,c,O,l, _I_a*a(v)}v PGa E)
mtPec={F—1|FE+FE| ExE | (FE)
I »a|b|lc|Ia|Ib|Ic|IO0]|I1}

e ErzeugeP = ({q},T,VUT,d,q, E, D)
mit V={E, I} undT={a,b,0,1,+,%*,(,)}

- 0(q.¢,.E)={(q.1), (q.E+E), (q.E+E), (q,(F))}

—0d(q.e,I) = {(q,a), (g,b), (q.c), (¢, 1a),(q,Ib), (q.I¢), (q,10),(q,11)}
—-d(g.a,a) ={(g.€)} -&(q,+.,+)={(g.€)}

—0(g.bb) ={(g.€)} —6&(q.**)={(g.€)}

-0(g.c.c)={(g.€9)}  -68(q.(.0) ={(g.€)}

—-0(q,0,0) ={(g.€)} -6(q,),) ={(q.€)}

—6(q,1,1) = {(q.€)}
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VON PUSHDOWN-AUTOMATEN ZU GRAMMATIKEN I

Zujedem PDA P = (Q,X,T, 4, q9, Zg, F') kann eine
kfG G konstruiert werden mit Le(P) = L(G)

e Simuliere Abarbeitung eines Symbols vom Stack
— Verarbeite Variablen der Forni¢’ X, p)” mit impliziter Bedeutung
“Entfernen vonX kann von Zustand zu Zustana fuhrer?
— Entfernen vonX kann zuerst eify;..Y,, auf- und dann abbauen
— Beginne mit Erzeugung vo#, und zeige, dal¥X, entfernt werden kann
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VON PUSHDOWN-AUTOMATEN ZU GRAMMATIKEN I

Zujedem PDA P = (Q,X,T, 4, q9, Zg, F') kann eine
kfG G konstruiert werden mit Le(P) = L(G)

e Simuliere Abarbeitung eines Symbols vom Stack
— Verarbeite Variablen der Forni¢’ X, p)” mit impliziter Bedeutung
“Entfernen vonX kann von Zustand zu Zustancb fuhrer?’
— Entfernen vonX kann zuerst eify;..Y,, auf- und dann abbauen
— Beginne mit Erzeugung vo#, und zeige, dal¥X, entfernt werden kann
e GeneriereG = ({S}u@QxI'xQ, X, Pg, S) mit
— S—(q0, Zo,q) € Pg furallegeQ
— (¢, X, p)—=a(d . Yi,1)(q1, Y2, @2)--(@m—1, Ym, p) € P,
fur beliebige Kombinationeq, .., ¢,,_1 €@, falls (¢, Y1..Y,,) €d(q, a, X)
(g, X,p)—a € Pg, falls (p, €)€d(q,a, X)
e Korrektheitsbeweis L¢(P) = L(G)
— Zeige:(q, X, p) — weX* genau dann, wenig, w, X) F (p, €, €)
c: Induktionuber Lange der PDA Berechnung
>: Induktionuber Lange der Ableitung (viele Details)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

e GegebenP = ({qo,q91},{a,b,c},{A, B, Zv}, d,qo, Zo, {q1})

mit §(qo, a, X) = {(go, AX)} fur X eT a,A /e
5(qo, b, X) = {(q0, BX)} fir X eT oX A% A
0(qosc, X) = {(q1, X))} fur X e’
d(q1,a,A) = {(q1,€)} e, X /X
0(q1,b,B) = {(q1,¢€)} Start 90 n
6(q1, €, Zo) = {(q1,€)}
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

e GegebenP = ({qo,q91},{a,b,c},{A, B, Zv}, d,qo, Zo, {q1})

mit §(qo, a, X) = {(go, AX)} fur X eT a,A /e
5(qo, b, X) = {(q0, BX)} fir X eT oX A% A
0(qosc, X) = {(q1, X))} fur X e’
d(q1,a,A) = {(q1,€)} e, X /X
0(q1,b,B) = {(q1,¢€)} Start 90 n
6(q1, €, Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a, b, c}, Pg, S)
mit VG - {Sa (qm A7 QO)a (QOa 37 QO)7 (q07 Z07 QO)a (QOa A7 Q1)9 L) ((ha Z()a Ch)}
mit Pe = S — (qo, Zo,q0) | (g0, Zo, q1)

(qmXa QO) — a’(q()aAv QO)(qO’Xa QO) | b(QOan QO)(q()aXa QO) | C(Q1,X, qO)
| a(QO,AaCh)(QIaXaQO) |b(QO7B7QI)(q1,X7q0)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

e GegebenP = ({qo,q91},{a,b,c},{A, B, Zv}, d,qo, Zo, {q1})

mit §(qo, a, X) = {(go, AX)} fur X eT a,A /e
5(qo, b, X) = {(q0, BX)} fir X eT oX A% A
0(qosc, X) = {(q1, X))} fur X e’
d(q1,a,A) = {(q1,€)} e, X /X
0(q1,b,B) = {(q1,¢€)} Start 90 n
6(q1, €, Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a, b, c}, Pg, S)
mit Vg = {S, (g0, A, qo), (90, B, q0), (q0s Zo,q0)s (905 A,q1), -5 (q15 Z0,q1)}
mit Pe = S — (qo, Zo, q0) | (g0, Zo, q1)
(gos X', go) — a(qo, A, qo)(q0, X, qo0) | b(go, B, qo)(qo, X, qo) | c(q1, X, qo)
| a(qo, A, q1)(q1, X, qo) | b(qo, B, q1)(q1, X, qo)

(Qo,X, QI) —r a(qua QO)(QO9X7(I1) b(‘lo, B, QO)(qmXa Q1) | C(QDX’ Q1)
| a(qo, A,q1)(q1,X,q1) | b(go, B,q1)(q1, X, q1)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

e GegebenP = ({qo,q91},{a,b,c},{A, B, Zv}, d,qo, Zo, {q1})

mit §(qo, a, X) = {(go, AX)} fur X eT a,A /e
5(qo, b, X) = {(q0, BX)} fir X eT oX A% A
0(qosc, X) = {(q1, X))} fur X e’
d(q1,a,A) = {(q1,€)} e, X /X
0(q1,b,B) = {(q1,¢€)} Start 90 n
6(q1, €, Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a, b, c}, Pg, S)

mit Vg = {S, (q0, A, qo0); (g0s B, q0), (905 Zo, q0); (qos Asq1)s -5 (g1, Zosq1) }
mit Pe = S — (qo, Zo,q0) | (g0, Zo, q1)
(g0, X', go) — a(qo; A, qo) (g0, X, go) | b(qo; B, go)(go, X, qo) | c(g1, X, go)
| a(qo, A, q1)(q1, X, qo0) | b(qo, B, q1)(q1, X, qo)
(gos X, q1) — a(qo, A, qo0)(q0, X5 q1) | b(go, B, qo)(q0, X, q1) | c(q1, X q1)
| a(qos A, q1)(q1, X, q1) | b(qo, B, q1)(q1, X, q1)
(q1,A,q1) —a, (q,B,q1) —=b, (q1,Zo,q1) —> €
Keine Regeliir (¢, X, qy), da o(q1, z, X)={(q1,€)} furallex, X
GG kann optimiert werden: streicliderflissige Variablen, vereinfache Variablennamen
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PUSHDOWN-AUTOMATEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Maschinenmodell {ir kontextfreie Sprachen
— Nichtdeterministischezndlicher Automat mit Stackind e-Ubergangen
— Erkennung von Wrtern durchEndzustand oder leeren Stack
— Erkennungsmodelle sind ineinander transformierbar

¢ VVerhaltensanalyse durch Konfigurationgibergange
— Konfigurationen beschreiben ‘Gesamtzustarail Pushdown-Automaten
— KonfigurationgibergingeverallgemeineriJberfuhrungsfunktionen

e Aquivalent zu kontextfreien Grammatiken
— Umwandlung vorKonfigurationgibergangen in Regeland umgekehrt

e Es gibt auch Deterministische PDASs
—Weniger nachtig DPDAs erkennemur eindeutige Typ-2 Sprachen
— L.-DPDAs kbnnen nicht einmal alle regallen Sprachen erkennen
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ANHANG
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VON GRAMMATIKEN ZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von G
— Beginne mit Startsymbol vo&¥
— A eV wird im Stack durch rechte SeiteeinerRegelA—( ersetzt

—a <T"wird vom Stack entfernwenn es als Eingabe erscheint,
um im Stack die achsten Variable einer Linksableitung freizulegen

e Generierter PDA P = ({q},T,VUT,éd,q, S, D)
—6(q,6,A) = {(q.8) | A=B e P} furalleAcV
—6(q,a,a) = {(q,€)} furalleacT

e Korrektheit: zeige L(G) = L¢(P) (nichste 2 Folien)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CLe(P) |

Wenn § = z1A1o.. —, T Aoy, —, weT™ (z,¢T7, A;eV) dann
gibt es fir alle 3 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion tber :<m
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CLe(P) |

Wenn § = z1A1001.. —, T Aoy, —, w eT™ (v,eT%, A V) dann
gibt es fir alle 3 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion tber :<m

eBasisfalli = 1: S = 2, A0y — w
— Es folgtS = A, undx=a,=¢, also muld;=w gewahlt werden
—(q,w,S) F (¢g,w,S) gilt mit 0 Konfigurationgibergaingen

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.2: 25 PUSHDOWN AUTOMATEN




KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CLe(P) |

Wenn § = z1A1001.. —, T Aoy, —, w eT™ (v,eT%, A V) dann
gibt es fir alle 3 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion tber :<m
e Basisfalli = 1: S = 2, Aoy — w
— Es folgtS = A, undx=a,=¢, also muld;=w gewahlt werden
—(q,w,S) F (¢g,w,S) gilt mit 0 Konfigurationgibergaingen
e Induktionsschritt: S.. — x; A0 — wi+1Ai+1ai_|_1 L) w
—x;Ajo; —, i Aoy verlangtA;,— 8. € P fur ein g,
wobelx;B;a; = x;2A; o fureinzeT*undx; . = ;2 C w.
— Per Konstruktion gilt danr{g,3) < d(q.€,4;) und mit der Induktions-
annahme folgt(q, w. S) F (¢.yi. Ajcv) F (g, ys, 2 A1 000)
—Wegenr;, 1 = x;z C w undw = z;y; kanny; zerlegt werden iny;.
und der PDA arbeitet ab: (¢, y;, 2 A 10i1) F (¢, Vi1, Ai10i1)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CLe(P) |

Wenn § = z1A1001.. —, T Aoy, —, w eT™ (v,eT%, A V) dann
gibt es fir alle 3 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion tber :<m
e Basisfalli = 1: S = 2, Aoy — w
— Es folgtS = A, undx=a,=¢, also muld;=w gewahlt werden
—(q,w,S) F (¢g,w,S) gilt mit 0 Konfigurationgibergaingen
e Induktionsschritt: S.. — x; A0 — wi+1Ai+1ai_|_1 L) w
—x;Ajo; —, i Aoy verlangtA;,— 8. € P fur ein g,
wobelx;B;a; = x;2A; o fureinzeT*undx; . = ;2 C w.
— Per Konstruktion gilt danr{g,3) < d(q.€,4;) und mit der Induktions-
annahme folgt(q. w. S) © (g, y,, Aia,) F (q.ys 2 A1 000)
—Wegenr;, 1 = x;z C w undw = z;y; kanny; zerlegt werden iny;.
und der PDA arbeitet ab: (¢, y;, 2 A 10i1) F (¢, Vi1, Ai10i1)
e Schlul3folgerung: S = z1 A ay.. —, T Aoy, —, weT™
—Wegenw ¢ T™ folgt A,,—p <Pgfureins eT* undw = z,,5,,a,,
—Also (¢, w,S) F (¢, BnGm, Amam) = (¢, BnQim, Bmoun) F (g, €, €),
d.h.weL . (P)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L(P) |

Fir alle X €V gilt: wenn (q, w, X) F (g, €, €) dann X — w

e Bewels durch Induktion tber Lange der PDA Berechnung

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.2: 26 PUSHDOWN AUTOMATEN




KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L(P) |

Fir alle X €V gilt: wenn (q, w, X) F (g, €, €) dann X — w

e Bewels durch Induktion tber Lange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X) + (q,e€,¢€)
— Es folgtX —¢ ¢ P undw = ¢, alsoX — w
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L(P) |

Fir alle X €V gilt: wenn (q, w, X) F (g, €, €) dann X — w

e Bewels durch Induktion tber Lange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X) + (q,e€,¢€)

— Es folgtX —¢ ¢ P undw = ¢, alsoX — w

e Induktionsschritt: (q, w, X) Sk (q,¢€,¢€)

— Da X oben im Stack steht, mul3 der erste Schritt die Form
(q,w, X) F (q,w,Y7..Y}) furein X—Y1..Y, € P; haben (v;eVuT)
— Dann gibt eine Zerlegung = w;..w; mit
(q, wiws..wy, Y1Y5..Y3) F (q, wa..wp, Y2..Y3) F (g, €, €)
— Es folgt(q, wiwii1..wp., Vi) F (g, wir1..wy, €) also(q, w;, Y;) F (g, €, €)
— Per Induktionsannahme folgt — w; fur alle: (fur Y; e T istY; = w;)
alsoX — Y.V, —> wq..wp = w
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L(P) |

Fir alle X €V gilt: wenn (q, w, X) F (g, €, €) dann X — w

e Bewels durch Induktion tber Lange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X) + (q,e€,¢€)

— Es folgtX —¢ ¢ P undw = ¢, alsoX — w

e Induktionsschritt: (q, w, X) Sk (q,¢€,¢€)

— Da X oben im Stack steht, mufl3 der erste Schritt die Form
(q,w, X) F (q,w,Y7..Y}) furein X—Y1..Y, € P; haben (v;eVuT)

— Dann gibt eine Zerlegung = w;..w; mit
(q, wiws..wy, Y1Y5..Y3) F (q, wa..wp, Y2..Y3) F (g, €, €)

— Es folgt(q, wiwii1..wp., Vi) F (g, wir1..wy, €) also(q, w;, Y;) F (g, €, €)

— Per Induktionsannahme folgt — w; fur alle: (fur Y; e T istY; = w;)
alsoX — Y.V, —> wq..wp = w

e Esfolgt L.(P)={w | (q,w, S) F (g, €, €)}c{w | S—w}=L(G)
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BRAUCHEN WIR NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN? I

e Grammatiken sind nichtdeterministisch
— Nichtdeterministische Automaten sind daaturliche” Gegensick
. Grammatikregelnifhren zumengenwertiget)berfuhrungsfunktion
— “Wirkliche” Automaten niissen deterministisch sein

e Typ-3 Sprachen haben deterministische Modelle
— NEAs konnen inaguivalente DEAsimgewandelt werden
— Tellmengenkonstruktion kann Automatexponentiell vergil3ern

¢ Reichendeterministische PDAs fir Typ-2 Sprachen?
— Uberfuhrungsfunktions:Q x (SU{e})xI" — QxI"* muR eindeutig sein
— Gibt es fir PDAsimmeraquivalente deterministische PDAS?
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DETERMINISTISCHE PUSHDOWN-AUTOMATEN PRAZISIERT I

e Ein Deterministischer Pushdown-Automat(DPDA)
Ist ein 7-Tupel P = (Q, X, I', 9, qo, Zo, F') mit
— () nichtleere endlich&@ustandsmenge
— Y endlichesingabealphabet
—I' endlichesStackalphabet
—0:Qx(CU{e)xI" = QxTI* Uberfuihrungsfunktion
0(q,6,X) nur definiert, wenn(q,a,X) fur allea € X undefiniert
—q,€) Startzustand
— Z ,el' Initialsymbol des Stacks
— <) Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden
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DETERMINISTISCHE PUSHDOWN-AUTOMATEN PRAZISIERT I

e Ein Deterministischer Pushdown-Automat(DPDA)
Ist ein 7-Tupel P = (Q, X, I', 9, qo, Zo, F') mit
— () nichtleere endlich&@ustandsmenge
— Y endlichesingabealphabet
—I' endlichesStackalphabet
—0:Qx(CU{e)xI" = QxTI* Uberfuihrungsfunktion
0(q,6,X) nur definiert, wenn(q,a,X) fur allea € X undefiniert
—q,€) Startzustand
— Z ,el' Initialsymbol des Stacks
— <) Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden

e Erkannte Sprache
—Lp(P)={weX*|3geF. ABeT* (qp,w, Zo) F (q,¢,5)}
—Le(P) ={wex*|3¢€qQ. (qo.w, Zy) F (g, ¢,€)}
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Lp-DPDAS SIND MACHTIGER ALS DEAS |

eL3=L(DEA)CLE. .
— Jeder DEA ist ein spezieller DPDA, demt Endzustan@kzeptiert

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.2: 29 PUSHDOWN AUTOMATEN




Lp-DPDAS SIND MACHTIGER ALS DEAS |

eL3=L(DEA)C [‘DPDA
— Jeder DEA ist ein spezieller DPDA, demt Endzustan@kzeptiert

o L = {wH#Hwl | we{0,1}*} ¢ ct o —L3
— L ist nicht regular
- Beweis durch Pumping Lemma, analog{auw’ | w {0, 1}*}
— L = Lgp(P) fur folgenden DPDA P

0,X/0X 00/€
1.X /11X 11/€

; #X X ;q ; €.Zo! Z, @
0 ‘\_1/ 2

P st deterministisch, da(q,a,Z;) fur allea <> undefiniert ist

Start
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Lo-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

'S F
* Lrppa S Lpppa
— Transformation vord..- in L-PDAs erlalt Bedingung an DPDAs
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Lo-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

€ F
*Lpppas L£pppa
— Transformation vord..- in L-PDAs erlalt Bedingung an DPDAs
e L.-DPDAs erkennen nurpr afixfreie Sprachen
“kein Wort aud..( P) ist echtes Pifix eines anderen Wortes alig P)”

Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer ist, kaihnicht weiterarbeiten

— Istu € L.(P) dann stoppt” nach Verarbeitung von mit leerem Stack

— Eine echte Erweiterung vanwird von P nicht komplett abgearbeitet
und damit nicht akzeptiert
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Lo-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

* LHppa S EEPDA
— Transformation vord..- in L-PDAs erlalt Bedingung an DPDAs

e L.-DPDAs erkennen nurpr afixfreie Sprachen
“kein Wort aud..( P) ist echtes Pifix eines anderen Wortes alig P)”
Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer ist, kaihnicht weiterarbeiten
— Istu € L.(P) dann stoppt” nach Verarbeitung von mit leerem Stack
— Eine echte Erweiterung vanwird von P nicht komplett abgearbeitet

und damit nicht akzeptiert

* L3 £LYppa
— {0} ¢L¢,,,, daf0}* nicht pafixfrei ist
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Lo-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

* LHppa S ‘C’DPDA
— Transformation vord..- in L-PDAs erlalt Bedingung an DPDAs

e L.-DPDAs erkennen nurpr afixfreie Sprachen
“kein Wort aud..( P) ist echtes Pifix eines anderen Wortes alig P)”

Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer ist, kaihnicht weiterarbeiten

— Istu € L.(P) dann stoppt” nach Verarbeitung von mit leerem Stack

— Eine echte Erweiterung vanwird von P nicht komplett abgearbeitet
und damit nicht akzeptiert

* L3 £LYppa
— {0} ¢L¢,,,, daf0}* nicht pafixfrei ist

e L.-DPDAs und L p-DPDAs sind nichtaquivalent
—Aus{0}*¢L¢ ., folgtauchlt, . ZL5.,,

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.2: 30 PUSHDOWN AUTOMATEN




F
L5ppa IST ECHTE TEILKLASSE VON L9

F
* LpppaSLo
— Jeder DPDA ist ein spezieller PDA

o L »-DPDAs kdnnen {ww! | w € {0,1}*} nicht erkennen

Intuitiv. DPDA P kann die Mitte eines Wortes nicht identifizieren
— P mulR30"110" akzeptieren, Stack wird beim Vergleich geleert (grofdes
— P mul3 auch akzeptieren, wenn noch einniall 0" folgt
P darf nicht akzeptieren, wenn stattdessén10” (m+£n) folgt
— Aber P kann nicht unterscheiden, aganicht mehr gespeichert ist

Technisches Argument: AbschluBeigenschaften + Pumping Lemma fiir £

e L -DPDAs bilden eine eigene wichtige Sprachklasse
— Deterministisch kontextfreie Sprachen
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

e LY 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung van-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationgibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Hir jede Eingabev gibt es inP nur einen Konfiguratiornigergang
— Erzeugte Grammatik ist eindeutig
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

e LY 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung van-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationgibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Hir jede Eingabev gibt es inP nur einen Konfiguratiornigergang
— Erzeugte Grammatik ist eindeutig

o £E , ,-Sprachen sind eindeutig
— Mache Sprache voh-DPDA P prafixfrei durch Antangen vorH
— Piafixfreie Sprachen it , sind LS ,,, ,-Sprachen
— Damit hat die modifizierte Sprache eine eindeutige Grankndat
— G' mit zusatzlicher Regeb—«¢ (und Variable $) erzeugt Sprache vbn
— Linksableitungen irtz’ sind “identisch” zu denen itr, also eindeutig
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

e LY 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung van-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationgibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Hir jede Eingabev gibt es inP nur einen Konfiguratiornigergang
— Erzeugte Grammatik ist eindeutig

o £E , ,-Sprachen sind eindeutig
— Mache Sprache voh-DPDA P prafixfrei durch Antangen vorH
— Piafixfreie Sprachen it , sind LS ,,, ,-Sprachen
— Damit hat die modifizierte Sprache eine eindeutige Grankndat
— G' mit zusatzlicher Regeb—«¢ (und Variable $) erzeugt Sprache vbn
— Linksableitungen irtz’ sind “identisch” zu denen itr, also eindeutig

¢ Nicht jede eindeutige Typ-2 Sprache ist deterministisch
—{wwf | we{0,1}*} ist eindeutig, aber nicht deterministisch erkennbar
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