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Abschlußeigenschaften kontextfreier Sprachen

Typ-2 Sprachen sind komplizierter als Typ-3 Sprachen

• Abgeschlossenheit gilt nur f̈ur 6 Operationen
– Vereinigungzweier kontextfreier Sprachen L1 ∪ L2

– Spiegelungeiner kontextfreien Sprache LR

– Hülle einer kontextfreien Sprache L∗

– Verkettungzweier kontextfreier Sprachen L1◦L2

– Substitution/Homomorphismuseiner kontextfreien Sprache σ(L)

– Inverser Homomorphismuseiner kontextfreien Sprache h−1(L)

• Keine Abgeschlossenheit f̈ur
– Komplementeiner kontextfreien Sprache L

– Durchschnittzweier kontextfreier Sprachen L1 ∩ L2

– Differenzzweier kontextfreier Sprachen L1 - L2

• Nachweis mit Grammatiken und PDAs
– Modelle sind ineinander umwandelbar –wähle das passendste
– Negative Nachweise mit einemTyp-2 Pumping Lemma
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Substitutionen von Sprachen

Verallgemeinerung von Homomorphismen

• Abbildung σ von Wörtern in Sprachen
σ:Σ∗→L ist Substitution, wennσ(v1..vn) = σ(v1)◦..◦σ(vn) für allevi ∈Σ

σ(L)=
⋃

{σ(w) |w ∈L} ist das Abbild der Ẅorter vonL unterσ
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Substitutionen von Sprachen

Verallgemeinerung von Homomorphismen

• Abbildung σ von Wörtern in Sprachen
σ:Σ∗→L ist Substitution, wennσ(v1..vn) = σ(v1)◦..◦σ(vn) für allevi ∈Σ

σ(L)=
⋃

{σ(w) |w ∈L} ist das Abbild der Ẅorter vonL unterσ

• Beispiel:σ(0)={anbn |n ∈N}, σ(1)={aa, bb}
– σ:{0, 1}∗→L ist eindeutig definiert durchσ(0) undσ(1)

– σ(01) = {anbn |n ∈N}◦{aa, bb}

= {w ∈{a, b}∗ |w = anbn+2
∨w = anbnaa für einn ∈N}

– σ({0}∗) = {anbn |n ∈N}∗

= {w ∈{a, b}∗ |w = an1bn1an2bn2..ankbnk für eink undni ∈N}
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Substitutionen von Sprachen

Verallgemeinerung von Homomorphismen

• Abbildung σ von Wörtern in Sprachen
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⋃
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• Beispiel:σ(0)={anbn |n ∈N}, σ(1)={aa, bb}
– σ:{0, 1}∗→L ist eindeutig definiert durchσ(0) undσ(1)

– σ(01) = {anbn |n ∈N}◦{aa, bb}

= {w ∈{a, b}∗ |w = anbn+2
∨w = anbnaa für einn ∈N}

– σ({0}∗) = {anbn |n ∈N}∗

= {w ∈{a, b}∗ |w = an1bn1an2bn2..ankbnk für eink undni ∈N}

• Extrem ausdrucksstarker Mechanismus
– L1 ∪ L2 = σ({1,2}) für σ(1)=L1, σ(2)=L2

– L1◦L2 = σ({12}) für σ(1)=L1, σ(2)=L2

– L∗ = σ({1}∗) für σ(1)=L
...
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Abgeschlossenheit unter Substitutionen

L ∈L2, σ Substitution, σ(a) ∈L2 für a ∈T ⇒ σ(L) kontextfrei

Beweis “Ersetze a ∈T durch Startsymbol der kontextfreien Grammatik für σ(a)”
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Abgeschlossenheit unter Substitutionen

L ∈L2, σ Substitution, σ(a) ∈L2 für a ∈T ⇒ σ(L) kontextfrei

Beweis “Ersetze a ∈T durch Startsymbol der kontextfreien Grammatik für σ(a)”

SeienL undσ(a) kontextfrei f̈ur allea ∈T

Dann gibt es Typ-2 GrammatikenG = (V , T , P , S) mit L = L(G)

undGa = (Va, Ta Pa, Sa) mit σ(a) = L(Ga)

Dann istσ(L) = σ(L(G)) =
⋃
{σ(a1)◦..◦σ(an) | S

∗
−→ a1..an}

= {w1..wn | ∃a1..an. S
∗

−→ a1..an ∧Sai

∗
−→wi}
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−→ a1..an}

= {w1..wn | ∃a1..an. S
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−→ a1..an ∧Sai

∗
−→wi}

SeiPσ = {A→ασ |A→α ∈P} ∪
⋃

a ∈TPa, wobeiασ ausα ∈ (V ∪T )∗

entsteht, indem jedesa ∈T durchSa ersetzt wird

undGσ = (Vσ, Tσ, Pσ, S) wobeiVσ = V ∪
⋃

a ∈ T
Va undTσ =

⋃
a ∈ T

Ta

Dann gilt w1..wn ∈L(Gσ) ⇔ S
∗

−→ Gσw1..wn

⇔ ∃a1..an ∈T ∗. S
∗

−→ Ga1..an ∧Sai

∗
−→ Gai

wi

⇔ w1..wn ∈ σ(L)

Also istσ(L) kontextfrei
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Vereinigung, Verkettung, Hülle, Homomorphismen

Verwende Abgeschlossenheit unter Substitutionen

•L1, L2 kontextfrei ⇒ L1 ∪ L2 kontextfrei
– Seiσ(1)=L1 undσ(2)=L2

– Dann istσ:{1, 2}→L2 Substitution undL1 ∪ L2 = σ({1,2}) ∈ L2

•L1, L2 kontextfrei ⇒ L1◦L2 kontextfrei
– Seiσ(1)=L1 undσ(2)=L2

– Dann istσ:{1, 2}→L2 Substitution undL1◦L2 = σ({12}) ∈ L2

•L kontextfrei ⇒ L∗ kontextfrei
– Für σ(1)=L ist σ:{1}→L2 Substitution undL∗ = σ({1}∗) ∈ L2

•L kontextfrei ⇒ L+ kontextfrei
– Für σ(1)=L ist σ:{1}→L2 Substitution undL+ = σ({1}+) ∈ L2

•L∈L2, h Homomorphismus ⇒ h(L) kontextfrei
– Für σ(a)={h(a)} ist σ:T→L2 Substitution undh(L) = σ(L) ∈ L2
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Abschluß unter Spiegelung

L kontextfrei ⇒ LR={wn..w1 |w1..wn ∈L} kontextfrei

• Beweis mit Grammatiken
– Bilde SpiegelgrammatikzuG = (V , T , P , S) mit L = L(G)

– SetzeGR = (V , T , PR, S) mit PR = {A→αR |A→α ∈P}

– Dann gilt f̈ur alleA ∈V , w ∈ (V ∪T )∗: A
∗

−→ G w ⇔ A
∗

−→ GR
wR

· Beweis durch Induktion̈uber L̈ange der Ableitung

– AlsoL(GR) = {w ∈T ∗ |S
∗

−→ GR
w} = {vR ∈T ∗ |S

∗
−→ Gv} = (L(G))R

• Beweis mit PDAsähnlich wie bei Typ-3 Sprachen
– BildeUmkehrautomatenzuP = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) mit L=LF (P )
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Abschluß unter inversen Homomorphismen

L ∈L2, h Homomorphismus ⇒ h−1(L) kontextfrei

• Beweis “Berechnung von h vor Abarbeitung der Wörter im PDA”
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Abschluß unter inversen Homomorphismen

L ∈L2, h Homomorphismus ⇒ h−1(L) kontextfrei

• Beweis “Berechnung von h vor Abarbeitung der Wörter im PDA”
SeiL kontextfrei undP = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) ein PDA

mit L = LF (P ) = { v ∈Σ∗ | ∃q ∈F.∃β ∈Γ∗. (q0, v, Z0) ⊢
∗
(q, ǫ, β) }

Dann ist h−1(L) = {w ∈Σ′∗ | ∃q ∈F.∃β ∈Γ∗. (q0, h(w), Z0) ⊢
∗
(q, ǫ, β) }

Konstruiere PDAPh = (Qh, Σ’, Γ, δh, q0h, Z0, Fh) mit der Eigenschaft
(q0h, w, Z0) ⊢

∗
(qh, ǫ, β) ⇔ (q0, h(w), Z0) ⊢

∗
(q, ǫ, β) für Endzusẗande

Ein Ansatz der Art δh(q, a,X) = δ̂(q, h(a), X) funktioniert nicht!!
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Ein Ansatz der Art δh(q, a,X) = δ̂(q, h(a), X) funktioniert nicht!!

Wie bei DEAs mußh(a) schrittweise in den Zuständenabgearbeitet werden
SetzeQh = Q × { v ∈Σ∗ | v Suffix vonh(a) für eina ∈Σ’}

δh( (q,ǫ),a,X ) = {( (q,h(a)),X )} a ∈Σ’, X ∈Γ

δh( (q,bv), ǫ,X ) = {( (p,v),α ) | (p,α) ∈δ(q,b,X)} b ∈Σ∪{ǫ}, v ∈Σ∗, X ∈Γ

q0h = (q0,ǫ) Fh = {(q,ǫ)|q ∈F}

Dann gilt((q,ǫ),a,X) ⊢
∗

Ph
((p,ǫ),ǫ,β) ⇔ (q,h(a),X) ⊢

∗

P (p,ǫ,β)

Also ist h−1(L) = L(Ph) und damitkontextfrei
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Durchschnitt, Komplement und Differenz

Abgeschlossenheit giltnicht für diese Operationen

• Durchschnitt: L1, L2 ∈L2 6⇒ L1∩L2 ∈L2
–L = {0n1n2n |n ∈N} ist nicht kontextfrei (Beweis sp̈ater)

– AberL = {0n1n2m |n,m ∈N} ∩ {0m1n2n |n,m ∈N}

und{0n1n2m |n,m ∈N} und{0m1n2n |n,m ∈N} sind kontextfrei
(Regeln f̈ur erste Sprache:S→AB,A→0A1, A→01, B→2B,B→2)

Der Durchschnitt kontextfreier und regulärer Sprachen ist kontextfrei
(HMU Satz 7.27)
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• KomplementL ∈L2 6⇒ L ∈L2
– Es istL1∩L2 = L1∪L2

– Bei Abgeschlossenheit unter Komplementbildung würde
Abgeschlossenheit unter Durchschnitt folgen

• Differenz: L1, L2 ∈L2 6⇒ L1−L2 ∈L2
– Es istL = Σ∗−L

– Aus Abschluß unter Differenz folgt Abschluß unter Komplement
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Tests für Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Welche Eigenschaften sindautomatisch prüfbar?

• Ist eine kontextfreie Spracheleer?
– Entspricht Test aufErreichbarkeit von Endzuständen

– Nicht ganz so einfach, da Stackinhalt die Erreichbarkeit beeinflußt

• Zugehörigkeit : gehört ein Wort zur Sprache?
– Verarbeitungdurch Pushdown-Automatenist nichtdeterministisch

– Deterministische Pushdown-Automaten sind nicht mächtig genug

– Frage nach Zugehörigkeit beinhaltet oft Frage nach Ableitungsbaum

• Äquivalenz: sind zwei Typ-2 Sprachen identisch?
– Zusammenfassen̈aquivalenter Zustände im PDA kaum durchführbar

• Kontextfreie Grammmatiken sind zu kompliziert
– Analyse braucht einfachere Versionen von Typ-2 Grammatiken

– Bringe Grammatik auf “Normalform” ( äquivalente einfachere Struktur)
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Die Chomsky Normalform

Trenne Variablen von Terminalsymbolen

• Grammatik in Chomsky-Normalform
– GrammatikG= (V , T , P , S), bei der jede Produktion die Form

A→BC oder A→a hat (A,B,C ∈V , a ∈T )

– Grammatiken in Chomsky Normalform sind auch kontextsensitiv
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Die Chomsky Normalform

Trenne Variablen von Terminalsymbolen

• Grammatik in Chomsky-Normalform
– GrammatikG= (V , T , P , S), bei der jede Produktion die Form

A→BC oder A→a hat (A,B,C ∈V , a ∈T )

– Grammatiken in Chomsky Normalform sind auch kontextsensitiv

• Jede kontextfreie GrammatikG mit ǫ 6∈L(G) ist in
Chomsky-Normalform transformierbar
1. Eliminierung vonǫ-ProduktionenA→ ǫ

2. Eliminierung vonEinheitsproduktionenA → B

3. Eliminierungunn̈utzer Symbole
4. Separierenvon Terminalsymbolen und Variablen in Produktionen
5. Aufspaltenvon ProduktionenA → α mit |α|>2

Aufblähung/Transformationszeit quadratisch relativ zur Größe vonG
Grammatiken mit ǫ 6∈L(G) benötigen Sonderregelung (Folie 18)
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ǫ-Produktionen eliminieren

• ǫ-Produktionen sind überflüssig (fallsǫ 6∈L(G))
– VariablenA ∈V mit A

∗
−→ ǫ sindeliminierbar

– Menge eliminierbarer Symbole kann iterativ bestimmt werden
· Ist A → ǫ ∈ P dann istA eliminierbar
· Ist A→X1..Xn ∈ P undalleXi eliminierbar, dann istA eliminierbar

– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen
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· Ist A→X1..Xn ∈ P undalleXi eliminierbar, dann istA eliminierbar

– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen

• Erzeuge Grammatik ohne eliminierbare Symbole
– FürG= (V , T , P , S) bestimme alle eliminierbare Variablen
– FürA→α ∈ P mit eliminierbaren SymbolenX1, .., Xm in α erzeuge
2m RegelnA→αi1,..,ik ({i1, .., ik} Teilmenge von{1, ..,m})

– Entferne alle Regeln der FormA→ ǫ (auch neu erzeugte)

• Erzeugte Grammatik ist äquivalent
– Zeige A

∗
−→ ′

G
w ⇔ A

∗
−→

G
w ∧ w 6=ǫ

durch Induktionüber L̈ange der Ableitung
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Elimination von ǫ-Produktionen am Beispiel

P = { S→ABa, A→aAA |C, B→bBB | ǫ, C→ǫ }

• Ermittlung eliminierbarer Symbole
1.: B undC sind eliminierbar

2.: A ist ebenfalls eliminierbar

3.: S ist nicht eliminierbar, alsoǫ 6∈L(G)
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P = { S→ABa, A→aAA |C, B→bBB | ǫ, C→ǫ }

• Ermittlung eliminierbarer Symbole
1.: B undC sind eliminierbar

2.: A ist ebenfalls eliminierbar

3.: S ist nicht eliminierbar, alsoǫ 6∈L(G)

• Verändere Regeln der Grammatik
– AusS→ABc wird S→ABa |Aa |Ba | a

– AusA→aAA |C wird A→aAA | aA | a

– AusB→bBB | ǫ wird B→bBB | bB | b

–C→ǫ entf̈allt

Grammatik erzeugt L(G) ohneǫ-Produktionen
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Einheitsproduktionen eliminieren

Einheitsproduktionen verlängern Ableitungen
und verkomplizieren technische Beweise

• Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A
∗

−→B
– Wie üblich ... iteratives Verfahren:
· Alle Paare (A,A) für A ∈V sind Einheitspaare
· Ist (A,B) EinheitspaarundB→C ∈ P dann ist(A,C) Einheitspaar

– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen
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Einheitsproduktionen eliminieren

Einheitsproduktionen verlängern Ableitungen
und verkomplizieren technische Beweise

• Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A
∗

−→B
– Wie üblich ... iteratives Verfahren:
· Alle Paare (A,A) für A ∈V sind Einheitspaare
· Ist (A,B) EinheitspaarundB→C ∈ P dann ist(A,C) Einheitspaar

– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen

• Erzeuge Grammatik ohne Einheitsproduktionen A→ B
– Bestimme alle Einheitspaare inG
– Für jedes Einheitspaar (A,B) erzeuge Produktionen

{A→α |B→α ∈P keine Einheitsproduktion}

• Erzeugte Grammatik ist äquivalent
– Ableitungen inG′ sind “Kurzformen” von Ableitungen inG

Beweis, wie immer, durch Induktion̈uber L̈ange der Ableitung
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Elimination von Einheitsproduktionen am Beispiel

P ′ = { E → T | E+T , T → F | T∗F , F → I | (E)

I → a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1 }

• Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A
∗

−→B
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Elimination von Einheitsproduktionen am Beispiel

P ′ = { E → T | E+T , T → F | T∗F , F → I | (E)

I → a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1 }

• Bestimme alleEinheitspaare (A,B) mit A
∗

−→B

1.: (E,E), (T ,T ), (F ,F ) und(I,I) sind Einheitspaare

2.: (E,T ), (T ,F ) und(F ,I) sind ebenfalls Einheitspaare

3.: (E,F ) und(T ,I) sind ebenfalls Einheitspaare

4.: (E,I) ist ebenfalls Einheitspaar

5.: Keine weiteren Einheitspaare möglich
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• Erzeuge Grammatik ohne Einheitsproduktionen
– Einheitspaare mitE: {E→E+T | T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1}

– Einheitspaare mitT : {T→T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1}

– Einheitspaare mitF : {F→(E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1}

– Einheitspaare mitI: {I→a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1}
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Unnütze Symbole eliminieren

•X nützlich, falls S
∗

−→ αXβ
∗

−→ w ∈T ∗

– Erzeugend(X
∗

−→ v ∈T ∗) und erreichbar (S
∗
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THEORETISCHEINFORMATIK I §3: KONTEXTFREIESPRACHEN 14 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN

Unnütze Symbole eliminieren
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– Erzeugend(X
∗

−→ v ∈T ∗) und erreichbar (S
∗

−→αXβ)

• Beispiel:P = { S→AB |a, A→b }
· Erreichbar: S, A, B, a, undb erzeugend: S, A, a, undb

– Nach Elimination vonB: { S→a, A→b }

· Erreichbar: S unda erzeugend: S, A, a, undb
– Nach Elimination vonA: { S→a }

· Erreichbar: S unda erzeugend: S unda
Erzeugte Produktionenmenge isẗaquivalent zuP

• Eliminationsverfahren f ür G mit L(G)6=∅
– Eliminiere nichterzeugende Symboleund Produktionen, die sie enthalten
– Eliminiere unerreichbare Symboleund Produktionen, die sie enthalten
Resultierende GrammatikG′ erzeugt dieselbe Sprache wieG
G′ entḧalt nur n̈utzliche SymboleundS ∈V ′

Also w ∈L(G) ⇔ S
∗

−→
G
w ⇔ S

∗
−→ ′

G
w ⇔ w ∈L(G′)
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Berechnung erzeugender / erreichbarer Symbole

• Generiere Menge erzeugender Symbole iterativ
– Alle Terminalsymbolea ∈T sind erzeugend
– IstA→X1..Xn ∈ P undalleXi erzeugend, dann istA erzeugend
– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen
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Berechnung erzeugender / erreichbarer Symbole

• Generiere Menge erzeugender Symbole iterativ
– Alle Terminalsymbolea ∈T sind erzeugend
– IstA→X1..Xn ∈ P undalleXi erzeugend, dann istA erzeugend
– Verfahren terminiert nach maximal|V | + 1 Iterationen

• Generiere Menge erreichbarer Symbole iterativ
– S ist erreichbar
– IstA→X1..Xn ∈ P undA erreichbardann sindalleXi erreichbar
– Verfahren terminiert nach maximal|V | + |T | Iterationen

• Beispiel:P = { S→AB |a, A→b }
– Erzeugende Symbole: 1.: a undb sind erzeugend

2.: S undA sind ebenfalls erzeugend
3.: Keine weiteren Symbole sind erzeugend

– Erreichbare Symbole: 1.: S ist erreichbar
2.: A, B unda sind ebenfalls erreichbar
3.: b ist ebenfalls erreichbar
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Erzeugung der Chomsky-Normalform

Nur Produktionen der Form A→BC oderA→a

• Jede kontextfreie Grammatik mit ǫ 6∈L(G) kann in eine
äquivalente Grammatik ohneǫ-Produktionen, Einheits-
produktionen und unnütze Symbole umgewandelt werden
– FallsL(G) = ∅, wähleG′ = (V , T , ∅, S) (Test auf ∅ später)

– Sonst eliminiereǫ-Produktionen, Einheitsproduktionen, unn̈utze Symbole
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• Separiere Terminalsymbole von Variablen
– Für jedes Terminalsymbola ∈T erzeugeneue VariableXa

– Ersetze ProduktionenA→α mit |α|≥2 durchA→α
X

(a∈T ersetzt durchXa)

– Erg̈anze ProduktionenXa→a für allea ∈T
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– FallsL(G) = ∅, wähleG′ = (V , T , ∅, S) (Test auf ∅ später)

– Sonst eliminiereǫ-Produktionen, Einheitsproduktionen, unn̈utze Symbole

• Separiere Terminalsymbole von Variablen
– Für jedes Terminalsymbola ∈T erzeugeneue VariableXa

– Ersetze ProduktionenA→α mit |α|≥2 durchA→α
X

(a∈T ersetzt durchXa)

– Erg̈anze ProduktionenXa→a für allea ∈T

• Spalte ProduktionenA → α mit |α|>2

– Ersetze jede ProduktionA→X1..Xk durchk−1 Produktionen

A→X1Y1, Y1→X2Y2, ...Yk−2→Xk−1Xk, wobei alleYi neue Variablen
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Erzeugung der Chomsky-Normalform am Beispiel

P = {E→E+T | T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
T→T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
F→(E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
I→a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1 }
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• Separiere Terminalsymbole von Variablen
P ′ = {E→EX+T | TX∗F | X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

T→TX∗F | X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

F→X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1
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Xa→a,Xb→b,Xc→c,X0→0, X1→1, X+→+, X∗→∗, X(→(, X)→) }



THEORETISCHEINFORMATIK I §3: KONTEXTFREIESPRACHEN 17 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN

Erzeugung der Chomsky-Normalform am Beispiel

P = {E→E+T | T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
T→T∗F | (E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
F→(E) | a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1
I→a | b | c | Ia | Ib | Ic | I0 | I1 }

• Separiere Terminalsymbole von Variablen
P ′ = {E→EX+T | TX∗F | X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

T→TX∗F | X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

F→X(EX) | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

I→a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1
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• Spalte ProduktionenA → α mit |α|>2

P ′ = {E→EY1 | TY2 | X(Y3 | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

T→TY2 | X(Y3 | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1

F→X(Y3 | a | b | c | IXa | IXb | IXc | IX0 | IX1
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Xa→a,Xb→b,Xc→c,X0→0, X1→1, X+→+, X∗→∗, X(→(, X)→)}
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Chomsky-Normalform für ǫ ∈L(G)

• Chomsky-Normalform kann ǫ nicht erzeugen
– Elimination vonǫ-Produktionen erzeugtG′ mit L(G′) = L(G)−{ǫ}

– Alle anderen Transformation lassen Sprache unverändert
Satz:Für jede kontextfreie SpracheL gibt es eine GrammatikG′

in Chomsky-Normalform mit L(G′) = L−{ǫ}
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• Alternative, wenn ǫ∈L(G) erhalten bleiben soll
– Erlaubeǫ-Produktion, die nur zu Beginn angewandt werden kann
– S→ǫ ist initiale ǫ-Produktion, wennS in keiner Produktion auf der

rechten Seite erscheint
– G ist in (Pseudo) Chomsky-Normalform, wenn jede Produktion die

Form A→BC oder A→a hat oder eine initialeǫ-Produktion ist.
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• Alternative, wenn ǫ∈L(G) erhalten bleiben soll
– Erlaubeǫ-Produktion, die nur zu Beginn angewandt werden kann
– S→ǫ ist initiale ǫ-Produktion, wennS in keiner Produktion auf der

rechten Seite erscheint
– G ist in (Pseudo) Chomsky-Normalform, wenn jede Produktion die

Form A→BC oder A→a hat oder eine initialeǫ-Produktion ist.

Satz:Für jede kontextfreie SpracheL gibt es eine Grammatik
in (Pseudo) Chomsky-Normalform mitL(G) = L

– WennS eliminierbar ist, erzeuge nach Ende der CNF-Transformation
ein neues StartsymbolS ′ und erg̈anze die RegelnS ′ → S, S ′ → ǫ.
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Tests für Eigenschaften kontextfreier Sprachen

• Ist eine kontextfreie Sprache leer?
– FürG = (V , T , P , S) gilt

L(G) ist leer genau dann wennS nicht erzeugend ist

– Menge erzeugender Variablenkann iterativ bestimmt werden

– Mit speziellen Datenstrukturen ist Test inlinearer Zeitdurchf̈uhrbar
(Details ins HMU §7.4.3)



THEORETISCHEINFORMATIK I §3: KONTEXTFREIESPRACHEN 19 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN

Tests für Eigenschaften kontextfreier Sprachen

• Ist eine kontextfreie Sprache leer?
– FürG = (V , T , P , S) gilt

L(G) ist leer genau dann wennS nicht erzeugend ist

– Menge erzeugender Variablenkann iterativ bestimmt werden

– Mit speziellen Datenstrukturen ist Test inlinearer Zeitdurchf̈uhrbar
(Details ins HMU §7.4.3)

• Gehört ein Wort zu einer kontextfreien Sprache?
– Naive Methodefür den Testw ∈L(G):

1. Erzeuge Chomsky-NormalformG′ vonG

2. InG′ erzeugealle Ableitungsb̈aume mit2|w| − 1 Variablenknoten

3. Teste, obeiner dieser B̈aume das Wortw erzeugt
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– Menge erzeugender Variablenkann iterativ bestimmt werden

– Mit speziellen Datenstrukturen ist Test inlinearer Zeitdurchf̈uhrbar
(Details ins HMU §7.4.3)

• Gehört ein Wort zu einer kontextfreien Sprache?
– Naive Methodefür den Testw ∈L(G):

1. Erzeuge Chomsky-NormalformG′ vonG

2. InG′ erzeugealle Ableitungsb̈aume mit2|w| − 1 Variablenknoten

3. Teste, obeiner dieser B̈aume das Wortw erzeugt

– Hochgradig ineffizient, da exponentiell viele Bäume zu erzeugen

– Iterative Analyseverfahren sind besser
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Syntaxanalyse: COCKE-YOUNGER-KASAMI ALGORITHMUS

Bestimme Variablenmengen, aus denenwi..wj ableitbar

• Eingabe: Grammatik G = (V, T, P, S) in Chomsky-NF, w ∈T ∗
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−→wi...wj} iterativ

V1,n

V1,n−1 V2,n... ... ...
V1,2 V2,3 . . . Vn−1,n

V1,1 V2,2 . . . Vn−1,n−1 Vn,n
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j>i: Vi,j = {A ∈V |

∃i≤k<j.
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• Akzeptiere w genau dann, wennS ∈V1,|w|

Entscheidetw ∈L(G) in kubischer Zeit relativ zur Gr öße vonw

Konstruiert gleichzeitig den Syntaxbaum vonw
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Der CYK-Algorithmus am Beispiel

{S→AB|BC, A→BA|a, B→CC|b, C →AB|a }

• Prüfew = baaba∈L(G)
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Der CYK-Algorithmus am Beispiel

{S→AB|BC, A→BA|a, B→CC|b, C →AB|a }

• Prüfew = baaba∈L(G)

• BerechneVi,j = {A∈V | A
∗

−→wi...wj}

{S,A,C}

— {S,A,C}

— {B} {B}

{S,A} {B} {S,C} {S,A}

{B} {A,C} {A,C} {B} {A,C}

b a a b a

•S ∈V1,5, alsow ∈L(G)
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Unentscheidbare Probleme für Typ-2 Sprachen

Die folgenden Probleme k̈onnen nicht getestet werden

•L(G) = T ∗ Welche Menge beschreibtG?

•L(G1) = L(G2) Äquivalenz von Grammatiken

•L(G1)⊆L(G2)

•L(G1)∩L(G2) = ∅

•L(G) ∈L3

•L(G) ∈L2 kontextfreies Komplement?

•L(G1)∩L(G2) ∈L2 kontextfreier Schnitt ?

Beweise brauchen Berechenbarkeitstheorie / TI-2
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Grenzen kontextfreier Sprachen

Warum ist L = {0n1n2n | n ∈N} nicht kontextfrei?
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Grenzen kontextfreier Sprachen

Warum ist L = {0n1n2n | n ∈N} nicht kontextfrei?

• Typ-2 Grammatiken arbeiten lokal
– Anwendbarkeit einer Produktion hängt nur voneiner Variablenab

(der Kontext der Variablen ist irrelevant)
– Eine Regel kann nur aneiner Stelleim Wort etwas erzeugen
– Eine Typ-2 Grammatik kann entweder0/1oder1/2simultan erḧohen

aber nicht beides gleichzeitig
– Grammatik m̈ußte die Anzahl der0/1oder1/2 im Voraus bestimmen

und diese Anzahl f̈ur die2 bzw.0 im Namen der Variablen codieren
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• Grammatiken sind endlich
– Es gibt nur endlich viele Variablen
– Für n>|V | muß eine VariableX doppelt benutzt worden sein

zur Codierung von0n1n und0i1i mit i<n

– Grammatik ẅurde auch0n1n2i und0i1i2n generieren
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und diese Anzahl f̈ur die2 bzw.0 im Namen der Variablen codieren

• Grammatiken sind endlich
– Es gibt nur endlich viele Variablen
– Für n>|V | muß eine VariableX doppelt benutzt worden sein

zur Codierung von0n1n und0i1i mit i<n

– Grammatik ẅurde auch0n1n2i und0i1i2n generieren

• Genaues Argument ist etwas komplizierter
– Allgemeine Version:Pumping Lemmafür kontextfreie Sprachen
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Das Pumping Lemma für kontextfreie Sprachen

Wie zeigt man, daß eine Sprache nicht kontextfrei ist?
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Das Pumping Lemma für kontextfreie Sprachen

Wie zeigt man, daß eine Sprache nicht kontextfrei ist?

• Für jede kontextfreie SpracheL ∈L2 gibt es eine Zahln ∈N, so daß
jedes Wort z ∈L mit L änge|z|≥n zerlegt werden kann in
z = u v w x y mit den Eigenschaften

(1) v◦x6=ǫ,
(2) |v w x|≤n und
(3) für alle i ∈N ist u vi wxi y ∈ L
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– DieZahln kannzu jeder kontextfreien SpracheL bestimmt werden

– DieZerlegungz = u v w x y kannzu jedem Wortz ∈L bestimmt werden
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(2) |v w x|≤n und
(3) für alle i ∈N ist u vi wxi y ∈ L

• Aussage ist wechselseitig konstruktiv
– DieZahln kannzu jeder kontextfreien SpracheL bestimmt werden

– DieZerlegungz = u v w x y kannzu jedem Wortz ∈L bestimmt werden

• Beweis ben̈otigt Chomsky-Normalform
– Ableitungen der L̈angek könnenmaximal Wörter der L̈ange2k erzeugen

– Ableitungen der L̈angek>|V | benutzen ein HilfssymbolX doppelt

– DieSchleifeder Ableitung vonX ausX kann beliebig wiederholt werden
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Beweis des Pumping Lemmas

Für jede SpracheL ∈L2 gibt es einn ∈N, so daß jedesz ∈L

mit L änge|z|≥n zerlegt werden kann in z = u v w x y mit
(1) v◦x6=ǫ, (2) |v w x|≤n (3) u vi wxi y ∈ L für alle i ∈N

Beweis mit Grammatiken in Chomsky-Normalform
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– Dann hat jeder Ableitungsbaum für z eine Tiefe von mindestens|V |+1
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X0
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Xk

Xi

Xj

– Dann hat jeder Ableitungsbaum für z eine Tiefe von mindestens|V |+1

– SeiX0, ...Xk die Folge der verarbeiteten Variablen auf dem längsten Pfad
Dann erscheint eine Variable zweimal:Xi = Xj für eini<j mit k−|V |<i
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Beweis des Pumping Lemmas

Für jede SpracheL ∈L2 gibt es einn ∈N, so daß jedesz ∈L
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– Andernfalls seiG= (V , T , P , S) in Chomsky-Normalform mitL = L(G)

– Wählen=2|V | und betrachtez=z1..zm mit |z|≥n

X0

Xk

Xi

Xj

wu v x y

– Dann hat jeder Ableitungsbaum für z eine Tiefe von mindestens|V |+1

– SeiX0, ...Xk die Folge der verarbeiteten Variablen auf dem längsten Pfad
Dann erscheint eine Variable zweimal:Xi = Xj für eini<j mit k−|V |<i

– Seienw undt die ausXj bzw.Xi abgeleiteten Teilẅorter
– Dann giltt = v w x undz = u t y für Wörteru, v, x undy
– DaG in Chomsky-Normalform ist, giltv◦x 6=ǫ
– Wegenk−|V |<i gilt |v w x| = |t|≤n

– WegenXi = Xj kann die Ableitung vonXi bisXj beliebig
wiederholt werden und es giltu viw xi y ∈ L für allei ∈N
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Anwendungen des Pumping Lemmas

•L = {0m1m2m | m ∈N} ist nicht kontextfrei
– Verwende Kontraposition des Pumping Lemmas

(∀n ∈N. ∃z ∈L. |z|≥n ∧ ∀u, v, w, x, y ∈T ∗.(z = u v w x y

∧ v◦x 6=ǫ ∧ |v w x|≤n) ⇒ ∃i ∈N. u viw xi y 6∈ L) ⇒ L 6∈L2



THEORETISCHEINFORMATIK I §3: KONTEXTFREIESPRACHEN 26 EIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIERSPRACHEN

Anwendungen des Pumping Lemmas

•L = {0m1m2m | m ∈N} ist nicht kontextfrei
– Verwende Kontraposition des Pumping Lemmas

(∀n ∈N. ∃z ∈L. |z|≥n ∧ ∀u, v, w, x, y ∈T ∗.(z = u v w x y

∧ v◦x 6=ǫ ∧ |v w x|≤n) ⇒ ∃i ∈N. u viw xi y 6∈ L) ⇒ L 6∈L2

– Sein ∈N beliebig. Wir wählenz = 0m1m2m für einm>n
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– Wegen (2) entḧalt v w x keine Nullen oder keine Zweien
· Fallsv w x keine Null entḧalt, dann entḧalt uw y genaum Nullen
aber wegen (1) weniger Einsen und/oder Zweien

· Fallsv w x keine Zwei entḧalt, dann entḧalt uw y genaum Zweien
aber wegen (1) weniger Nullen und/oder Einsen

– Damit kannuw y = u v0w x0 y nicht zuL geḧoren
– Mit dem Pumping Lemma folgt nun, daßL nicht kontextfrei ist
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•L′ = {ww |w ∈{0, 1}∗} 6∈ L2
– Ähnliches Argument mit Ẅortern der Form0m1m0m1m
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Rückblick: Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind deutlich komplizierter

• Abschlußeigenschaften
– Operationen∪, R, ◦, ∗, σ, h−1 erhalten Kontextfreiheit von Sprachen

– Keine Abgeschlossenheit unter∩, , -

• Automatische Prüfungen
– Man kann testen ob einekontextfreie Sprache leerist

– Man kann testen obein Wort zu einer kontextfreien Sprache gehört

– Man kannnicht testen obzwei kontextfreie Sprachen gleichsind
Viele wichtige Fragen sind nicht automatisch prüfbar

• Pumping Lemma
– Wiederholt man bestimmte Teilegen̈ugend großer Ẅorter einer kontext-

freien Sprache beliebig oft, so erhält manimmer ein Wort der Sprache

– Konsequenz:viele einfache Sprachen sind nicht kontextfrei
Für diese sind aufwendigere Mechanismen erforderlich 7→ TI-2


