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JENSEITS VON KONTEXTFREIHEIT I

¢ Viele wichtige Konzepte sind nicht kontextfrel
— SindBezeichner im Programnakper deklarief?
—{ww | we{0,1}*}: erscheint Programmcode doppelt?
—{0"1"2"|n eN}: kommen mehrere Bestandteile gleich oft vor?
— Zahlen jenseits von Addition und Multiplikation

e Wie verarbeitet man Typ-1/ Typ-0 Sprachen?
— WelchedMlaschinenmodelist zur Beschreibung geeignet?
— Wie analysieriman Worter der Sprache
— Wie kann man Sprachems Bausteinen zusammensefzen
— WelcheSpracheigenschafta&@ann martester?
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1. Das Maschinenmodell

2. Arbeitsweise & erkannte Sprache
3. Programmiertechniken

4. Ausdruckskraft



TURINGMASCHINEN  (Alan Turing, 1936)

Maschinenmodell tir Typ-0 Sprachen

e Erweiterung des Konzepts endlicher Automaten
— Verarbeitung internefustndeabhangig von gelesenen Daten
— Lese- und Schreibzugriff aaikternen Speicher
— Minimal mdgliche Erweiterung

e Maximal mogliche Ausdruckskraft
— Speicher mul3 &higkeiten von Typ-0 Grammatiken widerspiegeln
- Keine Einschankung an Ersetzungsregeln
- Auch Terminalsymbole und ganzedifer dirfen ersetzt werden

— Automat mulEingabe an jeder Stelle verarbeite@innen
- Gesamte Eingabe mul} gespeichert werden
- Speicher mul3 V@nderungen an jeder Stelle zulassen
- Speicher mufl3 beliebig erweiterbar sein

Wahle unendliches, bewegliches Band als Speicher
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TURINGMASCHINEN INTUITIV I

Interner Zustand
. Akzeptieren
Endliche Steuerung -
Ablehnen
Zustandsuberfuhrung
x| | vop
Band ----|B|1[1]|0|Cc||1|B|B|B

Lese-Schreibkopf

e Endlicher Automat + lineares Band
— Endliche Steuerunlgest Eingabesymbole
— Gleichzeitig wird Bandsymbol untéese-Schreibkopgelesen

¢ Vereinfachung: keine separate Eingabe
— Eingabewort steht zu Anfang bereits auf dem Band

e Einfacher Verarbeitungsmechanismus
— BandsymbolX wird gelesen
— InternerZustandy wird zu ¢’ verandert
— NeuesSymbolY wird auf das Band geschrieben
— Kopf wird in eine RichtungD (rechts oder linkshewegt
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TURINGMASCHINEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

Interner Zustand
Endliche Steuerung

Akzeptieren

Ablehnen
Zustandsuberfuhrung
x| |vD
Band ---- | B|1 |1 |0 c|1|B|B|B

Lese-Schreibkopf
Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel
M=(Q, %, 1,6, qp, B, F) mit
e () nichtleere endlich@ustandsmenge
¢ >, endliches=ingabealphabet
e ['2) endlichesBandalphabet
0 5:QxI' = QxI'x{L, R} (partielle)Uberfiihrungsfunktion
® g, <() Startzustand
e BeI'\X Leersymbol des Bands (“blank’)
e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden
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BESCHREIBUNG VON TURINGMASCHINEN I

o Ubergangsdiagramme T oo
— Zustinde durctKnotendargestellt | pD= b/bs
. | : 0/a 1/be
— qp markiert durchStartPfell, TSt 94 ~( d,
/b— al

Endzusénde durcldoppelte Kreisei ° ;qg B/B—>=@

—FHird(q, X)=(p,Y,D)hatdas
Diagramm ein&kante ¢+ p b

— > undl oft implizit durch Diagramm bestimmit,eersymboheil3tB

e Ubergangstabellen

— Funktionstabelldiir ¢ Q\I'} 0 L ° b 5

) " ) .. ” — q, (ql,a,R) _ T (qg'va) T

— heil3t %0 nicht definiert a,(a,.0R)(q,bL) — (q,bR) —

— Pfeil — kennzeichnet q,/(9,,0L) — (qg,.aR)(q,bL) —
_ Stern* kennzeichnef* I (9;.b.R) (q,.B.R)

q,| — — — — —

— >, I' (und B) oft implizit bestimmt
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ABARBEITUNG VON TURING-PROGRAMMEN I

Q\T 0 1 a b B
—q, |(9,,aR)  — —  (a;bR)  —
q, |(a,,0.R) (a,,bL)  —  (a,,bR) — Akzeptieren
d,|(a,0L) —  (gpaR) (a,bL) —
ds — — — (qg’b'R) (q4,B,R)
* S S S S S
d,

B | B | B | a a | b b | B | B

Maschine halt im Endzustand q, an
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ARBEITSWEISE VON TURINGMASCHINEN INTUITIV I

e Anfangssituation
— Eingabewortw steht auf dem Band, umgeben von Leerzeichen
— Kopf ist uber erstem SymbpStartzustand ist,

e Arbeitsschritt
— Im Zustandy leseBandsymbolX und bestimme (q¢,.X)=(p,Y,D)
— Wechsle inZustandp, schreibeY” aufs Bandpewege KopQgenal3D

e Terminierung, wenn o(q,X) nicht definiert
— Alternativ: Maschine alt beiErreichen eines Endzustands
— Konvention: 6(q,X) undefiniert fur Endzustandeq € F

e Ergebnis
— Eingabeworty wird akzeptiertwenn Maschine im Endzustand ath

e Hilfsmittel zur Pr azisierung: Konfigurationen
— Verallgemeinere bekanntes Konzept der Konfiguratibesiange

Detalls Iin Literatur sehr unterschiedlich!!
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ARBEITSWEISE VON TURINGMASCHINEN PRAZISIERT

e Erweitere Begriff der Konfiguration
— Zustandy, Inhalt des Bandegnd Kopfposition
— Formal dargestellt als TripeK = (u,q,v) € [*xQxI'"

- u, v. String links/rechts vom Kopf
Achtung: im Buch wird das Tripel als ein (!) String uqv geschrieben

— Nur der bereits ‘besuchten’ Teil des Bandes wird betrdchte
Blanksam Anfang von: oder am Ende von entfallen, wo ndglich

e Modifiziere Konfigurationstibergangsrelation -

—(uZ,q, Xv) - (u,p, ZY v), falls 6(q, X) = (p,Y, L)
—(u,q, Xv) F (uY,p,v), falls 6(q, X) = (p,Y, R)
Sonderdlle fur Verhalten am Bandende

—(e,q, Xv) F (€, p, BYv), falls 6(q, X) = (p,Y, L)
—(uz,q,X) + (u,p, 2), falls 6(q, X) = (p, B, L)
—(u, q, X) - (uY, p, B), falls 6(q, X) = (p,Y, R)
—(e,q, Xv) F (g, p,v), falls 6(q, X) = (p, B, R)

*

K, F K,, falls ;=K oder es gibt eif{ mit X, - K und K - K,

THEORETISCHEINFORMATIK | §4.1: 7 TURINGMASCHINEN




VERARBEITUNG EINES EINGABEWORTES I

Eingabewort 0011 ergibt Anfangskonfiguration (e, gg, 0011)

Maschine terminiert,
aabb, g3, B) Endzustand erreicht,
aabbB, q4, B)  Eingabe wird akzeptiert

T T T T 1T T T T 1T T T T T
A~ 7 N 7 N 7 N 7 N 7N 7NN TN N N N T
™
™
\.G‘
=
ur—\
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DIE SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabeniif die - zu akzeptierendem Zustaniahirt

L(M)={weX* | IpeF.Fu,vel*. (¢, qp,w) - (u,p,v)}

Bei Einhalten der Konvention halt M im akzeptierenden Zustand an

e Semi-entscheidbare Sprache
— Sprache, digon einer Turingmaschin&/ akzeptiert wird
— Alternative Bezeichnungefxekursiv) aufzahlbare Sprache
Turing-akzeptierbare Sprache

e Entscheidbare Sprache

— Sprache, die von einer Turingmaschileakzeptiert wird,
die bei jeder Eingabe terminiert

— Alternative Bezeichnungekursive Sprache

THEORETISCHEINFORMATIK | §4.1: 9 TURINGMASCHINEN




ERKANNTE SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

0/0—
b/b—

b/b+
Start
b/b—> a/a—>
g ; B/B— Q

b/b—

0/0«+

e Analyse: M zahlt Nullen und Einsen gleichzeitig
— Umwandeln eineb in « triggert Umwandeln einerin b
— Maschine stoppt ipy, wenn keine Nullen oder Einsetorhanden sind
— Maschine stoppt ip;, wenn zuwenig Einsewmorhanden sind
— Maschine stoppt in;, wenn zuwenig Nulleworhanden sind
— Maschine akzeptiert i, wenn Anzahl der Nullen und Einsen gleich

o Esgilt L(M) = {0"1"|n>1}

— Beweis:(¢, g, w) F (u,qq4,v) genau dann, wenm = 0"1” fir einn>1
—> Anhang, Folie[I]
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AUSDRUCKSKRAFT VON TURINGMASCHINEN I

Genauso leistungsihig wie konventionelle Computer

e Reale Computer bieten viele Freiheiten
— Programme als Daten im Speicher
— Datenregister und Programéaider
— “Simultaner” direkter Zugriff auf mehrere Speicherzelle
— Unterprogramme

e Turingmaschinen sind unbeschankt
— Beliebig grof3e Alphabete (statt biren Daten)
— Unendliches Speicherband

e Gegenseltige Simulation ist mglich
— Zusatzliche Freiheitemals Programmiertechniken einer Tdmulierbar
— Beschankungerdes TM Modellsverringern die Ausdruckskraft nicht
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PROGRAMMIERTECHNIK: DATENREGISTER I

TM Programm §

r r r T T r r r

A

X YD

Band B |1 1 Ofl O 1|\ B|B | B
Lese-Schreibkopf

e TM hat zusatzlich endliche Menge von Registern
— Jedes Register kann einen Wert aus eemellichen Menge\ enthalten
— Maschine kann jeweils eine Bandzelle und alle Registeredan
— VerwendungSpeichern einer Menge von Daten separat vom Band

e Simulation durch erwelterte Zustandsmenge
— Bei k Registern vithleZustandsmeng@’ := ) x A”

— Simuliere Zustandbergang inQ und Anderung der Register
durch entsprechenden Zustaibsrgang in)’
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SIMULATION EINER MASCHINE MIT REGISTERN I

Beschreibe Maschine, didL((01*)+(10*)) erkennt

e Einfache Losung mit Registern
— Speichere erstes Bandsymloml Register
— qo. Prife ob das gespeicherte Symbol im restlichen Wort vorkommt
— q1: Akzeptiere, wenn gesamtes Wort erfolgreigberprift

e Simulation mit Q’ := {qo, g1} x {0,1,B}

0 1 B
— (q,.B) | ((9,,0),0,R) ((q,.1),1,R) — Erstes Symbol speichern
(9,.0) — ((q9,,0),1,R) ((a,,B),B,R) Mit0O vergleichen
(9,.1) | ((9,,1),0,R) — ((q,,B),B,R)  Mit 1 vergleichen
*(q,,B) — — — Vergleich war erfolgreich
(q,,0) — — — (Nicht erreichbar)
(q,,1) — — — (Nicht erreichbar)
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PROGRAMMIERTECHNIK: MEHRERE SPUREN I

TM Programm §
rlir|r|r|r]|r|r|r

(X1, Xa, X3)| |(Y1,Ys,Ys) D

Spur 1 o(1|11|o0411|B|B
Spur2z ...~ Bl O |10 11]1]0
B

Spur 3 Ol111y04|0|0]|B
Lese-Schreibkopf

e Band hat mehrere Datenspuren
— Jede Spur endtt ein Symbol des Bandalphabéts
— Alle Symbole werden simultan gelesen und geschrieben
— Kopf wird “synchron”tiber das Band bewegt
— VerwendungSimultane Verarbeitung von Teilen der Eingabe
z.B. zur Erkennung volw#w|w {0, 1}*} — HMU, §8.3.2

e Simulation durch erweltertes Bandalphabet
— Beik Spuren viahleTupelalphabel” := '
— In jedem Schritt wird ‘ein’ SymboK := (x4, .., z;) verarbeitet,
wobeiz; dem Symbol auf Spurentspricht

Sv] fovhfiew
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PROGRAMMIERTECHNIK: MEHRERE BANDER I

TM Programm §

Tr T T T

T T T T
()(17)(29)y/ﬁ>< Yia 1/2,}/3) (D17D23D3)
1

Band 1 SRR 0 1 1 \@ B | B

Band 2 R Bl O 1 ) 0 1 1 O | B

Band 3 SERERE B 0 1 1 0 0 0 B‘ B
e Maschine verwaltet mehrere Binder

— Jedes Band erdiit ein Symbol des Bandalphabéts

— Alle Symbole werden simultan gelesen und geschrieben
— Kopfe werderunablangiguber die BEander bewegt

— Erheblich gol3ere Freiheiten bei der Programmierung

e Simulation aufwendiger
— Mehrspurband + Verwaltung der Kopfpositionen auf segar&puren
— Spuren werden “einzeln aufgesucht” und modifiziert
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SIMULATION EINER MEHRBANDMASCHINE I

TM Programm &

rqyryr|rr|\rj|rj|r|r
(X1, X2, X3) | | (Y1, Ya, YD1, Dy, Dy)
Bandl1 ---- | O |1 ]1]0 1| B|B|B
Kopfmarke 1
Band2 ---- | B| O |10 1110 |B
Kopfmarke 2 #
Band3 ---- | B| 0|11 0|0 |B|B
Kopfmarke 3 #
Begrenzungsmarke #

e Sequentielle Verarbeitung d

er einzelnen Bnder

— Lesen Suche Begrenzungsmarke, laufickwarts zu Kopfmarken,

sammle zu lesende Symbole in Registern

— Schreiben + Kopfbewegungelege Symbole und Richtungen in Register
suche Kopfmarken undberschreibe Teilzelle entsprechend

Simulation benotigt quadratischen Zeitaufwand
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PROGRAMMIERTECHNIK: UNTERPROGRAMME I

Ausflihrung einer anderen TM als Zwischenschritt

e Aufruf von M in Uberfiihrungsfunktion von M
— M’ erhalt Eingabewort vor/ und gibt Resultat ait/ zuriick
— M wechselt nach Austhrung von)M’ in festen Folgezustand
— AnwendungsbeispieMultiplikation als wiederholte Addition

e Simulation wie bei Assembler-Unterprogrammen
— Umbenennung aller Zuatde von)!’ zur Konfliktvermeidung
— Erganze Zustang, fur Rucksprung ins aufrufende Programm
— Erganze separates Arbeitsbann Unterprogramm

— Aufruf: Speichere Bcksprungadresse (Zustand viof) in Register
— Kopiere Eingabeifr Unterprogramme auf Arbeitsbaniar )/’

— Nach Abarbeitung kopiere Resultate auf ArbeitsbandAfon

— Wechsele in Zustand, der im Register gespeichert ist
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BESCHRANKTE TURINGMASCHINEN UND ALTERNATIVEN

Restriktionen vereinfachen Analysen von TM
Einfachere Annahmen und weniger Alternativen in Beweisen
Kein Verlust der AusdruckskrafSimulation normaler TMs @glich

1.Halbseitig unendliches Band — HMU, §8.5.1
— Beidseitig unendliches Band duréhpelalphabet™ simulierbar
— Im Paar X;, X, ) repiasentiertX; die linke, X, die rechte Banddfte
— Register (simulierbar im Zustand) gibt arelche Halfte aktivist

2.Binares BandalphabetT" = {1, B}
— Symbole beliebiger Alphabetds Stringdiber{1B,11} simulierbar

3. Zwel Stacks statt Turingband — HMU, §8.5.2
— 2 Stacks + Zustanddnnen jede Konfiguratio(u,q,v) beschreiben
4.7 ahlermaschinen — HMU, §8.5.3/4

— Endliche Zahl von Registerkannbeliebig grol3e Zahlewerarbeiten
— Operationen: Test auf Null, Addition oder Subtraktion ¥ins
— Zahler lbonnen Stacks simulieren (aufwendige Codierung von Wortern als Zahl)
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DER VERGLEICH MIT REALEN COMPUTERN I

e Computer konnen Turingmaschinen simulieren
— Repasentierdinares Bandalphabeindhalbseitig unendliches Band
— (Endliche) realé&peicher Bnnen nach Bedarf beliebig erweitarérden

e Turingmaschinen konnen Computer simulieren
— Speicher wird durckinseitiges Band mit barem Alphabeteprasentiert
— Register enthalteRrogrammahler, Speicheradressregist@tc.

— Aufsuchen einer Speicherzellem Bandanfang durchahlen
— Gesuchter Speicherinhalt wird im Register abgelegt uadlyarert
— ldentifizierteAnweisungen werden durch Unterprogramme atigyef

— Nach Austihrung wirdAnweisungsahler angepaliind
die mchste Anweisung aus dem Speicher geholt

e Simulationsaufwand ist polynomiell — HMU, §8.6.3
—n Schritte des realen Computers bégen maximah Schritte
— Optimierungen raglich
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MASCHINENMODELLE VS. GRAMMATIKEN I

o Ableitbarkeit w —, z Ist nichtdeterministisch
— Inw kdnnenverschiedene Teilwortersetzt werden
— Auf ein Teilwort kbnnenverschiedene Regeangewandt werden
— Simulation erfordenhichtdeterministisches Maschinenmodell

e Maschinenmodelle sind i.a. deterministisch

— Nichtdeterministische Modelle sind “unrealistisch”
und nur fir elegantere Modellierung geeignet

— Nichtdeterministische Modelle sind evtl. determingtisimulierbar
aber nur mit exponentiellem Aufwand
¢ \Verwende nichtdeterministische Turingmaschinen
“Simultane” Behandlung vieler alternativer Konfiguratemm
— ZeigeAquivalenz zu deterministischen Turingmaschinen
— ZeigeAquivalenz zu Typ-0 Grammatiken
— ZeigeAquivalenz zu Typ-1 Grammatikeliif eingeschitnktes Modell
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NICHTDETERMINISTISCHE TURINGMASCHINEN I

¢ Eine nichtdeterministischeTuringmaschine (NTM)
Ist ein 7-Tupel M =(Q, 32, T, 4, qo, B, F') mit
— () nichtleere endlich&€ustandsmenge
— Y endlichesingabealphabet
—['2Y endlichesBandalphabet
—0:QxI' = P(QxI'x{L, R}) endlicheUberfiihrungsfunktion
—q,€() Startzustand
— Bel'\X Leersymbol des Bands
— F'<() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden

e Definition von - und L(M) analog zu DTM
—(uz,q, Xv) F (u, p, ZY ), falls (p,Y, L)<d(q, X)
—(u, q, Xv) F (Y, p,v), falls (p,Y, R)<d(q, X)

—L(M)={weX* | IpeF.Ju,vel* (e,qp,w) F (u,p,v)}
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JEDE NTM 1ST DURCH EINE DTM SIMULIERBAR I

¢ \Verarbeite alle Alternativen sequentiell — Anhang, Folie

— Speichere Konfigurationen der NTM auf einem Arbeitsband
Beginne mit Anfangskonfiguratiom, der NTM

— In jedem Schritt der Simulation berechne alle Konfiguragio der
NTM, die aus der aktuellen Konfiguration entstehdiraen

— Verarbeite Konfigurationen in der Reihenfolge ihrer Egaeng

= Jede nagliche Konfiguration der NTM wird von der DTM erreicht

DTM akzeptiert genau dann, wenn NTM akzeptiert

e Grofde der DTM wachst linear mit Grof3e der NTM
— Zustandsbertihrungstabelle wird durch Unterprogramme codiert
— Berechnung der Nachfolgekonfigurationen auf Hilfsband

e Rechenzeit vachst exponentiell
— Rechenzeit der NTM idtange des lirzesten akzeptierenden Pfades
— Bei k Alternativen pro Schritt muld die Simulatioarfn Schritte
der NTM im schlimmsten Falbis zuk" Konfigurationererzeugen
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TURINGMASCHINEN ALS MASCHINENMODELL FUR Ly |

Typ-0 Grammatiken und Turingmaschinen
beschreiben dieselbe Klasse von Sprachen

e Grammatik — Turingmaschine — Anhang, Folie @
Turingmaschinasimuliert Anwendung der Produktionsregeln
— Ableitbare Worter werderschrittweise auf Hilfsband geschrieben
— Worter auf dem Hilfsband werdenit der Eingabe verglichen
Maschine akzeptiert, wenne L(G), und terminiert sonst nicht

e Turingmaschine — Grammatik — Anhang, Folie @
Grammatiksimuliert Konfigurationsbergangeder Turingmaschine
— Erzeugalle moglichen Eingabe@rter und Anfangskonfigurationen
— Codiere Konfiguratiorigoergangevon M als Regeln
— Simuliere Akzeptieren durdnhdoschen von Nonterminalsymbolen
Grammatik generiert genau alledNer, die)M akzeptiert
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LINEAR BESCHRANKTE AUTOMATEN I

Welches Modell paldt zu Typ-1 Sprachen?

e Typ-1 Sprachen werden “expansiv” erzeugt
— In jeder AbleitungS — w; —> w, ... —> w eines Wortesv € L(G)
ISt keines detw; langer alsv (Ausnahmew = ¢)
— Turingmaschine braucht maximjab| Bandzellereur Simulation

e Beschianke NTMs auf linearen Bandverbrauch
— Das Arbeitsband ist nur halbseitig unendlich
— Anfangskonfigurationen haben die Formg, w#)
—# ist ein spezielles Bandende-Symbol, das nierabkerlaufen
odertberschrieben werden darf

e Formal: linear beschrankter Automat (LBA)
—NTM M =(Q, X, T, 9, qo, B, F') mit halbseitig unendlichem Band
und ausgezeichnetem Symbwok [\ (XU{B})
und der Einsclankung é(q.#)<{(p,#, L)|pc@Q} furalleqe@

—Esqilt: £, ={L | L = L(M) fur einen LBA M} s Anhang, Folie I
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LINEAR BESCHRANKTER AUTOMAT FUR {0"1"2"|n e N} |

1. Anfangskonfiguration ist (e, gg, w#)
2.\Wenn das Band leer ist, akzeptiere die Eingabe

3. Ansonsten ersetze die erste O durcli
— Wenn keine 0 unter dem Kopf steht, halte an ohne zu akzenptier

4.Gehe rechts zur ersten 1; ersetze diese durcB
— Vor der 1 dirfen nur Nullen oder Blanks kommen (!)
— Wenn keine 1 vorkommt, halte an ohne zu akzeptieren

5.Gehe rechts zur ersten 2; ersetze diese durcB
— Vor der 2 dirfen nur noch Einsen oder Blanks kommen (!)
— Wenn keine 2 am Ende steht, halte an ohne zu akzeptieren

6. Laufe zurlick zum Anfang des restlichen Wortes
— Fahre fort mit Schritt 2

Optimierung: Schlie3e Liicken durch Verschieben
— Verfahren funktioniert analog auctrf{0"1"2"3"4"|n € N}
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ZUSAMMENHANGE ZWISCHEN SPRACHKLASSEN I

Semi-entscheidbare Sprachesprache, digon Turingmaschinen akzeptiert wird
Entscheidbare Sprache Sprache, die von terminierenden Turingmaschine akzeéptied
Kontextsensitive Sprache Sprache, digon linear besclimkten Automateakzeptiert wird

e Entscheidbare Sprachen sind auch semi-entscheidbar
— Offensichtlich, da engere Bedingung

e Kontextsensitive Sprachen sind entscheidbar
— Ein LBA hat bei Eingabey maximal(|I'| + |Q|)"I*! Konfigurationen

e Jede endliche Sprachd. ist entscheidbar
— Bei Eingabe vonw testetM durch Suchen, o € {w, .., w,} = L gilt

e L entscheidbar < L und L semi-entscheidbar
“ =", Entscheidbare Sprachen sind abgeschlossen unter Kompyleme
“ <" Simuliere Maschinenifr L und L simultan,ibernehme Ergebnis
Eine der beiden Maschinen muf3 terminieren und akzeptieren

e L. semi-entscheidbar< es gibt ein entscheidbares
L’Q MEXY*FmIit L = {’UJ | Jv. (’UJ, ’U) S L,} (Projektionssatz)
— Aufwendiger Beweis, béitigt schrittweise Simulation von Maschinen
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN SUMMARISCH I

e Alle drel Sprachklassen sind abgeschlossen unter

— Vereinigung L,U L,
— Durchschnitt LN L,
— Spiegelung LT
— Verkettung L.oL,
— Hullenbildung L*
—Homomorphismen h(L)
— Inverse Homomorphismen h=1(L)
— Urbild berechenbarer Funktionen f~Y(L)
e Typ-1 und entscheidbare Sprachen ziw&zlich
— Komplement L
— Differenz L,-L,

— Aufzahlbare Sprachen: Bild berechenbarer Funktionen  f(L)

Beweise im Anhang, ab Folie [Tl
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PRUFEN VON EIGENSCHAFTEN SUMMARISCH I

¢ “x € L” kann automatisch gepruft werden fur

— Kontextsensitive und entscheidbare Sprachen
(Folgt unmittelbar aus der Definition von Entscheidbarkeit)

— Abernicht fir aufzahlbare Sprachen

(Folgt aus Existenz einer aufzahlbaren, aber unentscheidbaren Sprache)

e FUr keine Sprachklasse kann getestet werdeab
— eine Spraché der Klassdeerist
— zwel Sprachemd, und L, der Klasseyleichsind
— zwel Spracheth; und L, der Klasseneinander enthaltesind
— derDurchschnitt zweier Sprachen der Klasse lser

Beweise benotigen Beispiele fiir Sprachen, die nicht zur Klasse gehoren
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(GRENZEN DER SPRACHKLASSEN I

e Entscheidbare, nicht kontextsensitive Sprache

— Menge allefaquivalenten regaken Ausdiicke(gelesen als Text),
wenn diese eine Iteratioh” = FoL...oF enthalten drfen

k—mal

— Agquivalenztest beitigt exponentiell groRen Speicherplatz

e Aufzahlbare, nicht entscheidbare Sprache

— SelbstanwendbarkeitsprobleMenge aller Programme von Turing-
maschinen, die bei Eingabe des eigenen Programms als Texmhieren

e Nicht aufzahlbare Sprache

— Totale BerechenbarkeiMenge aller Programme von Turingmaschinen,
die bei jeder Eingabe terminieren

Mehr dazu in Theoretischer Informatik [I
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ZUSAMMENFASSUNG: TYP-0 UND TYP-1 SPRACHEN I

¢ Turingmaschine als allgemeinstes Maschinenmodell
— Deterministischer endlicher Automat mit unendlichem Sperband
— Gleiche Ausdruckskraft wie reale Computer (aber einfastrekturiert)
— Nichtdeterministische Variantait exponentiellem Aufwand simulierbar
— Aquivalent zu Typ-0 Grammatiken
— Bel linearer Bandbescnkungaquivalent zu Typ-1 Grammatiken
— Entscheidbare Sprachstehen zwischeg, und £,

e \Wichtige Eigenschaften der Sprachklassen
— Abgeschlossennter U, N, *, o, *, h, h ™!
— L, und entscheidbare Sprachenatzéich unter , -
— Viele Eigenschaftendnen nicht automatisch getestet werden
. Fast alle nichtrivialen Eigenschaften siria keine Klasse entscheidbar
- Fur L, ist selbst das Wortproblem nicht mehr entscheidbar
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ERKANNTE SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

0/0—
b/b—

b /b«
0/a— ; ; 1/b«
AN ) "\ *
blb_}l ala—
g % B/B—
q3 =@

b/b—

0/0«+

e Analyse: M zahlt Nullen und Einsen gleichzeitig
— Umwandeln eineb in a triggert Umwandeln einerin b
— Maschine stoppt in), wenn keine Nullen oder Einsatorhanden sind
— Maschine stoppt ip;, wenn zuwenig Einseworhanden sind
— Maschine stoppt in;, wenn zuwenig Nulleworhanden sind
— Maschine akzeptiert i, wenn Anzahl der Nullen und Einsen gleich

o Zeige: L(M) = {0"1"|n>1}
— (e, qo,w) F (u,q,v) genau dann, wenm = 0"1" fir einn>1
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE I I

0/0—
0/0«+
b/b— b/ b
0/a— 1/b«+
S\ 0 \H) 9
b/b— | ala
B/B—

b/b—s
(€, qo,w) ¥ (u,qq,v)wennw = 0™1" fiir ein n>1

Furalleu,vel™ we{0,b}* keN,n>1 gilt

1. (u, qo, 0v) - (ua, q1,v) (direkt aus Diagramm ersichtlich)

(waw, qp,v) (Induktioniiberw)
U, g2, awbv) (folgt aus 2. und Diagramm)
ua, qo, wbv) (folgt aus 3. und Diagramm)

a"b", qs3,v) (5. mitw=e¢, Diagramm, Induktion iry3)
a"b", q3, B) (6. mitv=¢)
(a™b"B, q4, B) (7. und Diagramm)
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE 11 I

0/0—
0/0«
b/b— b/ b«

O/a— ;; 1/b«
Start
b/b—s a/a
g E B/B— Q

b/b—
(e,q0, w) F (u,qy,v)nurwenn w = 0™1" fiir ein n>1

Informales Argument, da detaillierter formaler Beweis mfwaendig

1. Die Schleifegy — ¢ — ¢» wandelt je eine 0 in ein und eine 1 irb um

2. Am Ende der Schleife stehen alle O und 1 rechts vom Kopf llad:dinks davon

3. Da das Eingabewort ZW, 1}* gelbrt, stehen iy, gleich vielea undb auf dem Band
4. Umg, von gy zu erreichen, mufd das Wort rechts vom Kopf die Fofrn>1) haben
5. Wegen 2. und 3. hat das Wort links vom Kopf die Farm

6. Wegen 1. muld das Eingabewort die Farit’ haben, um akzeptiert zu werden.
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JEDE NTM 1ST DURCH EINE DTM SIMULIERBAR I

Verarbeite alle Alternativen sequentiell

o FUr M =(Q,>.1',0,q9,B,F) definiere MengenK,}"
— Menge der in Schritten erzeugbaren Konfigurationen bei Eingabe
Ky ={(6,q,w)}, K, ={r|3IkeK" k F K}
—EsgitweL(M) < Fi.dpeF.Ju,vel™. (u,p,v) c K

e Beschreibe DTM zur Erzeugung derK ;*
Ko K Ky

aown-wn] 8] # [utlatlof [ [wlgdloz] o uf gt of [ 8 [ [ublatod] # -4 [l g2 o]

— Arbeitsband beschreibt alle bisher erzeugten Konfiguman der NTM
Die aktuell betrachtete Konfigurationwird markiert

— Lesen Extrahiere aus dasgelesene Symbot undZustand; der NTM

— Verarbeiten Erzeuge aus undd(q, X) alle Nachfolgekonfigurationen
Losche Markierung vor und markiere rdchste Konfiguration auf Band

Jede nbgliche Konfiguration der NTM wird von der DTM aufgesucht
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SIMULATION VON NTMS IST EXPONENTIELL I

e Grofde der DTM wachst linear mit Grof3e der NTM

— Zustandsbertuhrungstabelle wird durch Unterprogramme codiert
— Berechnung der Nachfolgekonfigurationen auf einem Halfgb

e Rechenzeit vachst exponentiell
— Einzelschritte lineam Grof3e einer NTM Konfiguation simulierbar
- Bestimmen einer Nachfolgekonfiguration ist “konstant”
- Schreiben der Nachfolgekonfiguration linear (zwei Arlsitsder)
Aber ...
— Rechenzeitder NTM istLange des lirzesten akzeptierenden Pfades
— Bei k Alternativen pro Schritt muf die Simulatioarfn Schritte
der NTM im schlimmsten Falbis zuk™ Konfigurationererzeugen
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SATZ: L€ Ly = L SEMI-ENTSCHEIDBAR I

Zu jeder Grammatik G = (V,T, P, S) kann eine
NTM M konstruiert werden mit L(G) = L(M)

1. Schreibe dieEingabew auf Hilfsband 1

2. Schreibe dasStartsymbol S auf Hilfsband 2

3. Simuliere eine Regelanwendung i¢
— Wahle nichtdeterministisch ein Teilwartdes Wortes auf Band 2
— Wabhle nichtdeterministisch eine Regel der Farmv ausP
— Verschiebe Symbole, die rechts vestehen, umu| — |u| Stellen
— Ersetze: durchv

4.Vergleiche w mit dem Wort auf Hilfsband 2
— Akzeptierew, wenn die Worte gleich sind
— Ansonsten fahre fort mit 3.

THEORETISCHEINFORMATIK | §4.2: 6 MODELLE FUR TYP-0 & TYP-1 SPRACHEN




KORREKTHEIT DER KONSTRUKTION I

e M simuliert Ableitbarkeitin G
— Nachi Schritten steht auf Band 2 ein Wart mit S — . w;
—Wenn)M das Wortw nach: Schritten akzeptiert, dann gtit = w;

e M akzeptiert L(G)
—Esqit we L(G) < di. S —i>G w
—Wenn M das Wortw nach: Schritten akzeptierdann gilt
S L>G w, alsow € L(G)
—WennsS #}G w gilt, dann kannV/ in ¢ Schritten das Wort
auf Band 2 erzeugen und akzeptieren, alsol.(M )

e M terminiert nicht immer
— Firw ¢ L(G) gilt w#w; fur alleq
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SATZ: L. SEMI-ENTSCHEIDBAR = L€ /L I

Simuliere Abarbeitung der Turingmaschine

e Idee: Generiere alle Konfigurationen von M
— Konfigurationen(w,q,v) werden als Vdrterugv codiert
— Begrenzet¥ trennt Eingabev von Konfigurationen
— Verarbeitung vonw simuliert durch Warter der Formw # uquv #

e Beschreibe Konfigurationsibergange durch Regeln
— Regeln simulieren Vorschrifterf Erzeugung von- auso

e Legew frel, wenn M akzeptiert hat
— Entferne Wort naclt, wennM einen Endzustand erreicht

e Grammatik erzeugt von M akzeptierte Sprache
—L(G)={weX* | IpeF. Fu,vel*. (¢, q,w) F (u,p,v)} = L(M)
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REGELN DER GRAMMATIK (7 I

e Erzeugung von Anfangskonfigurationen
— Regeln zur Erzeugung aller®iter der Formw # qow #

e Simulation der Konfigurationstuibergange

—Regelnder Formy X V — Y pV  furVel, (¢, X) = (p,Y, R)
— Regeln der Formy X # + Y p B# furd(q, X) = (p R)
—RegelnderFormZ ¢ X — pZY  furZel, §(q, X) = (p L)
— Regeln der Formi# ¢ X — #pBY furo(q, X) = (p,Y, L)
e Schlul3regelnflr Endzustande
— Regeln der Form” ¢ — ¢ furZel', qe F
— Regeln der Form; Z — ¢ furZel’, qeF
— Regeln der Form# g # +— ¢ fUrge F

Detailbeweise z.B. in Erk-Priese, Seite 199-201
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[LBAS SIND MASCHINENMODELL FUR TYP-1 SPRACHEN

L1={L| L = L(M) fireinen LBA M }

e Beweise fir Lo konnen modifiziert werden

e Typ-1 Grammatik — LBA
Turingmaschinesimuliert Anwendung der Produktionsregeln
— Ableitbare Worter werderschrittweise erzeugt und mit verglichen

— Beschankung der Simulation auf Regelanwendungen, datér
mit maximaler lange|w| erzeugen

Maschine ist linear beschankter Automat
— Linkes und rechtes Ende des Bandes wird niembésschritten
— Lineare Simulation der Hilfslnder mit gélserem Bandalphabet

o LBA — Typ-1 Grammatik
— LBA muf3 bei Eingabey das Band nicht mehr erweitern
— Simuliere Verarbeitung der Eingabhemit Wortern der Form
(w1, w1).. (Wi, ;) (W1, @) (Wit1, v1)..(Wy, v;) Statt w # ugv #
— KirzendeGrammatikregeln &nnen jetzt expansiv formulievterden
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NACHWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

Beweisfihrung mit Grammatiken

e \Vereinigung L1UL>

— Seil; = L(G;), wobeiG; = (V;, T;, P, S;) disjunkt

—WahleG = (Vi UVL,U{S}, ThUT,, PLUP,U{S— S, S5—S5}, S)

— Die Eigenschaften de&¥; bleiben erhalten und es gilt( G )=1,U L,
e SpiegelungL®

— Bilde Spiegelgrammatigu G = (V, T, P, S) mit L = L(G)

. SetzeGgr = (V, T, Pr, S) mit Pg = {I"—a'|l—aecP}
— Die Eigenschaften vo@ bleiben erhalten und es gilt(G'z)=L"

e Analoge Beweiselir L1oLo, L*, h(L)
— Verzweige aus Startsymbol oder modifiziere rechte Seit&®dgeln

e Grammatiken helfen wenig bei Entscheidbarkeit
— Beweisfihrung mit Turingmaschinen ist sinnvoller
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NACHWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e \Vereinigung L1{UL>
—SeiL; = L(M;), wobeiM; =(Q;, >, ", 0, q: B, F') disjunkt
— Bei Eingabe eines Wortes kopiert M/ das Wort auf zwel
Hilfsbander und simulierd/; und M, auf den beiden Bndern
— M akzeptiert genau dann, wedi; oder M, akzeptieren
— Die Eigenschaften dev/; bleiben erhalten und es gilt( \/ )=1,U L,

e Durchschnitt L1 Lo
— Bei Eingabe eines Wortes kopiert M/ das Wort auf zwel
Hilfsbander und simulierd/; und M, auf den beiden Bndern
— M akzeptiert genau dann, weidt, und M, akzeptieren
— Die Eigenschaften dev/; bleiben erhalten und es gilt( \/ )=1L,N L,

e SpiegelungL{®
— Bei Eingabe eines Wortes kopiert M/ das Wort umgedreht auf
ein Hilfsband und simulierd/; auf diesem Band
— M akzeptiert genau dann, weit, akzeptiert
— Die Eigenschaften voi/; bleiben erhalten und es gilt( 1/ )=L1"
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NACHWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN 11 I

e Verkettung L10L>
— Bei Eingabe eines Wortes wahlt M/ nichtdeterministisch eine
Zerlegung das Worly = w,ow-, kopiert diew,; auf zwel Hilfskander
und simuliert); und M, entsprechend
— M akzeptiert genau dann, weidt, und M, akzeptieren
— Die Eigenschaften dév/; bleiben erhalten und es gilt( A/ )=1,0L,

e Hulle LT
— Bei Eingabe eines Wortes wahlt M/ nichtdeterministisch eine
Zerlegung des Wortes = w;°..ow,, kopiert diew, der Reihe nach
auf ein Hilfsband und simuliet/; entsprechend
— M akzeptiert genau dann, weit, alle w; akzeptiert
— Die Eigenschaften von/; bleiben erhalten und es gilt( A/ )=1

e Homomorphismenh (L)

— Bei Eingabe eines Wortes wahlt M/ nichtdeterministisch eine
Zerlegung das Worly = w1 0..0w,, mit w; = h(a;), kopiertv = ay..a,
auf ein Hilfsband und simuliet/; entsprechend

— M akzeptiert genau dann, weith, das Wortv akzeptiert

— Die Eigenschaften von/; bleiben erhalten und es gilt( M )=h(L;)
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NACHWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN II1 I

e Inverse Homomorphismenh=1(L)
— Bei Eingabe eines Wortes = a;..a,, bestimmt)/ das Wort
v = h(ay)..h(a,), kopiert es auf ein Hilfsband und simulie¥t;
— M akzeptiert genau dann, wedi, das Wortv akzeptiert
—Esqilt L(M)=h"'(L,)
— Beweis gilt in dieser Form nur fiir (semi-)entscheidbare Sprachen

Fir LBA's ist Simulation eines Bandes k-facher Lange erforderlich

e Komplement L4
— Bel Eingabe eines Wortes simuliert M/ die Berechnung voi/;
und akzeptiert genau dann, wehfi nicht akzeptiert
—Esgilt L(M)=L;

— Die Eigenschaften von M bleiben nur erhalten, wenn M terminiert

Bei semi-entscheidbaren Sprachen terminiert die Berechnung fiir w e Ly nicht

e Differenz L1-Lo
— Mathematische Begndung:L,-Ly = LiNL,
— Abgeschlossenheit unter Differenz gilirfaufzahlbare Sprachen nicht!
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e L entscheidbar & L und L semi-entscheidbar

“ =" Entscheidbare Sprachen sind abgeschlossen unter Kompyleme

“ <" SeiL=L(M;) und L=L(M,).

— Bei Eingabe eines Wortes kopiert M/ das Wort auf zwel
Hilfsbander und simulierd/; und M, auf den beiden Bndern

— M akzeptiert genau dann, weid; akzeptiert und terminiert
ohne zu akzeptieren, wenld, akzeptiert

— Da eine der beiden Maschinen das Workzeptieren mul3,
terminiert M und es giltL(M)=L

e Jede endliche Sprachd. ist entscheidbar
— Jede endliche Sprache ist als Liste vooar®@rn|wy; ..; w,| darstellbar
— Bei Eingabe eines Wortes vergleicht)M das Wort mit dieser Liste
e L. semi-entscheidbar< es gibt ein entscheidbares
L,g XY mit L = {’LU | Jv. (’U), ’U) S L,} (Projektionssatz)
— Aufwendiger Beweis, béitigt schrittweise Simulation von Maschinen
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