Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 3
Formale Logik (Teil 2) .
g
Ll o’em

1. Formalisierung in Aussagenlogik

2. Evidenz fiir logische Aussagen

3. Evidenzkonstruktion mit Refinement Logik
4. Formale Pradikatenlogik

5. Metamathematik der Refinement Logik



PRADIKATENLOGIK I

Das tibliche Verstiandnis des Begriffs “Logik”

e Ermoglicht Formulierung universeller Zusammenhange

... und 1thre Anwendung auf Individuen

“Jeder Mensch ist sterblich. ((Vz)(Human(z) = Mortal(x))
Sokrates ist ein Mensch. n Human(sokrates))
Also ist Sokrates sterblich” = M ortal(sokrates)

e Unterstiitzt unterspezifizierte Aussagen und Funktionen

“Studierende, die mindestens 120 Leistungspunkte erworben haben,
konnen ein Thema fiir die Bachelorarbeit bekommen”

(Vst) (Ip(s)>120=(3t) (BA(t) » Bekommi(s,t)))

e Erweiterung der Aussagenlogik
— Syntax wird ergianzt um Variablen, Funktionen, und Quantoren

— Neue Konzepte: Bindungsbereich, Variablenvorkommen und Substitution
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SYNTAX DER PRADIKATENLOGIK I

¢ Erlaubte Symbole
— Variablen x, v, z, 2o, yo,, - . .
— Funktionssymbole f, g, h,a, b, c, fo, go,, . . . (mit Stelligkeit, a, b, ¢ oft nullstellig)
— Pridikatssymbole P, ), R, P,, Q)y, Ry,, . .. (mit Stelligkeit)
— Logische Symbole f, =, A, v, =, V, 3 und Klammern

e Terme: Syntax fur individuelle Objekte
— Variablen und nullstellige Funktionen (Konstante) sind (atomare) Terme
— Sind ¢4, .., ¢, Terme und f n-stellige Funktion, dann ist f(¢q,...,%,) Term

e Formeln: Syntax fur Aussagen
— f und nullstellige Priadikate (Aussagenvariablen) sind (atomare) Formeln
— P(ty,...,t,) ist (atomare) Formel (t1, .., t, Terme, P n-stelliges Pridikat)
— Sind A und B Formeln, dann auch - A, (A= B), (ArB), (AvB)
— Ist B Formel und z eine Variable, dann sind (V) B und (J2) B Formeln
Bindungsbereich des Quantors (Scope) ist die kiirzeste Formel, die auf den Quantor folgt

Spater: alternative Notationen V. B und dx. B und Konventionen, Klammern zu sparen
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK I

e Evidenz fiir Giiltigkeit von Formeln
— Formuliert als Terme in erweiterter A-Notation (Einheit 5)

— Konstruktion von Evidenz folgt induktivem Aufbau der Syntax

e Evidenz fiir atomare Formeln
— f hat keine Evidenz f] = {}

— A = P(ty, ..t,) steht fiir unbekannte Aussagen [A] unspezifiziert

e “Aussagenlogische’” Evidenzkonstruktion wie zuvor

— Implikation A= B|=|A|—|B]
— Konjunktion | AnrB]=]A]x|B]
— Disjunktion |AvB]=[A| + |B]
— Negation —A] = [A]—{}

Wie konstruiert man Evidenz fiir quantifizierte Formeln?
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EVIDENZ FUR UNIVERSELLE QUANTIFIKATION |

o (Vx)B: “Fiir alle x gilt B” [(Vz)B] =z : U—[B]
— Fiir jede Instanz von x muf} eine Evidenz b fiir B konstruiert werden
— Evidenz fiir (Vx) B mufl Funktion f sein mit f(x) : | B] fiir alle =
— Eingabe « fiir f stammt aus einem Universum von Objekten U
— Ausgabetyp |B| von f kann von konkretem Eingabewert = : U abhéngen
z.B. B = (P a= P x) hat genau dann Evidenz, wenn x mit ¢ instantiiert
— Typ der Evidenzen fiir (Vx)B ist ein “abhingiger” Funktionenraum

¢ Konkrete Evidenz fiir (Vz)(Px = P x)
— Evidenz ist Funktion f : (z:U—(|P z|—|P z])), wobei fiir alle = gilt
flz) =g, : [Px|=|[Px]und q¢.(p) : [Pz, fallsp: [P z]
— Einfachste Losung ist g,.(p) = p, also f=2xx. (Ap.p)
¢ Konkrete Evidenz fiir ((Vx)Px)= Pa
— Evidenz ist Funktion f : (z:U—|P z])—|Pal)) mit f(h) = xp, : | P a
fiir alle h : (x:U—[P x|).
— Einfachste Losung ist Anwendung von h auf Konstante a  f = Ah. h(a)
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EVIDENZ FUR EXISTENTIELLE (QUANTIFIKATION |

e (dx)B: ‘“Es gibt ein x, fiir das B gilt” [(3z)B] ==z : Ux[B]
— Um Evidenz fiir (3x) B zu konstruieren, braucht man b : |B| fiirein « : U
— Formel B kann von Wahl des konkreten Wertes fiir x abhangen
— Typ der Evidenzen fiir (3z)B ist ein “abhingiger” Produktraum

e Konkrete Evidenz fiir P a = ((dx)P x)
— Evidenz ist Funktion f : (p:|P a|—(x : UX|P z])) mit f(p) = (z,p) fiir
alle p : | P a], wobei x : U und p’ Evidenz fiir P x
— Einfachste Losung ist x = ¢ and p' = p f=Ap. (a,p)

¢ Konkrete Evidenz fiir ((dx)P x) = ((Jy)Py)
— Evidenz ist Funktion f mit f(z) = (y,p/) fir alle z : (x : Ux|P x}),
wobei vy : U und p’ Evidenz fiir Py
— z mub ein Paar (a,p) mita : Uund p : [P a]
— Einfachste Losung: z = a = z.1and p’ = p = 2.2, also f = A\z. (2.1, 2.2)
— Wegen z = (2.1, z.2) kann Evidenz vereinfacht werden zu f=Az.z
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EVIDENZ FUR KOMPLEXERE FORMELN I

o (Vx)(PxAQx))= ((Vr)Px A (Vx)Q T)
— Evidenz ist Funktion f so daB fiir alle h : (x:U—[P x|x|Q z]) gilt
F(1) = (99, 99) : (@:U—[Pa])x (2U—[Q)
— g, und g, nehmen ein x:U und erzeugen Elemente von [P x| bzw. |Q) x|
— Einfachste Losung ist g,(x) = h(z).1 und g,(x) = h(z).2
f=Ah.(Ax. h(x).1, Ax. h(x).2)
¢ Evidenz fiir —((Vx)—(Px)) = (Jx)P x
— Evidenz ist Funktion f so daB fiir alle h : (x:U— ([P x]—{}))—{} gilt
F(h) = (x,p) mit p : [P3]
— Zur Konstruktion von f(h) benotigt man Kenntnisse iiber P und
Objekte x, fiir die P x gilt
— Es gibt keinen allgemeinen Weg, x oder p aus h zu konstruieren,

solange das Priadikatssymbol P unspezifiziert ist
Keine universelle Evidenz
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EVIDENZSEMANTIK — ZUSAMMENFASSUNG I

Aussage A Evidenztyp [A]| Evidenzkonstruktion Dekompositionsterm

A=1B A]l—|B] Aa.b fla)

AnB A|x|B] (a,b) r.1, x.2

AvB A| + | B] inl(a), inr () case = of inl(a) —s
| inr () —t

—A Al—{} Aa.b fla)

f U - -

(Vx)B z: U—|B] Aa.b fla)

(dx)B x: Ux|B] (a,b) x.1, x.2

¢ Formeln korrespondieren mit Datentyp ihrer Evidenzen
— Es gibt Terme, um Evidenz zu konstruieren oder zu zerlegen

— Beide sind invers zueinander und ermoglichen “Rechnen” mit Evidenz
. . . . (Einheit 5)
¢ Evidenzterme bilden eine Programmiersprache

— Sprache umfasst Terme der Priadikatenlogik

— Priadikatenlogik kann nur Programme ohne Schleifen spezifizieren
— Mehr Ausdruckskraft benotigt Gleichheit, Zahlen, Induktion, ...
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PRADIKATENLOGISCHE REFINEMENT LOGIK I

¢ Erweiterung der aussagenlogische Regeln
— Regel axiom ist auf atomare pradikatenlogische Formeln anwendbar
— Unverinderte Regeln fir A= B, A B, AvB, A
— Konstruktierte Evidenz dndert sich ebenfalls nicht

¢ Behandlung von Quantoren
—Um (Vx)B zu zeigen, mufl man B fiir jede Instanz von x zeigen
Hierzu wihlt man 2" : U beliebig aber fest und zeigt B fiir 2’ statt x
— Um (Jz) B zu zeigen, muf} man eine B fiir eine Instanz von x zeigen
Hierzu gibt man ein Objekt a an und zeigt B fiir a statt «
— Regeln benotigen “syntaktische Instantiierung” von Variablen

e Formales Konzept: Substitution B|t/x]

— Ersetzen der Variablen x in Formel B durch Term ¢
Unvollstandiger Ersatz fur Instantiierung, wenn Universum tberabzahlbar

— Substitution muf} Verstdndnis von “Fiir alle” und “es gibt” erhalten
(V)P 2z und (Vy) P y bedeuten dasselbe
— Nur ungebundene Variablen diirfen ersetzt werden
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VORKOMMEN VON VARIABLEN IN FORMELN I

e Yorkommen der Variablen x in Formel B, informal
— Gebunden: x erscheint im Scope eines Quantors (Vz) oder (Jz)
— Fret: « kommt in 5 vor, ohne gebunden zu sein
— B heil3t geschlossen falls B keine freien Variablen enthalt

e Prizise, induktive Definition
x die Variable x kommt frei vor; y#x kommt nicht vor
f die Variable  kommt nicht vor

f(ty,....,t,) freie Vorkommen von x in ¢; bleiben frei
P(ty,...,t,) gebundene Vorkommen von x bleiben gebunden.

- A, A= B freie Vorkommen von x in A, B bleiben frei
AnrB, AvB gebundene Vorkommen von x bleiben gebunden.

(Vx)B beliebige Vorkommen von z in B werden gebunden
(dx)B Vorkommen von y##z in B bleiben unverindert
x frei und gebunden

r N\

x gebunden

VPl Q@) » Rlz)
x frei x frei
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SUBSTITUTION B|t/x] FORMAL

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

= [tl? °*9 tn/2131, oo wn] = O($1)=t1,. e e

o(x,)=t,

— Ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck A 7 und o

[t/ =1 x|t /y] = (y#)
[y, . t) o = f(to, .., t,0) flo =f

P(ty,..,t,) |0 =Po,.. t,0)

—A|o =-Ao IAnBlo = Ao ABo

AvBjo = Ao v Bo A= Blo =Ac= Bo
(Va)Bj[t/x] = (Vz)B (3z)B||t/x] = (3z)B

(Vo)Bilt/y] = 1(V2)Blz/x]i[t/y] (3x)BI[t/y] =1(32)Blz/=|i[t/y] "
[(Va)Bilt/y] = (Vx). 1 Blt/y]] ((Jx)BIt/y = (F=) Blt/yl) ™

“ry#x, y freiin B, x freiin t, z neue Variable
“*:y#x, y nicht frei in B oder x nicht freiin t
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REGELN FUR ALLQUANTOR I

e Allquantor auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H  (Vx)B zu zeigen, mufl man B fiir jede Instanz von x zeigen
Einziger Weg 1st generischer Beweis, der nicht von Instanz abhingt
— Wihle neue Variable x' und beweise B|z'/x]

HF (Vo)B ev=A7".b
H, 2"UF B[aj’/x] ev=>0 | allR

— Im Teilziel wird generische Evidenz b fiir B|x'/x] und alle ' konstruiert
— Evidenz fiir (Vx) B mufl Funktion Az’.b sein

e Allquantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter Annahme (Vx)B zu zeigen, darf man jede Instanz von x

verwenden, also die Annahme B|t/z] fiir beliebige Terme ¢ ergidnzen

H, f:(Vx)B,H'C ev=c|f(t)/b]
H, f(Vz)B,b:Blt/x],H' - C ev=c| allL t

— Regel nimmt an, dafl Evidenz ¢ aus Evidenz 0: B|t /x| Konstruierbar ist

— Anwendung von \b.c auf f(t) liefert Evidenz fiir C' im Hauptziel
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ANWENDUNG DER ALLQUANTORREGELN I

¢ Beweis fiir (Vx)(Px = Px)

= (Vx)(Pxr= Px) ev=2Xz.(App) BY allR
1 »UF Pr=Px ev=2Xpp BY impliesR
1.1 2:U,p:Px = Px ev=yp BY axiom

¢ Beweis fiir ((Vx)Px) = Pa

= ((Vo)Pz)= Pa ev= \f. f(a) BY impliesR
1 f:(Vx)Px + Pa ev=p|f(a)/p] BY allL a
1.1 f:(Vx)Px,p:Pat Pa ev=p BY axiom

¢ Beweis fiir ((Vx)Px) = (Pa A Pb)

= (Vo) Px) = (PananPb) ev=\f.(f(a), f()) BY impliesR
1 f:(Vx)Px F PanPb ev= (f(a), f(b)) BY allL a
1.1 [:(Vx)Px,p, Pat ParnPb  ev=(p,, f(b)) BY allL b
1.1.1 /:(Vx)Px, p, Pa,p,, Pb= PanPb ev=(p,p) BY andR
1.1.1.1 /:(Vx)Px,p, Pa,p, Pb+ Pa ev = pg BY axiom
1.1.1.2 f:(Vx)Px,p,.Pa,p, Pb+ Pb ev = py BY axiom
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REGELN FUR EXISTENZQUANTOR I

e Existenzquantor auf rechter Seite einer Sequenz
—Um H F (dx)B zu zeigen, mu} B|t/x| fiir einen Term ¢ gezeigt werden

HF (dx)B ev= (t,b)
HF B[t/%] ev=> exR ¢

— Regel setzt Term ¢ und Evidenz b : B|t/x| zur Evidenz (¢, b) zusammen

¢ Existenzquantor auf linker Seite einer Sequenz
— Um C' unter Annahme () B zu beweisen, mufl man C' unter Annahme B
fur eine beliebige Instanz von z, also generisch, zeigen konnen
— Wihle neue Variable x’ und verwende Annahme B|x’/x]

H,z:(dx)B,H'+C ev=cz.1,2.2/2,b]
H, 2"Ub:Bl2' /x|, HFC ev=c exL

— Label - fiir (dz) B entspricht Paar aus Variablen 2’ und Label 0: B
— Evidenz ¢ hingt im Teilziel von 2" und 0/ ab
— Im Hauptziel muf} 2’ durch z.1 und b durch z.2 ersetzt werden
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ANWENDUNG DER EXISTENZQUANTORREGELN |

¢ Beweis fiir Pa = ((dx)Px)

- Pa=((dx)Px) ev=)p.(a,p) BY impliesR
1 pPa - (dx)Px  ev=(a,p) BY exR a
1.1 pPa F Pa ev=p BY axiom

¢ Beweis fiir ((d=)Px) = ((Jy)Py)

= ((Jz)Px)= ((Jy)Py) ev=XIz(z1,22) BY impliesR
1 2:(Jz)Px F (Fy)Py ev=(z.1,22) BY exL

1.1 v U pPx b (Jy)Py ev=(x,p) BY exR =
1.1.1 »U,pPx - Px ev=p BY axiom

— Evidenz (2.1, 2.2) kann zu z vereinfacht werden

— Reihenfolge der Regelanwendungen wichtig fiir erfolgreichen Beweis

= ((Jz)Px) = ((3y)Py) BY impliesR
1 2:(3x)Px + (Jy)Py BY exR z
1.1 z(Jz)Px - Px BY exL
1.1.1 22U, p:Px’ + Px BY 777
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EIN KOMPLEXERER BEWEIS I

= ((Vo)(Pr AQx)) = (Vo) Px A (Vo)Qx) BY impliesR
1. [:(Vx)(PxAQx) - (Vo) Px A (Va)Qx) BY andR

1.1. /:(Vx)(Px AQx) - (Vx)Px BY allR
1.1.1. U, f:(Vz)(Px rQx) - Px BY alll x

1L1.1.1. 22U, f:(Vx)(Px AQx), 2:(Pr AQx) - Px BY andL
1.1.1.1.1. U, f:(Vx)(Px rQx), p: Pz, Q- Px BY axiom
1.2. f:(Vz)(Px aQx) F (Vo)Qx BY allR
1.2.1. =:U, f:(Vx)(Px aQx) - Qx BY alll x
1.2.1.1. =:U, f:(Vx)(Px AQx), 2 (Px rQx) F Qx BY andL
1.2.1.1.1. =:U, f:(Vx)(Px ArQx), p:Px, ¢:Qr - Qu BY axiom

Konstruierte Evidenz ist A f. (Ax.(f z).1, \x.(f x).2)

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §3 15 PRADIKATENLOGIK




REFINEMENT LOGIK — ZUSAMMENFASSUNG I

Links Rechts
H [A=B HFC ev=c[f(a)/b] impliesLlH+ A= B ev=Xa.b impliesR
H [fA=B HF A ev=aq H aAFB ev=b
H OB HFEC ev=c
H A B, HFFC ev=clz.1,2.2/a, b andL H+ AAB ev=(a,b) andR
H oA bLbB HFEC ev=c HEA ev=a
HFB ev=>b
H AvB HFC ev=case x of inl(a)—¢; orL|HF AvB ev=inl(a) orR1
H oA HEFC ev=cy ‘ inr (b) — ¢ HEFA ev=a
H OB HFEC ev=cy H+HAVB ev=inr (b) orR2
H-DB ev=b
H [—-AHFC ev=any(f(a)) notL |[H - —A ev=X\a.b notR
H [—AHFA ev=aq H aAFf ev=b
HaA HEFA ev=qa axiom
H, [Vx)B,H'FC ev=c|[f(t)/b] alll t|H  (Vx)B ev=Az’. b allR
H, f:(Vx)B,b:Blt/x], H' - C ev=c H,2"UF Blx'/x] ev=b
H,>(dx)B,H'FC ev=c|z.1, z.2/x', ] exL|H - (dx)B ev=(t, b) exR ¢
H. U b:Blxfx|, H = C  ev=c H F Blt/x] ev=b
t ist ein beliebiger Term, x' eine neue Variable
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SINNVOLLE ZUSATZREGELN I

¢ Einfiigen von Zwischenbehauptungen
— (' ist giiltig, wenn C' aus der Annahme A folgt und A giiltig ist

HEFC ev=(\r.c)a)
HFA ev=a
H oAFC ev=c cut A

— A kann eine beliebige “Schnitt”-Formel sein

— Beweise werden signifikant kiirzer, wenn A mehrfach benutzt wird
— Evidenz (A\z.c)(a) wird nicht evaluiert (Gefahr der Termaufbldhung)

e Ausdiinnen von Annahmen
— Hypothesen, die nicht gebraucht werden, konnen entfernt werden

H aA HEFC ev=c
HHFC ev=c¢ | thin A

— Sinnvoll, um Hypothesenliste iibersichtlich zu halten

— Evidenz ¢ hiangt im Hauptziel nicht vom Label « ab
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METAMATHEMATIK DER REFINEMENT LOGIK I

Aussagen tiber den logischen Kalkiil

e Wichtig fur Analyse der Eigenschaften des Kalkiils
— Ist Refinement Logik korrekt? (sind beweisene Formeln giiltig?
— Ist Refinement Logik vollstiandig? (sind giiltige Formeln beweisbar?)
— Welche Formeln sind entscheidbar?

— Was ist die Komplexitiat von Beweissuche?

e Hilfreich fuir Implementierung und Automatisierung
— Beschreibung der Struktur der Grundelemente des Kalkiils
— Daten- und Zugriffsstrukturen fiir Formeln, Beweise, Evidenz, ...
— Algorithmen zur Anwendung von Regeln und Evidenzkonstruktion
— Benutzerdefinierbare (“konservative”) Erweiterung von Objektsprache

und Regelsystem durch Definitionen und Beweisstrategien
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UNTERSCHIED OBJEKT- / METASPRACHE I

Prasentation von Kalkiilen hat zwei Sprachebenen

e Objektsprache:
— Sprache des Kalkiils, in dem formalisiert wird

— Formale Sprache mit prizise definierter Syntax
— Konkretes Element z.B. (Jz)(Px)vQ x) = (—((Vz)(—Px r—=Q x)))

e Metasprache:

— Sprache, um Aussagen iiber den Kalkiil zu machen
- Beschreibung von Syntax, Semantik, Eigenschaften des Kalkiils

— Natiirliche, oft stark schematisierte Sprache
— Enthilt Objektsprache, angereichert um syntaktische Metavariablen
—Konkretes Element z.B. aus (Jx) (Av B) folgt =((Vx)(—=Ar—B))

e Unterscheidung zuweilen durch Fonts / Farben
— Ansonsten aus Kontext eindeutig erkennbar
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REFINEMENT LOGIK ALS FORMALER KALKUL (I) I

Metasprachliche Prazisierung der verwendeten Konzepte

e Kalkiil verwendet Objekt-Logik / Evidenz als Parameter
— Objektsprache ist (bisher) Sprache der Pradikatenlogik
— Evidenz formuliert als Terme in erweiterter A-Notation

— Semantik der Logik erklart, wann Terme Evidenz fiir Formeln sind

e Sequenz (Ziel) H - C
— H=u21A4,.., v, A, Hypothesenliste (z; verschieden), C' Konklusionsformel
— x;: A; Deklaration “x; i1st Evidenz fiir A;,” (z Term-Variable, A Formel)

— Initialsequenz: Sequenz -~ C' ohne Hypothesen

e Evidenzterm fiir x:A{,..,2,,;Ap, F C
— Term e mit freien Variablen aus den z;

e 1st Evidenz fiir C', wenn alle x; mit Evidenz fiir A; instantiiert werden
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REFINEMENT LOGIK ALS FORMALER KALKUL (II)

o (Verfeinerungs-)Regel (dec, val)
— dec Dekomposition: Abbildung von Sequenzen in Liste von Sequenzen
(vom Beweisziel in Liste der Teilziele)
— val Validierung: Abbildung von Liste von Sequenzen und Termen in Term

— Regeln werden als Regelschemata dargestellt mit Metavariablen
als Platzhaltern fiir Formeln und Evidenzterme

— Konkrete Regeln entstehen hieraus durch Instantiierung der Metavariablen

e Beweise
—Jede Sequenz S = H F (' ist unvollstindiger Beweis mit Wurzel S
—(S,r, |7, ..., m,]) ist Beweis mit Wurzelsequenz .S, wenn 7; Beweise fiir
alle Sequenzen S; sind, die durch Anwendung von r auf .S entstehen
— vollstandiger Beweis: Beweis ohne unvollstindige Teilbeweise
— Theorem: vollstandiger Beweis, dessen Wurzel eine Initialsequenz 1st

e Extraktterm ext(7) eines vollstandigen Beweises
—ext(S, (dec,val), |[m, ..., m,]) =val(]S, (S, ext(m)), .., (S, ext(m,))]),
wobei S; Wurzeln der T, Definition gilt auch fir 7 = (S, (dec, val), [])
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT I

e Giultigkeit von Sequenzen und Formeln
— Eine Sequenz ist giiltig, wenn es einen Evidenzterm fiir sie gibt

— Eine Formel (' ist giiltig, wenn die Initialsequenz - C giiltig ist

¢ Korrektheit einer Regel r = (dec, val)
—Sind S; = H; = C; Ergebnis der Anwendung von decauf S = H - C

und ¢; Evidenzterme fiir S;, dann ist val(S, (.5;, ¢;)) Evidenzterm fiir S

e Refinement Logik ist korrekt
— Alle Regeln der Refinement Logik sind korrekt
— Alle Theoreme der Refinement Logik haben giiltige Formeln als Wurzeln

— Alle beweisbaren Formeln sind giiltig

¢ Refinement Logik ist vollstandig
— Fiir jede giiltige Formel C' gibt es ein Theorem mit Wurzel - C

— Alle giiltigen Formeln sind beweisbar
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DEFINITORISCHE ERWEITERUNG I

e Konservative Erweiterung der Objektsprache
— Neues Konstrukte sind definitorische Abkiirzung fiir existierende
objektsprachliche Ausdriicke (ggf. mit Parametern)
— Beispiel: Aquivalenz in der Pridikatenlogik
A B = (A= B)Aa(B=A)
— Bedeutung ergibt sich aus Semantik bestehender Konstrukte
— Auffalten der Definition in Beweisen ersetzt linke durch rechte Seite

HEC ev=c
HF Clrhs/lhs] ev=c| unfold name

¢ Erlaubt kleinen Grundformalismus
— Einfache Syntax, Semantik und Inferenzsystem
— Eigenschaften leicht beweisbar

e Erhoht Flexibilitat des Formalismus
— Erlaubt freiere Syntax und umfangreiche formale Sprache
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TAKTIKEN UND BEWEISSTRATEGIEN I

e Konservative Erweiterung des Regelsystems
— Taktiken sind Abkiirzungen fiir komplexe Regelanwendungen
— Einfache Taktiksprache unterstiitzt Verkniipfung von Regeln

r1 THEN ro: Fiihre Regel - direkt nach r; aus
r1 ORELSE 7r9: Fiihre Regel 5 aus, wenn 7 nicht anwendbar 1st
Repeat r: Fiihre Regel r solange wie moglich aus

— Ermoglicht kiirzere und besser strukturierte Beweise

- P=(Q=(PrQ)) BY Repeat impliesR

1. pP,gQ F PAQ BY andR THEN axiom

F (Pv@Q)A((P=R)A(Q=R)))=R BY impliesR THEN Repeat andL
1.2PvQ,gP=R,hQQ=R F R BY orL

1.1. pP,gP=R,hQQ=R +F R BY impliesL ¢ THEN axiom
1.2. ¢Q,9P=R,hQ=R F R BY impliesL / THEN axiom

— Elementarer Beweis und Extraktterm durch Expansion rekonstruierbar

e Taktiksprache formalisiert Metasprache der Logik (ML)
— Unterstiitzt Formulierung komplexer Taktiken und Strategien
durch Analyse des Beweisziels fir gezielte Regelauswahl (ALuP II)
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SEQUENZENKALKUL: BEWEISMETHODIK I

e Kalkiil garantiert Korrektheit formaler Beweise

— Kalkiil 1st selbst keine Methode um Beweise zu finden

¢ Es gibt Leitlinien fiir erfolgreiche Beweissuche
— Versuche vorrangig Zweige abzuschlielen (axiom)
— Verwende Dekompositionsregeln, die Formeln dquivalent aufbrechen
— Verwende orL vor orR1 / orR2
— Verwende exL und allR vor exR und allL
— Wihle anwendbare Regel, welche die wenigsten Teilziele erzeugt
Methodik 1st als Taktik programmierbar (ALuP I1)

e Beweismethodik lafit Fragen offen
— Auswahl der Substitution fiir Quantoren erfordert “Vorausschau™
— Maschinennahe Methoden finden Substitution durch Unifikation

Mehr dazu in der Vorlesung “Inferenzmethoden”
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ALTERNATIVE VORGEHENSWEISEN I

e Semantikdefinition durch Interpretation
— Interpretation von Variablen, Funktionen, Pridikaten in Zielsprache
— Homomorphe Fortsetzung der Interpretation auf komplexe Formeln
— Giltgkeit 1st “Wahrheit” unter allen moglichen Interpretationen
Benotigt Erklarung der Bedeutung der Zielsprache
e Alternative Beweiskalkiile

— Axiom-orientierte Frege—Hilbert—Kalkiile
Sehr machtig, nur eine Regel, aufwendige Beweissuche

— Natiirliches Schlielen, Sequenzenkalkiile
Synthetische Vorgehensweise, gut fiir Beweispriasentation

— (Analytische) Tableaux-Kalkiile
kompakte, evidenzlose Version der Refinement Logik

— Maschinennahe Resolutions-/Konnektionskalkiile
Gut geeignet fiir automatische Beweissuche, schwer lesbare Beweise

e Ausdrucksstarkere Logiken
— Gleichheit, Sorten, Arithmetik, Logik hoherer Stufe
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