Automatisierte Logik und Programmierung

Einheilt 7

Abhangige Datentypen

1. Warum abhngige Datentypen?

2. Syntax, Semantik, Inferenzregeln
3. Ausdruckskraft

4. Universen und Abdingigkeit



Z1EL: MEHR AUSDRUCKSKRAFT IN DER TYPENTHEORIE I

e Einfache Typisierung vonB ist zu restriktiv

— Typschemaidr B ist X —X—.X,
aberinif b then s else t = bst hangtX vons undt¢ ab

— Einfache Typentheorie kann diedbhangigkeitnicht beschreiben

e Church Numerals sind Funktionen und Daten zugleich

— Typschemaiir N ist (X — X ) — X — X, aber
in PRs[base,h] = An.n h base muBneN = (N—N)—-N—-N sein

— Einfache Typentheorie kann di®mppelrolle vonN nicht beschreiben

e Funktionen wie Ax.2 sind polymorph
— Das Typschemdur alle 7" gilt \x.x € T'—T" ist nicht beschreibbar

Formuliere Abhangigkeit in Datentypen
— Im Ausdruckz:S—T[x] kann defTyp 7" vom Wert eines: € S abhangen
— Parameter macht den Ty polymorph
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INFORMATIK BENOTIGT ABHANGIGE DATENTYPEN I

Datenstrukturen mit internen Querbezlgen

e Abstrakte Maschinenmodelle
— Endliche Automateii®), X, ¢y, 0, £') mit ¢, Q, 0:QxX—Q), F'<@)
Datentyp vong, hangt ab vom Wert der ersten beiden Komponenten

e Programmiersprachliche Konstrukte
— Datentyp Record(/,:Ty; ...; [,:1,]
DatentypT; einer Komponentedngt vom Wert des Labelsab
— Variant recordtype date = Jan of 1..31|Feb of 1..28]...
Datentyp der zweiten Komponentargt vom Wert der ersten ab
— Modellierung einer optionalen Eingabe abigig von Testwerten
Ax. if x=0 then 4 else Ainput.b5*input
Datentyp ist je nach Wert vaneine Zahl oder eine Funktion
e (Programmier-)logik
— Quantifizierte Aussagefvz)P, (dx)P
Gultigkeit der Aussagé’ hangt vom Wert des Elementsab
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FORMALISIERUNG VON ABHANGIGKEITEN I

e Abhangiger Funktionenraum: x:S—T'|x]
— Elemente sindrunktionen\z.¢

— TypT'[z] des Bildst hangt vom Wert der Eingabec S ab
Einfachste Erweiterung des bisherigen Typsystems

Andersartige Abhangigkeiten ebenfalls noglich

e Abhangiges Produkt x:S X T [x]

— Elemente sindPaares, t)

— Typ der zweiten Komponentéhangt vom Werts € S der ersten ab
e Durchschnitt von Typfamilien Na: S. T [x]

Vereinigung von Typfamilien Ux:S.T'[x]
— Elemente riassen zu allen bzw. eineriz] fir x € S gehbren

e Abhangiger Durchschnitt x: SNT [x]
— Elements mul3 zuS und zuT'[s| gelbren (Selbstreferenz!)
— Gut fur Formalisierung von abstrakten Datentypen und Objekten
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ABHANCGIGE FUNKTIONENRAUME «x:S—T[x]

e Keine syntaktische Trennung von Objekten und Typen
— Typausdiicke dirfen Objekt- und Typvariablen enthalten
— Trennung von Objekt- und Typausiken ist semantischer Natur

e Modifizierte Syntax von Ausdrtcken (Termen)
—Variablen x, vy, z, xo, yo., ... S, T, Sy, Tp,, . .. sind Terme
—Uist ein Term
—\x.t, ft, x:S—T|x], (t) sind Terme (wennz Variable,t,f, S, T Terme)
S—T"ist Abkurzung fir z: S—T|x], wennz in T" nicht frei vorkommt
Prioritaten sind definiert wie bisher

e Modifizierte Typzugehorigkeitsrelation

—xeT nur wennx 1" deklariert undr Variable
—\y.t e x:S—=T|x] fallst|z/y]eT|x| ausx ¢ S folgt
—fteT[t/x] falls f ex:S—T undte S fur einen TypS gelten

—(t) €T, te(T) fallsteT gilt
Typisierbarkeit und prinzipielles Typschema sind definiert wie bisher
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ERWEITERUNGEN DES REFINEMENT KALKULS I

e Schliel3enuber Typzugehorigkeit und Gleichhelit
— Typisierte Gleichheit s=t <" (oder Kurzformt <7T")

e Schliel3enuber Typ-Sein
— Typeigenschaft TeU (“Tistein Typ)

¢ Rolle von Variablen wird deklariert
— Typdeklarationl’: U
— Term-Variablendeklaration: .S
Typeigenschaft vory ist unentscheidbar und mufd bewiesen werden

e Konzepte Sequenz, Regel, Bewels, Theorem unasdert
— Konkrete Regeln iissen um Typnachweise erweitert werden
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

e Reduktions- und Deklarationsregeln

HFMrw)s=teT
HFuls/x]=teT

HFz=x

e Kongruenzregeln

HEft=gueT
HE f=ge S>T
HFEt=ueS

reduction

reflexivity

applyEq S

— ArgumenttypS mul3 als Parameter der Regel angegeben werden

HEX et =X yu e S—T
H,2".SEtlx'/x]=ulz'/y] €T
HESeU

lambdakq (2/ neu, nicht frei inf)

— Teilziel mul? Typdeklaration’:S der A-Variablen enthalten
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

e Reduktions- und Deklarationsregelnbleiben unverandert

HEFMzw)s=teT
HFu|s/x|=teT reduction
HFx=x reflexivity

e Kongruenzregelnberucksichtigen Abhangigkeiten

HEft=gueT
HE f=gex. ST
HFEt=uelS applyEq z:5—T

— Gesamter Typ:S—T1 mul3 als Parameter der Regel angegeben werden

HE XNt = yu e x: S—>T
H,2".SEtlx'/x] =ulz'/y] € T2 /x|
HES U lambdakq (2/ neu, nicht frei inf)

— Teilziel mul? Typdeklaration’:S der A-Variablen enthalten

— AusdruckS muf} als Typ nachgewiesen werden
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

e Symmetrie und Transitivit at bleiben unverandert

HFEt=ueT HFEt=ueT
HFu=teT | symmetry HFt=s5€eT
HFs=u el | transitivity s

e Substitution mufd Typeigenschaften nachweisen

Ht+ Clt/a]
HEt=ueS
HF Clu/x]
H, xS+ Clx]eU subst t=ueS

— KonklusionC' muf3 fur alle Instanzen vom wohlgeformt sein

e NeueTypdekompositionsregelfur Schliefdentber Typen

HEx:5—=T U

HFSeU
H,2:S+T|2'/z] €U functionI

— Bildtyp 7" von x : S—T mul3 fr alle Instanzen vom wohlgeformt sein
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN I

Einfache Reprasentation vieler Basiskonzepte

e Boolescher Ausdiicke werden polymorph formulierbar
— Zieldatentyp wird Parameter in Formalisierung

T = M.AX.A\y.Xx
F = M.Ax.\y.y
if b then s elset: X = bX st

— Fahrt zur Typisierun@®@ = X U—> X—>X—X
wobeiU Repiasentant der Menge aller Datentypen
— Typisierung vors undt liefert Wert fur den ParameteX
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN I

Einfache Reprasentation vieler Basiskonzepte

e Boolescher Ausdiicke werden polymorph formulierbar
— Zieldatentyp wird Parameter in Formalisierung

T = M.AX.A\y.Xx
F = M.Ax.\y.y
if b then s elset: X = bX st

— Fahrt zur Typisierun@®@ = X U—> X—>X—X
wobeiU Repiasentant der Menge aller Datentypen
— Typisierung vors undt liefert Wert fur den ParameteX

e Simulation des Summentyps verallgemelnerB
inl (a) ALAXAY.X a
inr (b) AMLAXAY.y b
case x of inl(a)—s|inr(b)—t : X = X (Aa.s) (Ab.1)
— Fuhrt zur TypisierungA+B = X :U— (A—-X)—(B—X)—X

(Es ware noch eleganter bei Verwendung eines Durchschnittstapisdes Funktionenraums)
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN 11 I

e Geschlossene Typ|S|erung von Produkten
W , V) AMLAp. puw
match pair with @, y)—t: X = pair X (Ax.\y.t)
— Fahrt zur TypisierungSxT = X :U— (S—>T—X)—X

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 9 Abhangige Datentypen




AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN 11 I

e Geschlossene Typisierung von Produkten
(w ,v) = M.Ap. puv
match pair with @, y)—t: X = pair X (Ax.\y.t)
— Fahrt zur TypisierungSxT = X :U— (S—>T—X)—X

e Polymorphe Typ|S|erung der Church-Numerals
n AXOAE Ax. 7%

S An.A\f. Ax. n(N) £ (£x)
PRs[base, h] An. n(N) A base
—FihrtzuN = X :U— (X—=X)— X—X
— Instantiierung vonX mit N fuhrt zukontrollierter Selbstreferenz
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN 11 I

e Geschlossene Typisierung von Produkten
W , V) = M.A\p. puv
match pair with @, y)—t: X = pair X (Ax.\y.t)
— Fahrt zur TypisierungSxT = X :U— (S—>T—X)—X

e Polymorphe Typ|S|erung der Church-Numerals
n A Ax. £7x

S An.A\f. Ax. n(N) £ (£x)
PRs[base, h] An. n(N) A base
—FihrtzuN = X :U— (X—=X)— X—X
— Instantiierung vonX mit N fuhrt zukontrollierter Selbstreferenz

o Typ|S|erung von Listen ist analog zu Zahlen
[] AL Ax.x

:list A Ax. £ ¢ (list(X) £ x)
||st ind[b,h] = MX.Alist. list(X) h b
— Fihrt zur Typisierung?' list = X .U — (T—-X—-X)—»X—X
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AucH DIE CURRY-HOWARD ISOMORPHIE SETZT SICH FORTI

HEF Azt e x:S5—T
H,2"SFtx'/x] € Tx'/x]

HF (Vo)B

ev=\x".b

H,2"UF Blz'/x] ev=10

lambdaEq HEScU allR
HF fteTlt/x] HFClt/x] ev = f(t)
applyEq HbF fex:S=T HF (Vo)C ev=f InstUniv
r:S—T HEteS HFEteU  ev=- (Vx)C
(OriginalregelallL ist Variante vonInstUniv)
Analogien zwischen Typentheorie und Logik
Typ Formel
Variablevom Typ .S Annahme(von Evidenz @ir Formel).S

Termvom TypT (freie Variablen aus;) Beweisvonl' (Annahmens))
Typechecking

Abhangiger Funktionenraum
Unablangiger Funktionenraum

Beweighrung
All-Quantor

Implikation

Komplette Formalisierung der Logik moglich?
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A=B=P)=P)

e Disjunktion
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A=B=P)=P)
e Disjunktion
— A v B qilt, wenn jede Aussagelfig ist, die ausA und auch au# folgt
—AvB = (VP)(A=P)=(B=P)=P)
e Negation ist eine AbKirzung: -A = A=f
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A=B=P)=P)
e Disjunktion
— A v B qilt, wenn jede Aussagelfig ist, die ausA und auch au# folgt
—AvB = (VP)(A=P)=(B=P)=P)

e Negation ist eine Abkirzung: -4 = A=f
— Ein fundamentaler Widerspruch ist die Aussage, dal? jeds#ge gilt
—f=(VP)P

e EXistenzquantor
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A=B=P)=P)

e Disjunktion
— A v B qilt, wenn jede Aussagelfig ist, die ausA und auch au# folgt
—AvB = (VP)(A=P)=(B=P)=P)

e Negation ist eine Abkirzung: -4 = A=f
— Ein fundamentaler Widerspruch ist die Aussage, dal? jeds#ge gilt
—f=(VP)P

e EXistenzquantor
— (dz) B gilt, wenn jede Aussage gilt, die aus einem beliebigen| folgt
—(dz)B = (VP)(((Vx) (B=P))=P)

e Gleichhelt
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LLOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion
— A A B gilt, wenn jede Aussage, die adsund B folgt, gultig ist
—AAB = (VP)((A=B=P)=P)

e Disjunktion
— A v B qilt, wenn jede Aussagelfig ist, die ausA und auch au# folgt
—AvB = (VP)(A=P)=(B=P)=P)

e Negation ist eine Abkirzung: -4 = A=f
— Ein fundamentaler Widerspruch ist die Aussage, dal? jeds#ge gilt
—f=(VP)P

e EXistenzquantor
— (dz) B gilt, wenn jede Aussage gilt, die aus einem beliebigen| folgt
—(dz)B = (VP)(((Vx) (B=P))=P)

e Gleichhett
— x=y gilt, wenn kein Padikatx vony unterscheiden kann

— 2=y = (VP)(P(z) = P(y))
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ABHANGIGE TYPEN SIND EINE SINNVOLLE ERWEITERUNG I

e Zentrale Konzepte werden darstellbar
— Boolesche Ausdicke, Naiirliche Zahlen, Listen, Produkte, Summen
— Logischen Operatoren, Gleichheit
— Abhangigkeitsstrukturen in Modellierungskonzepten (Auttena. . .)
— Abhangigkeitsstrukturen in Programmiersprachen (Records, .

e Unbegrenzte Selbstanwendung bleibt untypisierbar
— \z.z x ISt nicht typisierbar, dal’ = z:7'—1" keine Losung hat
— Parametrisierunwie beiN fuhrt zu stark begrenzter Selbstanwendung
In A\z.z(X) 2z hattex den TypT' = X.U—-X—X
Die Gleichung7T = T:U—T—T entralt keine direkte Selbstreferenz
e Es gibt einfache und nafirliche semantische Modelle
— x:5—T x| entspricht Abbildungen in einéamilie von Bildbereichen

Gibt es Probleme?
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ABHANGIGKEITEN UND UNIVERSEN I

e Abhangigkeiten berotigen “hohere Typen”
— Im Ausdruckz:S—T erscheintz frei in T’
FUr beliebiges € S muRT'[s/x] Typ sein, alsd’|s/z| < U gelten
— Beschreibung vom:S—T berbtigt Funktion? mit 7(s) — Ts /x|
T muRB fr jedess S einen Typ liefern, d.hT e S—U
— Der Typ vonT enthalt das Universum aller Typen
Der Raum S—U mul} selbst ein Typ sein

e Das UniversumU bekommt eine Doppelrolle
— U ist Repasentant desgniversums aller Typen
— U ist selbst einlyp und gelort damit zum Universum aller Typen
— Eine direkte Formalisierung dieser Einsicldane das AxiomU €U

Wie tragfahig ist eine solche Typentheorie?
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DIE MATHEMATIK VON U €U  (Martin-L&f, 1971)

e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkul
— Ein Grundkonstruki:S—T mit 5 (bzw. 8) Inferenzregeln reicht aus
— Alle Konzepte der Mathematik und Informatikiknen codiert werden
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e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkul
— Ein Grundkonstruki:S—T mit 5 (bzw. 8) Inferenzregeln reicht aus
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e Russel’'s Paradox ist trotzU € U nicht formulierbar
— Die Menge{S | S ¢S} ist nicht typisierbar
— Beide Instanzen vof mussen verschiedene Typen haben
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DIE MATHEMATIK VON U €U  (Martin-L&f, 1971)

e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkul
— Ein Grundkonstruki:S—T mit 5 (bzw. 8) Inferenzregeln reicht aus
— Alle Konzepte der Mathematik und Informatikiknen codiert werden

e Russel’'s Paradox ist trotzU € U nicht formulierbar
— Die Menge{S | S ¢S} ist nicht typisierbar
— Beide Instanzen vof mussen verschiedene Typen haben

e Die Theorie scheitert dennoch arGirard’s Paradox

— Auf U laldt sich eine wohlfundierte Ordnung formalisieren, dieein
unendliche absteigende Kette edith (Girard, 1972)

— Satz:.Jede Theorie mitz:S—T und U € U ist inkonsistent (Folie I5)
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DIE MATHEMATIK VON U €U  (Martin-L&f, 1971)

e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkul
— Ein Grundkonstruki:S—T mit 5 (bzw. 8) Inferenzregeln reicht aus
— Alle Konzepte der Mathematik und Informatikiknen codiert werden

e Russel’'s Paradox ist trotzU € U nicht formulierbar
— Die Menge{S | S ¢S} ist nicht typisierbar
— Beide Instanzen vof mussen verschiedene Typen haben

e Die Theorie scheitert dennoch arGirard’s Paradox

— Auf U laldt sich eine wohlfundierte Ordnung formalisieren, dieein
unendliche absteigende Kette edith (Girard, 1972)

— Satz:.Jede Theorie mitz:S—T und U € U ist inkonsistent (Folie I5)

e Andere Formalisierung des Konzepts “Typsein” rotig
— Konsistente und ausdruckstarke Typentheorien werdeiplexar sein
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(GIRARD’S PARADOX I

e Grundlage: Burali-Forti Paradox fur Ordinalzahlen
— Betrachte Menge allétvohlordnungeni/,<,,) auf MengenM U
< transitiv, onne unendlich absteigende Ketie> yyx1> 25 . . .

— Definiere eine Ordnung auf dieser Menge

(M, <) <y (M, <pp)

= (Af:M—M’) (f ordnungsisomorph (3y)(Vx)(f(z) <ur y))

— Dann ist(U,<yy) eine Wohlordnunaind (M, <y;) <y (U, <)

gilt fur jede WohlordnungM/,< ;) mit M €U
— Damit ist (U,<p) Ist ein maximales Element dieser Ordnung
— WegenU U folgt aber auchU, <py) <y (U, <)
— Damit gibt esn <g; eine unendlich absteigende Kette

e Paradox ist in allen Typtheorien mit U € U formulierbar

— Alle Ordnungskonzepte sind mit Higher-Order Quantordmaebar

—x:S—T reicht zur Formalisierung der Quantoren
— U €U ist grundlegendir obiges Argument
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TYPENTHEORIE — WOHIN? I

e Die Theorie abhangiger Typen ist sehr ausdrucksstark
— Umfaldt Padikatenlogik (Logische Struktur von Formeln)
+ \-Kalkl (Wert von Termen)
+ Typzugelorigkeit (Eigenschaften von Termen)

e Rahmen ist Typzugelorigkeit mit Gleichheit s=t €T
— Nur die Zielsetzungen der Anwendungen sind untersclaied|i

Logik: Finde eine Evidenz mit c—¢ <[P (Witness finding
A-Kalkul: Berechne Wert von s mit s=t T
Type checkingFinde und piife TypT mit t=t T’ (Typ-Infereny

ProgrammverifikationPrufe Eigenschaff’ eines Programs, alse-p € P
Programmsynthes&onstruiere Programm aus Spezifikation mitp € P
— Fur alle Aspekte reicht ein einheitlicher Kaik

e Minimalistische Formalisierung ist inkonsistent
— Eine einfache Erweiterung der Theorie ist nicliigiich

e Eine Neuformulierung der Typentheorie ist erforderlich
— Grundlegend revidierte Theorie auf Basis der bisherigi&erhtnisse
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