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Maschinenmodell fiir Typ-3 Sprachen

/ustandsuberfuhrung 0

Endlicher Automat
Interner Zustand

Akzeptieren
Ablehnen

Eingabe

e Typ-3 Sprachen werden von NEAs akzeptiert
— Typ-3 Grammatik erzeugt pro Schritt ein Terminalsymbol
- NEA verarbeitet pro Schritt ein Eingabesymbol
— Erzeugte Terminalsymbole stehen links von der aktuellen Variablen
- Verarbeitete Eingabesymbole fiihren zu aktuellem Zustand
— Rechts von der aktuellen Variablen steht noch nichts
- Im Zustand ist nichts liber unverarbeitete Eingabesymbole bekannt

e Welches Maschinenmodell paBt zu Typ-2 Sprachen?
— Kontextfreie Grammatiken konnen L, = {0™1™ | m ¢ N} erzeugen
- Ohne Zwischenspeicher konnen endliche Automaten L nicht erkennen

Typ-2 Maschinenmodell benotigt externen Speicher
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EIN M ASCHINENMODELL FUR TYP-2 SPRACHEN I
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WELCHES SPEICHERMODELL BRAUCHEN TYP-2 SPRACHEN? I

Analysiere das Verhalten von Linksableitungen
e Links von der aktuellen Variablen A stehen nur
erzeugte Terminalsymbole
— Entspricht den schon verarbeiteten Eingabesymbolen des Automaten
¢ Rechts von A konnen bereits Terminalsymbole stehen
Abarbeitung von A schiebt weiteren Text in die Mitte
— Bei Verarbeitung eines Eingabewortes mul} der Automat Information
speichern, welche Symbole am Ende des Wortes kommen miissen
e Ist A komplett abgearbeitet, so “springt” die Ableitung
tiber Terminalsymbole zur nachsten Variablen

— Automat mul} zuletzt erzeugte Information zuerst abarbeiten

U

Speicher des Automaten sollte ein Stack sein
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand L
' . Akzeptieren
Eingabe Endliche Steuerung P -
Ablehnen
Zustandstiberfiihrung o
R
d Stack
e
¢ Endlicher Automat + Stack f

— Endliche Steuerung liest Eingabesymbole
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— Endliche Steuerung liest Eingabesymbole

— Gleichzeitig kann das oberste Symbol 1im Stack beobachtet werden
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Interner Zustand L
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Eingabe Endliche Steuerung P -
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R
d Stack
e
¢ Endlicher Automat + Stack f

— Endliche Steuerung liest Eingabesymbole

— Gleichzeitig kann das oberste Symbol 1im Stack beobachtet werden

¢ Eingabe und Stack wird gleichzeitig bearbeitet
— Gelesenes Symbol wird aus Eingabe “entfernt”

— Zustand kann veriandert werden
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PUSHDOWN-AUTOMATEN INTUITIV I

Interner Zustand

Eingabe Akzeptieren

Ablehnen

Endliche Steuerung

Zustandstiberfiihrung o

!

Stack
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e Endlicher Automat + Stack
— Endliche Steuerung liest Eingabesymbole

— Gleichzeitig kann das oberste Symbol 1im Stack beobachtet werden

¢ Eingabe und Stack wird gleichzeitig bearbeitet
— Gelesenes Symbol wird aus Eingabe “entfernt”
— Zustand kann veridndert werden
— Oberstes Stacksymbol wird durch (mehrere) neue Stacksymbole ersetzt

— Nichtdeterministische Entscheidungen / spontane e-Uberginge moglich
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PUSHDOWN-AUTOMATEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

Interner Zustand

j . Akzepti
_Lingabe I prdliche Steuerung [Pl
Ablehnen

Zustandsuberfiihrung 6
by

Stack

mal(Cl(eleni s

Ein Pushdown-Automat (PDA, Kellerautomat)
ist ein 7-Tupel P =(Q, X, I', 0, qg, Zg, F') mit
e () nichtleere endliche Zustandsmenge
e > endliches Eingabealphabet
e [' endliches Stackalphabet
@ :QX(EU{eH X" = P(QxT™) Uberfiihrungsfunktion (endlich)
¢ ¢,c() Startzustand
e Z cl' Initialsymbol des Stacks
e 'c() Menge von akzeptierenden (End-)Zustinden

Pushdown-Automaten sind ublicherweise nichtdeterministisch!
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BESCHREIBUNG VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I

¢ Ubergangsdiagramme
— Jeder Zustand in () wird durch einen Knoten (Kreise) dargestellt
— Fiir (p, ) €d(q, a, X), a €XU{e} hat das Diagramm eine Kante qaﬁgp
(Mehrfachbeschriftungen moglich)
— qp wird durch einen mit Start beschrifteten Pfeil angezeigt
— Endzustande in /" werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet
— > und [" implizit durch Diagramm bestimmt, Initialsymbol heilt 7

0 /0
el /1
€2yl Z €,%Zo 1 Zy
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BESCHREIBUNG VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I

0,X /0X 0,0/ ¢
LX/1X 1,1/e€

.. . e, X | X ; ;e,zg/z(,
e Ubergangsdiagramme s Qo =© 9,

— Jeder Zustand in () wird durch einen Knoten (Kreise) dargestellt

— Fiir (p, ) €d(q, a, X), a €XU{e} hat das Diagramm eine Kante qaﬁgp
(Mehrfachbeschriftungen und Platzhalter fiir beliebige a € ¥U{e}, X €' moglich)

— qp wird durch einen mit Start beschrifteten Pfeil angezeigt

— Endzustande in /" werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet
— > und [" implizit durch Diagramm bestimmt, Initialsymbol heilt 7,
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— qp wird durch einen mit Start beschrifteten Pfeil angezeigt

— Endzustande in /" werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet
— > und [" implizit durch Diagramm bestimmt, Initialsymbol heilt 7,

¢ Ubergangstabellen @ Y+e ' |Resultat
— Tabellarische Darstellung der Funktion o : 20 (1) § 30’ ?§
— Kennzeichnung von ¢y durch einen Pfeil N qz e X q?: X
— Kennzeichnung von F' durch Sterne g, 0 O | g€
— >, ' und ) implizit durch die Tabelle bestimmt 31 i 1Zo 31’ EZO
— Platzhalter fiir a ¢ SU{e}, X e[ erlaubt x q, N
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww! |w e {0,1}*} I
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww! |w e {0,1}*} I

T

° o Start
e Speichere w in g . @

— Es wird je ein Symbol gelesen und auf den Stack gelegt
- 0(qo,a,X) ={(qo,aX)} firae{0,1}, X el
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww! |w e {0,1}*} I
e,X /X
. . Start qO =@
e Speichere w in qq

— Es wird je ein Symbol gelesen und auf den Stack gelegt
- 0(qo,a,X) ={(qo,aX)} firae{0,1}, X el

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
. 5(QO,€,X) = {(ql,X)} flir X eI’ (nichtdeterministischer e-Ubergang)
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww! |w e {0,1}*} I

Start

e Speichere w In g
— Es wird je ein Symbol gelesen und auf den Stack gelegt
- 0(qo,a,X) = {(qy,aX)} firae{0,1}, X €T

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
. 5(QO,€,X) = {(ql,X)} flir X eI’ (nichtdeterministischer e-Ubergang)

R

e Verarbeite w'" In g, (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack!)

— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbol verglichen
- 0(q1,a,a) = {(q1,6) } fiir a €{0,1}
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PUSHDOWN-AUTOMAT FUR {ww! |w e {0,1}*} I

X /0X
X /11X
€

0,0/¢
1,1/¢
,X / X ; i E,Z()/Z()
. . Start qO ” ql q2
e Speichere w In g U

— Es wird je ein Symbol gelesen und auf den Stack gelegt
- 0(qo,a,X) = {(qy,aX)} firae{0,1}, X €T

e Spontaner Wechsel “in der Mitte”
. 5(QO,€,X) = {(ql,X)} flir X eI’ (nichtdeterministischer e-Ubergang)
R

e Verarbeite w'" In g, (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack!)

— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbol verglichen
- 0(q1,a,a) = {(q1,6) } fiir a €{0,1}

e “Leerer” Stack akzeptiert
— Wenn Stack leer ist, wurde w' in ¢, verarbeitet
. 5((]1,6,2()) = {(C]Q,ZQ)} (deterministischer e-Ubergang)
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e Verarbeite w'" In g, (w steht in umgekehrter Reihenfolge im Stack!)

— Jedes gelesene Symbol wird dem obersten Stacksymbol verglichen
- 0(q1,a,a) = {(q1,6) } fiir a €{0,1}

e “Leerer” Stack akzeptiert
— Wenn Stack leer ist, wurde w' in ¢, verarbeitet
. 5((]1,6,2()) = {(C]Q,ZQ)} (deterministischer e-Ubergang)

P = ({Qo, qi, q2}9 {091}9 {O’I’ZO}’ 9, qos Zo {qZ})
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ARBEITSWEISE VON PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Generalisiere Konzept der Konfigurationsiibergiange

e Erweitere Begriff der Konfiguration
— Aktueller Zustand, unverarbeitete Eingabe und Inhalt des Stacks zahlt
— Formal dargestellt als Tripel K = (q,w,y) € QxX*xI™

[ ® [ [ X] [ ] *
e Modifiziere Konfigurationsiibergangsrelation
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung von Wortern
- (g, aw, XB) = (p,w,aP), falls (p,a)ed(q,a, X)

—(q.w, XB) F (p,w,ap), falls (p,a)ecd(q, e, X)

(Im Zustand q ist a das erste Eingabesymbol und X oben im Stack.
a wird abgearbeitet, X durch « ersetzt, der Rest bleibt stehen)

- K, F Ky, falls K| = K, oder
es gibt eine Konfiguration K mit i, - K und K F K,
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1001

(q,, 1001, Z )
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1001

(q,, 1001, Z,)
(q,, 001,12
(q,, 01,012
@, 1,0012)

@, € 1001Z)

@, € 10012
X X X
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1001
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(94, 0
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(dgs 1,

(dys €5

by

(q,, 1001, Z) — (q,, 1001, Z)

,01Z)
0012

10012

(9, €
X

10012,
X X
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1001

(q,, 1001, Z)

q
(L, wﬂ 01,Z) — (q,, 1001, Z)

(445 0
X X X

(a0 01, 01Z) (@, W1, 12)

(dp» 1, 001Z) (a,, 01, 01Z))

(o5 € 10012 \(q\ 12)

(9,5 € "1001ZC) (ql’we, Z)

X X X
Y
(9,5 €, Z))
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ABARBEITUNG DES PALINDROM PDA I

Verarbeitung von 1001

q,, 001,12 q,, 1001, Z ) (q,, 1001, Z )
} \ X X X
(94, 01,017 (ql, , 17)
@, 1,001Z) (ql,() 01Z)
(5 € 100120) @q,, 1,001Z) @,1,1Z)
X X X
@, € 10012 @, € Z,)
X X X
Y

(9,, €, Z)
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AKZEPTIERTE SPRACHE EINES PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zwei alternative Definitionen moglich

e Akzeptanz durch akzeptierende Endzustande
Lp(P)={weX*|3gcF.33T* (qo, w, Zo) - (g€, 0) }

— Standarddefinition: Nach Abarbeitung der Eingabe entscheidet
der Zustand, ob das Wort akzeptiert wird

e Akzeptanz durch leeren Stack

L(P)={weX*|3qeqQ. (qo,w, Zy) - (q,€,€)}
— Oft praktischer: Nach Abarbeitung der Eingabe sind auch
alle zwischengelagerten Symbole verarbeitet

e Definitionen haben verschiedene Effekte

— Sprachen konnen fiir konkrete PDAs sehr verschieden ausfallen

¢ Beide Definitionen sind gleichméachtig

— PDA kann passend zur anderen Definition umgewandelt werden
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DIE BEIDEN SPRACHEN DES PALINDROMAUTOMATEN I

o XX ;q ; e,ZOIZO@

| " Star 0 M 2 )

o Lp(P) = {wwk|we{0,1}*} | 5 N |

2: Durch strukturelle Induktion zeige, dal3 fiir jedes Wort w gilt
(QO,U]UJR,ZO) l_* (QO’wRawRZO) = (Q17wR7wRZO) l_* (Q1a€aZ0) = (QQaeaZO)

C: Durch strukturelle Induktion tiber x = x;..x, zeige

Wenn (qo,z,a) F (q1,6,0) fiir ein o €', dann z=ww? fiir ein w € {0,1}*
Kernidee des Induktionsschrittes (Details in HMU §6.2.1)
Wenn (qy,x1..2,, ) I—* (qo,T9..Tp, T1C07) = (q1,%;..T,, Bria’)

= (q1,2p, T1Q) ~ (q1,6,0) fiira’,fel™,
dann folgt (qo,x1..%n_1,0") F (qo.o..Tn_1,210°) F ... F (q1.6, 21")

und z,=x, und per Induktion z,..x,_; = vo* fiirein ve{0,1}*
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Wenn (qy,x1..2,, ) I—* (qo,T9..Tp, T1C07) = (q1,%;..T,, Bria’)

= (q1,2p, T1Q) ~ (q1,6,0) fiira’,fel™,
dann folgt (qo,x1..%n_1,0") F (qo.o..Tn_1,210°) F ... F (q1.6, 21")

und z,=x, und per Induktion z,..x,_; = vo* fiirein ve{0,1}*

o L.(P) =10 weil Znie geloscht wird
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DIE BEIDEN SPRACHEN DES PALINDROMAUTOMATEN I
iq E e X/ X ;q ; e,ZOIZO@
| Star 0 M 2 )

o Lp(P) = {wwR|w€{O,1}*} L “ u |

2: Durch strukturelle Induktion zeige, dal3 fiir jedes Wort w gilt
(QO,U]U]R,ZO) l_* (QOawRawRZO) = (Q17wR7wRZO) l_* (Q1a€aZ0) = (QQaeazO)

C: Durch strukturelle Induktion tiber x = x;..x, zeige
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Wenn (qo,z,a) F (q1,6,0) fiir ein o €', dann z=ww? fiir ein w € {0,1}*
Kernidee des Induktionsschrittes (Details in HMU §6.2.1)
Wenn (qp,x1..2,, ") F (qo,2o..0,, T10°) = (q1,%;..T,, Bria’)
= (q1,2,, T10) ~ (q1,6,0) fiira’,fel™,
dann folgt (qo,z1..2,-1,0°) = (qo,T2..2,_1,T1Q) I (q1,€, T1007)
und z,=x, und per Induktion z,..x,_; = vo* fiirein ve{0,1}*

o L.(P) =10 weil Znie geloscht wird

Modifikation von P: Andere Kantenbeschriftung von ¢; nach ¢» in €,Z,/ €
Fiir den resultierenden PDA P’ gilt: L. (P') = Lp(P) = {ww’|w {0, 1}*}
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WICHTIGE ERKENNTNISSE ZU AUSSAGEN
UBER KONFIGURATIONSUBERGANGE IN BEWEISEN

e Ungelesene Eingaben konnen ignoriert werden
Gilt (g,zw,a) (p,yw,3) dann gilt auch
(g,z,00) F (py,3) fiir alle w € ¥*
Dagegen kann es von Bedeutung sein, ob im Stack hinter « etwas steht
— Beweis durch Induktion iiber Anzahl der Konfigurationsschritte
— Kernargument: (¢,ayw,X ) = (p,yw,v5) verlangt (p,v)<d(q,a, X)
also (¢.ay,X05) F (p.y,vP)

¢ Erweiterung von Eingabe oder Stack andert nichts
Gilt (¢,z,0) F (p,y,8) dann gilt auch
(g, xw,ay) - (p,yw,3y) fiir alle w € X*, v eI'*
Weder w noch v werden bei der Verarbeitung angesehen

— Beweis durch Induktion iiber Anzahl der Konfigurationsschritte

— Kernargument: (¢,aw,X~) = (p,w,Bv), falls (p,5)ed(q,a, X)
was hinter a bzw. X kommt, bleibt unangetastet

THEORETISCHE INFORMATIK I §3.2: 11 PUSHDOWN AUTOMATEN




ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fiir korrekte Klammerausdriicke

e Rahmenbedingungen an Eingabeworter
— Anzahl geoffneter und geschlossener Klammern mul3 gleich sein

— In keinen Anfangssegment diirfen mehr ( als ) vorkommen
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ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fiir korrekte Klammerausdriicke

e Rahmenbedingungen an Eingabeworter
— Anzahl geoffneter und geschlossener Klammern mul3 gleich sein

— In keinen Anfangssegment diirfen mehr ( als ) vorkommen

e Zihle Uberschuf} geoffneter Klammern im Stack
— Jedes ( erhoht die Anzahl, jedes ) erniedrigt sie
— ) 1st nicht erlaubt, wenn der Stackboden erreicht ist
— Am Ende des Wortes wird der Stackboden entfernt
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ERKENNEN MIT LEEREM STACK IST OFT EINFACHER I

Konstruiere PDA fiir korrekte Klammerausdriicke

e Rahmenbedingungen an Eingabeworter
— Anzahl geoffneter und geschlossener Klammern mul3 gleich sein

— In keinen Anfangssegment diirfen mehr ( als ) vorkommen

e Zihle Uberschuf} geoffneter Klammern im Stack
— Jedes ( erhoht die Anzahl, jedes ) erniedrigt sie
— ) 1st nicht erlaubt, wenn der Stackboden erreicht ist
— Am Ende des Wortes wird der Stackboden entfernt

o Setze Py = ({a},{(:)} {Z0, 1}, 0,0, Z0,0)  cxnx

),1/¢€

mit 8(q, (, X) = {(q,1X)} ol

5(‘17 )9 ]-) — {(qa 6)}
5((], €, ZO) — {(q, E)} Start
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN I

Zu jedem PDA P, — (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L.(P;) = Lz (PFp)
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e Bei leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol X markiert unteres Ende des Stacks von Pr
— Neuer Anfangszustand pg fiir Pr schreibt Initialsymbol von F, auf Stack

— Neuer Endzustand p, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird
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Zu jedem PDA P, — (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L.(P;) = Lz (PFp)

e Bei leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol X markiert unteres Ende des Stacks von Pr
— Neuer Anfangszustand pg fiir Pr schreibt Initialsymbol von F, auf Stack

— Neuer Endzustand p, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

o PF — (QU{po, pf}, 2, I‘U{)(O}a 5F7 Do, X0; {pf})

—op(q,a,X)=0(¢q,a,X) T T
fiiralle ge @, X €I’

- - e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = =i
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN I

Zu jedem PDA P, — (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L.(P;) = Lz (PFp)

e Bei leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol X markiert unteres Ende des Stacks von Pr
— Neuer Anfangszustand pg fiir Pr schreibt Initialsymbol von F, auf Stack

— Neuer Endzustand p, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

o PF — (QU{po, pf}, 2, I‘U{)(O}a 5F7 Do, X0; {pf})

—op(q,a,X)=0(¢q,a,X) T T
fiiralle ge @, X €I’

— 0p(po.e.Xo) = {(@0.ZoX0)} g Py B Koy (a,)

- - e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = =i
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TRANSFORMATION VON L¢— IN Lp—AUTOMATEN I

Zu jedem PDA P, — (Q, X, T, 4, q9, Zy, D) kann
ein PDA Pr konstruiert werden mit L.(P;) = Lz (PFp)

e Bei leerem Stack wechsele in einen Endzustand
— Neues Initialsymbol X markiert unteres Ende des Stacks von Pr
— Neuer Anfangszustand pg fiir Pr schreibt Initialsymbol von F, auf Stack

— Neuer Endzustand p, in den bei “leerem” Stack gewechselt wird

o PF — (QU{po, pf}, 2, FU{XO}a 5F7 Do, X0; {pf})

—op(q,a,X)=0(q,a,X) T T K e
fiiralle ge @, X €I’

— 0r(po,€,X0) = {(q0,20X0)} 52 Po

G,X()/ZOXO

T 5F(Qa€7X0) = {(pf7€)}
fiir alle g € Q)

Korrektheitsbeweis durch Detailanalyse

- - e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = =i
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UMWANDLUNG EINES Le-PDA IN EINEN Lp-PDA I

¢ GegEben Pe = ({Q}a {(9 )}7 {Z()a 1}9 59 q, ZO? @) (X/1X
mit 8(q, (, X) = {(g,1X)} et

d(q,),1) = {(q,¢)}
5(Q7 €, ZO) — {(q, E)} Start
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UMWANDLUNG EINES Le-PDA IN EINEN Lp-PDA I

¢ GegEben Pe = ({Q}a {(9 )}7 {Zﬂa 1}7 59 q, ZO? @) (X/1X
mit 8(q, (, X) = {(g,1X)} et

d(q,),1) = {(q,¢)}
d(qg,€,Zy) = {(q,€)} Start

e Aquivalenter PDA Py mit Endzustinden ist
({pﬂa q, pf}a {(7 )}7 {Xﬂa Z, 1}7 OFs Pos X0; {pf})
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UMWANDLUNG EINES Le-PDA IN EINEN Lp-PDA I

¢ GegEben Pe = ({Q}a {(9 )}7 {Zﬂa 1}7 59 q, ZO? @) (X/1X
mit 8(q, (, X) = {(g,1X)} et

d(q,),1) = {(q,¢)}
d(qg,€,Zy) = {(q,€)} Start

e Aquivalenter PDA Py mit Endzustinden ist

({pﬂa q, pf}a {(7 )}7 {Xﬂa Z, 1}7 OFs Pos X0; {pf})
mit d p(po.€,Xo) = {(q,ZoXo)}

E,X()/Z()XO
Start pO g 9
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UMWANDLUNG EINES Le-PDA IN EINEN Lp-PDA I

¢ GegEben Pe = ({Q}a {(9 )}7 {Z()a 1}7 59 q, ZO? @) (X/1X
mit 8(q, (, X) = {(g,1X)} et

d(q,),1) = {(q,¢)}
5(‘17 €, ZO) — {(q, E)} Start

e Aquivalenter PDA Py mit Endzustinden ist

({pOa q, pf}a {(9 )}7 {XOa Z, 1}7 OFs Pos X0; {pf})
mit 0 p(Po,€,X0) = {(q,Z0X0)} (XI1X
5F(CI9 (a X) — {(% 1X)} €Z10//e€

5F(Q9)71)={(q7 E)}
4(q,€,Zy) ={(q,€)} %Qe o/ Zy oé ;
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UMWANDLUNG EINES Le-PDA IN EINEN Lp-PDA I

¢ GegEben Pe = ({Q}a {(9 )}7 {Z()a 1}7 59 q, ZO? @) (X/1X
mit 8(q, (, X) = {(g,1X)} et

d(q,),1) = {(q,¢)}
5(‘17 €, ZO) — {(q, E)} Start

e Aquivalenter PDA Py mit Endzustinden ist

({pOa q, pf}a {(9 )}7 {XOa Z, 1}7 OFs Pos X0; {pf})
mit 0 p(Po,€,X0) = {(q,Z0X0)} (XI1X
5F(CI9 (a X) — {(% 1X)} €Z10//e€

0r(a,),1) ={(a,€)}
0(q; €, Zo) = 1(q; €) } r@ - U—/‘

5F(q9€’XO) = {(pf’e)}

THEORETISCHE INFORMATIK I §3.2: 14 PUSHDOWN AUTOMATEN




TRANSFORMATION VON Lp— IN Lc~AUTOMATEN I

Zu jedem PDA Pr = (Q, >, 1,6, qo, Zo, F') kann
ein PDA P, konstruiert werden mit L (Pg) = Le(FPe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stacklosch-Zustand p, in den von Endzustianden gewechselt wird
— Neues Initialsymbol X fiir F, verhindert irrttimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustand p fiir P, schreibt Initialsymbol von Pr auf Stack
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TRANSFORMATION VON Lp— IN Lc~AUTOMATEN I

Zu jedem PDA Pr = (Q, >, 1,6, qo, Zo, F') kann
ein PDA P, konstruiert werden mit L (Pg) = Le(FPe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stacklosch-Zustand p, in den von Endzustianden gewechselt wird
— Neues Initialsymbol X fiir F, verhindert irrttimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustand p fiir P, schreibt Initialsymbol von Pr auf Stack

o Pe = (QU{pOa p}a 2, I‘U{—)(O}a d¢, POy X0, (b)
—0q,0,X) =0(q,a,X) e
fliralle ge @, X €l', aeX
T 56(61,6,)() — 5(Q,€,X)

= oo I
fiir alle ge Q—F, X €T iSm” @

___________________________________
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TRANSFORMATION VON Lp— IN Lc~AUTOMATEN I

Zu jedem PDA Pr = (Q, >, 1,6, qo, Zo, F') kann
ein PDA P, konstruiert werden mit L (Pg) = Le(FPe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stacklosch-Zustand p, in den von Endzustianden gewechselt wird
— Neues Initialsymbol X fiir F, verhindert irrttimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustand p fiir P, schreibt Initialsymbol von Pr auf Stack

o P = (QU{pOa p}a 27 FU{XO}v 567 PO, XO? (b)
—0q,0,X) =0(q,a,X) e
fliralle ge @, X €l', aeX

- 56(Q9€?X) — 5(q’€9X) : €,Xo/Zy Xy PF ( ) SAIE :
fiir alle g e Q—F, X T i (P) (a) =(r)
— 0c(¢,6,X) = 0(g,&, X )U{(p€) } ®/ ore

furallege F', X el'U{X,} o ____.
_ 56(p0’63X0) — {(QOaZOXO)}
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TRANSFORMATION VON Lp— IN Lc~AUTOMATEN I

Zu jedem PDA Pr = (Q, >, 1,6, qo, Zo, F') kann
ein PDA P, konstruiert werden mit L (Pg) = Le(FPe)

e Im Endzustand leere den Stack
— Neuer Stacklosch-Zustand p, in den von Endzustianden gewechselt wird
— Neues Initialsymbol X fiir F, verhindert irrttimliches Leeren des Stacks
— Neuer Anfangszustand p fiir P, schreibt Initialsymbol von Pr auf Stack

o P = (QU{pOa p}a 27 FU{XO}v 567 PO, XO? (b)
—0q,0,X) =0(q,a,X) e
fliralle ge @, X €l', aeX

— 56(Q9€?X) — 5(q’€9X) : €,Xo/Zy Xy PF @ eX/e :
fiir alle ge Q—F, X T W@ @ >®i)
— 6:(q.6,X) = 6(q.e, X )U{(p,e) }| ®/ SXle o xle

fir alle e F', X eTU{ X} L ________,

— de(po.€,X0) = {(q0,Z0X0)}
— 0c(p,e,X) = {(p,€)} fiir alle X eTU{ X}

Korrektheitsbeweis durch Detailanalyse
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UMWANDLUNG EINES Lp-PDA IN EINEN L-PDA I

0,X/0X 0,0/ ¢
LX/1X 1.1/¢€

e,X /X ; ; €20l Zg
Start qo =@ q2

® PF — ({QOa qi, QZ}a {Ov 1}7 {Oa 19 ZO}? 59 qo, ZO? {QZ})

mit § wie oben erkennt {ww! | w e {0, 1}*} mit Endzustand
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UMWANDLUNG EINES Lp-PDA IN EINEN L-PDA I

0,X/0X 0,0/ ¢
LX/1X 1.1/¢€

e,X /X ; ; €20l Zg
Start qo =@ q2

® PF — ({QOa qi, QZ}a {Ov 1}9 {Oa 19 ZO}? 59 qo, ZOa {QZ})

mit § wie oben erkennt {ww! | w e {0, 1}*} mit Endzustand

e Aquivalenter PDA P. mit leerem Stack ist
({pﬂa d0, 491+, 492, p}a {Ov 1}7 {Oa 17 ZO? XO}a 569 PO, XO? {p})

0,X/0X 0,0/¢
LX/1X 1,1/€

€, X0/ ZoXo ; ; X /X ; ;E,ZO/ZO /\ e,X /e
Start po q q =Q2/

€,X/e
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SIND PDAS WIRKLICH MASCHINEN FUR TYP-2 SPRACHEN?

Lo=Lppa=1{L|3P:PDAs. L=L¢(P)}

e Konfigurationsiibergange = Linksableitungen
— (qo, zy, Zo) = (¢, y, Aa) bedeutet, da3 P nach Verarbeitung von x
im Zustand ¢ ist und noch y und den Stack A o zu verarbeiten hat
A a mul} gespeichert und beim Lesen von y komplett verarbeitet werden
— Linksableitung S — xA o« — zy erzeugt aus dem Startsymbol
zuerst das Wort v A o und muf} dann y aus A « ableiten
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SIND PDAS WIRKLICH MASCHINEN FUR TYP-2 SPRACHEN?

Lo=Lppa=1{L|3P:PDAs. L=L¢(P)}

e Konfigurationsiibergange = Linksableitungen
— (qo, zy, Zo) = (¢, y, Aa) bedeutet, da3 P nach Verarbeitung von x
im Zustand ¢ ist und noch y und den Stack A o zu verarbeiten hat
A a mul} gespeichert und beim Lesen von y komplett verarbeitet werden

— Linksableitung S — xA o« — zy erzeugt aus dem Startsymbol
zuerst das Wort v A o und muf} dann y aus A « ableiten

e Grammatik — Pushdown-Automat
— PDA muf} Linksableitung auf Stack simulieren
— Erzeugte linke Terminalteilworter miissen mit Teil der Eingabe
verglichen werden, um néichste Variable freizulegen
e Pushdown-Automat — Grammatik
— Grammatik muf3 Abarbeitung von Symbolen des Stacks simulieren
— Regeln beschreiben wie PDA bei1 Abarbeitung des Stacksymbols X
mit 0 Zwischenworter im Stack auf- und schlieSlich wieder abbaut
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VON GRAMMATIKEN zZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von GG
— Beginne mit Startsymbol von G
— A €V wird im Stack durch rechte Seite [ einer Regel A— [ ersetzt

—a T wird vom Stack entfernt, wenn es als Eingabe erscheint,
um 1m Stack die ndachsten Variable einer Linksableitung freizulegen
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VON GRAMMATIKEN ZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von GG
— Beginne mit Startsymbol von G
— A €V wird im Stack durch rechte Seite [ einer Regel A— [ ersetzt

—a T wird vom Stack entfernt, wenn es als Eingabe erscheint,
um 1m Stack die ndachsten Variable einer Linksableitung freizulegen

e Generierter PDA P = ({q},T,VUT,d,q, S, D)
—0(q,6,A) ={(q,p) | A= € Ps} firalle AcV
— d(q,a,a) = {(q,)} fiiralle a €T

e Korrektheit: L(G) = L¢(P) (Detailbeweis im Anhang)
Zeige: (¢) Wenn S = 1A 10 ... —, v, A0, —, weT™ dann gibt
es fiir alle 7 ein y; mit w = 2;5; und (¢, w,S) F (q, i, Aicy)
(2) Wenn (¢, w, X) F (q,¢€,¢) dann X — w
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UMWANDLUNG EINER GRAMMATIK IN EINEN PDA I

.G7: ({EaI}a {aa bacaoala_I_a*a(a)}v PGa E)
mit Po ={FEF — 1| E+FE | ExE | (F)
I »a|b|lc|Ia|Ib|Ic|IO]|I1}
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UMWANDLUNG EINER GRAMMATIK IN EINEN PDA I

.G7: ({EaI}a {aa bacvoala_I_a*a(a)}a PGa E)
mit P ={ FE — 1| E+FE | ExE | (F)
I »a|b|lc|Ia|Ib|Ic|IO]|I1}

e Erzeuge P = ({q},T,VUT,d,q, E, )
mit V={E, I} und T={a, b, 0,1, +, %, (,)}

- 0(q.€.E)={(q.I), (9. E+E), (¢.E+E), (q.(E))}

- d(q.e.I) = {(q,a),(q.b),(q.c),(q.Ia),(q.Ib),(q.Ic),(q,10),(q.I1)}
-6(q.a,a)={(q.€)} —d(q,+.+)={(g,€)}

-0(g.b.b)={(g.€©)}  —6&(q.*,%) ={(qg.€)}

-6(q.c.o)=1{(q.©)} -58(q.(,0) ={(g.€)}

-0(g,0,0)={(g.©)} -46(q,),) ={(g.©)}

-0(q.1,1) = {(q.€)}
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VON PUSHDOWN-AUTOMATEN 7ZU GRAMMATIKEN I

Zu jedem PDA P = (Q,>,T',9, qo, Zg, F') kann eine
kfG G konstruiert werden mit L(P) = L(G)

e Simuliere Abarbeitung eines Symbols vom Stack
— Verarbeite Variablen der Form “(g, X, p)” mit impliziter Bedeutung

“Entfernen von X kann von Zustand q zu Zustand p fiihren”
— Entfernen von X kann zuerst ein Y;..Y,, auf- und dann abbauen
— Beginne mit Erzeugung von Z; und zeige, dal} Z; entfernt werden kann
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VON PUSHDOWN-AUTOMATEN 7ZU GRAMMATIKEN I

Zu jedem PDA P = (Q,>,T',9, qo, Zg, F') kann eine
kfG G konstruiert werden mit L(P) = L(G)

e Simuliere Abarbeitung eines Symbols vom Stack
— Verarbeite Variablen der Form “(g, X, p)” mit impliziter Bedeutung

“Entfernen von X kann von Zustand q zu Zustand p fiihren”
— Entfernen von X kann zuerst ein Y;..Y,, auf- und dann abbauen
— Beginne mit Erzeugung von 7, und zeige, dall 7 entfernt werden kann
e Generiere G = ({S}tUQXI'XQ, X, Pg, S) mit
— S—(qo, Zp,q) € Pg firalle ge@)
— (¢, X,p)=a(d, Y1, 1) (a1, Y2, @2)--.(@m—1, Yins 1) € P,

fiir beliebige Kombinationen ¢y, .., ¢,,—1, € @, falls (¢, Y7..Y},,) €d(q, a, X)
(¢, X,p)—a € Pg, falls (p, €)€d(q,a, X)

e Korrektheitsbeweis L.(P) = L(G)
— Zeige: (¢, X,p) — weX* genau dann, wenn (q,w, X) F (p, €, €)
C: Induktion tiber Liange der PDA Berechnung
o: Induktion iiber Linge der Ableitung (viele Details)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

® Gegeben P = ({qm Q1}9 {aa ba C}v {Aa Ba ZO}) 57 do, ZOa {ql})
mit d(qo, a, X) = {(qo, AX)} fir X el

a,A/e
0(qo, b, X) = {(qo, BX)} fiir X eT Z:))gg;é))g é’:ZB;//i
0(qo,c, X) = {(q1, X)} fir X e’
d(q1,a,A) = {(qg1,€)} c, X / X
5((]1,1), B) — {(q17€)} Start do q1
d(q1, € Zo) = {(q1,€)}
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

e Gegeben P = ({qo,q:1},{a,b,c},{A, B, Zy},6,q0, Zo,{q:1})

mit 8(qo, a, X) = {(qo, AX)} fir X €T a,A/e
. . , X/ AX b, B
5(d0s b, X) = {(a0, BX)} fiir X €T o X/ 4% A
5(‘109 CaX) — {(Q17X)} fir X eI’
d(q1,a,A) = {(qg1,€)} c, X / X
5(q1, b, B) = {(Ql, E)} Start 1o a1
6(q1, €, Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a,b,c}, Pg, S)
mit Vg = {Sa (QOa A, QO)a (QOa B, QO)a (QOa Zo, QO)a (qu A, Q1)a o9 (‘ha Zy, Q1)}
mit PG = S— (q07 ZO) CIO) | (q07 ZO) Q1)

(g0, X, o) — a(qo, A, qo)(qo, X, qo) | b(qo, B, qo0)(qo, X, qo) | c(q1, X, qo)
| a(qo, A,q1)(q1, X, q0) | b(qo, B, q1)(q1, X, qo)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

® Gegeben P = ({qm Q1}9 {aa ba C}v {Av Ba ZO}) 57 do, ZOa {ql})
mit d(qo, a, X) = {(qo, AX)} fir X el

a,A/e
0(qo, b, X) = {(qo, BX)} fiir X eT Z:))g;g))g é’:Z/ﬁE
0(qo,c, X) = {(q1, X)} fir X e’
d(q1,a,A) = {(qg1,€)} c, X / X
5((]1,1), B) — {(q17€)} Start do q1
d(q1, € Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a,b,c}, Pg, S)
mit Vg = {Sa (QOa A, QO)a (QOa B, QO)a (QOa Zo, QO)a (qu A, Q1)a o9 (‘ha Zy, Q1)}
mit PG = S— (q07 ZO) CIO) | (q07 ZO) Q1)

(gos X, @0) — a(qo, A, qo0)(q0, X5 q0) | b(go, B, qo)(qo0, X, qo) | c(q1, X5 qo)
| a(q07A7 Q1)(C_I1,X, qO) b(QOaB’QI)(thaCIO)

(gos X, q1) — a(qo, A, qo0)(q0, X5 q1) | b(go, B, qo)(qo, X, q1) | c(q1, X, q1)
| a’(q07A9 Q1)(QI9X3 ql) b(QO, Ban)(Qlaxafh)
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UMWANDLUNG EINES PDA IN EINE GRAMMATIK I

® Gegeben P = ({qm Q1}9 {a'7 ba C}v {Av Ba ZO}) 57 do, ZOa {ql})
mit d(qo, a, X) = {(qo, AX)} fir X el

a,A/e
0(qo, b, X) = {(qo, BX)} fiir X eT Z:))g;g))g é’:Z/ﬁE
0(qo,c, X) = {(q1, X)} fir X e’
d(q1,a,A) = {(qg1,€)} c, X / X
5((]1,1), B) — {(q17€)} Start do q1
d(q1, € Zo) = {(q1,€)}

e Generiere G = (Vg,{a,b,c}, Pg, S)
mit Vo = {S; (q0, 4, q0), (g0, B, q0)s (905 Zo, q0)s (905 Asq1)s -5 (q15 Zo, q1)}
mit Pc = S — (qo, Zos q0) | (qos Zo, q1)
(g0, X', go) — a(qos A, qo)(qo; X5 g0) | b(qo; B;go)(g0, X, qo) | c(g1, X, qo)
| a(qos Ay q1)(q1, X5, qo0) | b(qos B, q1)(q1, X5 qo)
(g0, X', q1) — a(qo; A, qo)(qo; X, q1) | b(qo, B;go0)(g0, X, q1) | c(g1, X, q1)
| a(qo; Ay q1)(q1, X5, q1) | b(qos B, q1)(q1, X, q1)
(q1,A,q1) —a, (q1,B,q1) —b, (q1,Z0,q1) — €

Keine Regel fiir (q1, X, q), da 0(q1,x, X)={(q1,€)} fiiralle x, X
(& kann optimiert werden: streiche {iberfliissige Variablen, vereinfache Variablennamen
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PUSHDOWN-AUTOMATEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Maschinenmodell fiir kontextfreie Sprachen
— Nichtdeterministischer endlicher Automat mit Stack und e-Ubergingen
— Erkennung von Wortern durch Endzustand oder leeren Stack

— Erkennungsmodelle sind ineinander transformierbar

¢ Verhaltensanalyse durch Konfigurationsitbergange
— Konfigurationen beschreiben ‘Gesamtzustand’ von Pushdown-Automaten

— Konfigurationsiibergiinge verallgemeinern Uberfiihrungsfunktionen

e Aquivalent zu kontextfreien Grammatiken

— Umwandlung von Konfigurationsiibergdngen in Regeln und umgekehrt

e Es gibt auch Deterministische PDAs
— Weniger michtig: DPDAs erkennen nur eindeutige Typ-2 Sprachen

— L.-DPDASs konnen nicht einmal alle reguldaren Sprachen erkennen
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ANHANG
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VON GRAMMATIKEN ZU PUSHDOWN-AUTOMATEN I

Zu jeder kontextfreien Grammatik G=(V,T, Pg, S)
kann ein PDA P konstruiert werden mit L(G)=L¢(P)

e Stack simuliert Linksableitungen von GG
— Beginne mit Startsymbol von G
— A eV wird im Stack durch rechte Seite [ einer Regel A— [ ersetzt

— a <" wird vom Stack entfernt, wenn es als Eingabe erscheint,
um 1m Stack die ndchsten Variable einer Linksableitung freizulegen

¢ Generierter PDA P = ({q},T,VUT,d,q, S, D)
—0(q,6,A) ={(q,p) | A= € P} firalle AcV
— 0(q,a,a) = {(q,6)} fiir alle a T

e Korrektheit: zeige L(G) = L:(P) (nichste 2 Folien)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CLe(P) I

Wenn S =z, Aj0q.. —, Ty Aoy, —>, w eT™ (1,77, A, V) dann
gibt es fiir alle 7 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion iiber : <m
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CL(P) I

Wenn S =z, Aj0q.. —, Ty Aoy, —>, w eT™ (1,77, A, V) dann
gibt es fiir alle 7 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion iiber : <m

eBasisfall i = 1: S = £, A0y — w
— Es folgt S = A; und x1=a=¢, also muB} y;=w gewihlt werden
—(q,w,S) F (¢,w,S) gilt mit 0 Konfigurationsiibergingen
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CL(P) I

Wenn S =z, Aj0q.. —, Ty Aoy, —>, w eT™ (1,77, A, V) dann
gibt es fiir alle 7 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion iiber : <m
eBasisfall i = 1: S = £, A0y — w
— Es folgt S = A; und x1=a=¢, also muB} y;=w gewihlt werden
—(q,w,S) F (q,w,S) gilt mit 0 Konfigurationsiibergingen
e Induktionsschritt: S.. — szzOéz — $i+1Ai+1ai+1 L) w
— v Ajc; —, 21 Ajpcy verlangt A;— . € Pg fiir ein 3,
wobel x;5;c; = v;2A; 10 fiirein zeT™ und 2,1 = 7,2 C w.
— Per Konstruktion gilt dann (g¢,5) €0(q,e,A4;) und mit der Induktions-
annahme folgt (q,w, S) & (q.y;, Ajoi) B (q,y:, 2Ai 10041
— Wegen x; .1 = z;2 C w und w = x;y; kann y; zerlegt werden 1n 2y, . ;
und der PDA arbeitet z ab: (q,v;, 2 A 1ci1) F (¢, i1, Aiprci)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)CL(P) I

Wenn S =z, Aj0q.. —, Ty Aoy, —>, w eT™ (1,77, A, V) dann
gibt es fiir alle 7 ein y; mit w=x;y; und (g, w, S) F (g, yi, A;c;)

e Beweis durch Induktion iiber : <m
eBasisfall i = 1: S = £, A0y — w
— Es folgt S = A; und x1=a=¢, also muB} y;=w gewihlt werden
—(q,w,S) F (q,w,S) gilt mit 0 Konfigurationsiibergingen
e Induktionsschritt: S.. — szzOéz — $i+1Ai+1ai+1 L) w
— v Ajc; —, 21 Ajpcy verlangt A;— . € Pg fiir ein 3,
wobel x;5;c; = v;2A; 10 fiirein zeT™ und 2,1 = 7,2 C w.
— Per Konstruktion gilt dann (g¢,5) €0(q,e,A4;) und mit der Induktions-
annahme folgt (q,w, S) & (q.y;, Ajoi) B (q,y:, 2Ai 10041
— Wegen x; .1 = z;2 C w und w = x;y; kann y; zerlegt werden 1n 2y, . ;
und der PDA arbeitet z ab: (q,v;, 2 A 1ci1) F (¢, i1, Aiprci)
e SchluBfolgerung: S = =, A oy.. —, T, Aoy, —, weT™
— Wegen w eT™ folgt A,,—f3, <Fqfirein 8 _eT™ und w = x,,,0,,0
— Also (q,w,S) F (¢, BnCum, Amium) F (¢, BnCum, Bmoun) F (g, €, €),
d.h. we L (P)
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L¢(P) I

Fiir alle X €V gilt: wenn (g, w, X) F (q, €, €) dann X — w

e Beweis durch Induktion iiber Liange der PDA Berechnung
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L¢(P) I

Fiir alle X €V gilt: wenn (g, w, X) F (q, €, €) dann X — w

e Beweis durch Induktion iiber Liange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X)) F+ (q,€,¢€)
— Es folgt X —¢ ¢ Pyund w = ¢, also X — w
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L¢(P) I

Fiir alle X €V gilt: wenn (g, w, X) F (q, €, €) dann X — w

e Beweis durch Induktion iiber Liange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X) + (q,€,¢€)

— Es folgt X —¢ ¢ Pyund w = ¢, also X — w
n+1

e Induktionsschritt: (g, w, X) =  (q,€,¢€)
— Da X oben im Stack steht, mul} der erste Schritt die Form
(q,w, X) F (q,w,Y:..Y;) firein X—Y;..Y, € P; haben (Y;eVUT)
— Dann gibt eine Zerlegung w = wy..w; mit
(q, wiwy..wy, Y1Y5..Y3) F (q, wa..wi, Y2..Y3) F (g, €, ¢€)
— Es folgt (¢, ww;y1..wi, Vi) F (g, wirr.wy, €) also (g, w;, ;) F (q,€,€)
— Per Induktionsannahme folgt Y; SN w; fir alle 2 (fir Y; €T 1st Y; = w;)
also X — Y,..Y), —> wi.wp = w
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KORREKTHEITSBEWEIS IM DETAIL: L(G)2L¢(P) I

Fiir alle X €V gilt: wenn (g, w, X) F (q, €, €) dann X — w

e Beweis durch Induktion iiber Liange der PDA Berechnung

e Basisfall: (g, w, X) + (q,€,¢€)

— Es folgt X —¢ ¢ Pyund w = ¢, also X — w
n+1

e Induktionsschritt: (g, w, X) =  (q,€,¢€)
— Da X oben im Stack steht, mul} der erste Schritt die Form
(q,w, X) F (q,w,Y:..Y;) firein X—Y;..Y, € P; haben (Y;eVUT)

— Dann gibt eine Zerlegung w = wy..w; mit

(q, wiwy..wy, Y1Y5..Y3) F (q, wa..wi, Y2..Y3) F (g, €, ¢€)
— Es folgt (¢, ww;y1..wi, Vi) F (g, wirr.wy, €) also (g, w;, ;) F (q,€,€)
— Per Induktionsannahme folgt Y; SN w; fir alle 2 (fir Y; €T 1st Y; = w;)

also X — Y1..Y. —> wy..wp = w
e Es folgt L.(P)={w | (¢, w, S) = (g;€,€) c{w| SLHU}:L(G)
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BRAUCHEN WIR NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN? I

e Grammatiken sind nichtdeterministisch
— Nichtdeterministische Automaten sind das “natiirliche” Gegenstiick
- Grammatikregeln fiihren zu mengenwertiger Uberfiihrungsfunktion

— “Wirkliche” Automaten miissen deterministisch sein

e Typ-3 Sprachen haben deterministische Modelle
— NEAs konnen in dquivalente DEAs umgewandelt werden

— Teilmengenkonstruktion kann Automaten exponentiell vergrof3ern

¢ Reichen deterministische PDAs fiir Typ-2 Sprachen?
— Uberfiihrungsfunktion §:() x (CU{eH)xI" = QxI™ muB} eindeutig sein

— Gibt es fiir PDAs immer dquivalente deterministische PDAs?
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DETERMINISTISCHE PUSHDOWN-AUTOMATEN PRAZISIERT I

¢ Ein Deterministischer Pushdown-Automat (DPDA)
ist ein 7-Tupel P = (Q), >, I', 0, qo, Zo, F') mit
— () nichtleere endliche Zustandsmenge
— > endliches Eingabealphabet
— ' endliches Stackalphabet
— 5:Qx(CU{eH)xI' = @xI™* Uberfiihrungsfunktion
0(q,€,X) nur definiert, wenn d(q,a,.X) fiir alle a € > undefiniert
- q,€() Startzustand
— Z,cI' Initialsymbol des Stacks
— F'c() Menge von akzeptierenden (End-)Zustianden
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DETERMINISTISCHE PUSHDOWN-AUTOMATEN PRAZISIERT I

¢ Ein Deterministischer Pushdown-Automat (DPDA)
ist ein 7-Tupel P = (Q), >, I', 0, qo, Zo, F') mit
— () nichtleere endliche Zustandsmenge
— > endliches Eingabealphabet
— ' endliches Stackalphabet
— 5:Qx(CU{eH)xI' = @xI™* Uberfiihrungsfunktion
0(q,€,X) nur definiert, wenn d(q,a,.X) fiir alle a € > undefiniert
- q,€() Startzustand
— Z,cI' Initialsymbol des Stacks
— F'c() Menge von akzeptierenden (End-)Zustianden

e Erkannte Sprache
—Lp(P)={wex*|3qeF. ABT* (q,w, Z0) F (¢,6,8) )}
—Le(P) ={wex*|3¢€qQ. (qo.w, Zy) F (g, €,€) }
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Lp-DPDAS SIND MACHTIGER ALS DEAS I

eL3=L(DEA)CLE, .
— Jeder DEA ist ein spezieller DPDA, der mit Endzustand akzeptiert

THEORETISCHE INFORMATIK I §3.2: 29 PUSHDOWN AUTOMATEN




Lp-DPDAS SIND MACHTIGER ALS DEAS I

o L3 = L(DEA) C ‘CDPDA
— Jeder DEA ist ein spezieller DPDA, der mit Endzustand akzeptiert

o L = {wH#wl|we{0,1}*} € ¥, ,—L3
— L ist nicht regular
- Beweis durch Pumping Lemma, analog zu {ww” |w {0, 1}*}
— L = Lp(P) fiir folgenden DPDA P

0,X/0X 0,0/¢
1,X /1X 1,1/€

o XX ;q ; e,Z0/Z0®
Start 0 =U 2

P ist deterministisch, da 0(q,a,Z) fiir alle a € > undefiniert ist
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Le-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

€ F
*Lpprpa S LDpPDA
— Transformation von L.- in L -PDAs erhilt Bedingung an DPDAs
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Le-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

* Lhppa & EgPDA
— Transformation von L.- in L -PDAs erhilt Bedingung an DPDAs

e L.-DPDASs erkennen nur prafixfreie Sprachen
“kein Wort aus L.(P) ist echtes Prdfix eines anderen Wortes aus L.(P)”
Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer i1st, kann P nicht weiterarbeiten
— Ist ue L.(P) dann stoppt P nach Verarbeitung von u mit leerem Stack
— Eine echte Erweiterung von u« wird von P nicht komplett abgearbeitet

und damit nicht akzeptiert
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Le-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

* Lhppa & EEPDA
— Transformation von L.- in L -PDAs erhilt Bedingung an DPDAs

e L.-DPDASs erkennen nur prafixfreie Sprachen
“kein Wort aus L.(P) ist echtes Priifix eines anderen Wortes aus L.(P)”
Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer i1st, kann P nicht weiterarbeiten
— Ist ue L.(P) dann stoppt P nach Verarbeitung von u mit leerem Stack
— Eine echte Erweiterung von u« wird von P nicht komplett abgearbeitet

und damit nicht akzeptiert

* L3 ZLYppa
~{0}*¢LS,, ,, da {0}* nicht prifixfrei ist
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Le-DPDAS SIND ZU AUSDRUCKSSCHWACH I

* Lhppa & [’DPDA
— Transformation von L.- in L -PDAs erhilt Bedingung an DPDAs

e L.-DPDASs erkennen nur prafixfreie Sprachen
“kein Wort aus L.(P) ist echtes Priifix eines anderen Wortes aus L.(P)”

Intuitiv: Wenn der Stack einmal leer i1st, kann P nicht weiterarbeiten
— Ist ue L.(P) dann stoppt P nach Verarbeitung von u mit leerem Stack
— Eine echte Erweiterung von u« wird von P nicht komplett abgearbeitet

und damit nicht akzeptiert

* L3 ZLYppa
~{0}*¢LS,, ,, da {0}* nicht prifixfrei ist

e L .-DPDAs und L z-DPDASs sind nicht aquivalent
— Aus {0} ¢ L5, folgt auch ‘CDPDA ZLS ppa
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F |
L5ppa IST ECHTE TEILKLASSE VON L9

F
* LpppaSLo
— Jeder DPDA ist ein spezieller PDA

o L --DPDAs konnen {ww' | w € {0,1}*} nicht erkennen

Intuitiv: DPDA P kann die Mitte eines Wortes nicht identifizieren
— P muB3 0"110" akzeptieren, Stack wird betm Vergleich geleert (groB3es n)
— P muB} auch akzeptieren, wenn noch einmal 0"110" folgt
P darf nicht akzeptieren, wenn stattdessen 0" 110" (m+n) folgt
— Aber P kann nicht unterscheiden, da n nicht mehr gespeichert ist

Technisches Argument: AbschluBeigenschaften + Pumping Lemma fir £

e L r-DPDAs bilden eine eigene wichtige Sprachklasse

— Deterministisch kontextfreie Sprachen
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

o LY 5 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung von L.-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationsiibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Fiir jede Eingabe w gibt es in P nur einen Konfigurationsiibergang

— Erzeugte Grammatik 1ist eindeutig
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

o LY 5 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung von L.-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationsiibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Fiir jede Eingabe w gibt es in P nur einen Konfigurationsiibergang

— Erzeugte Grammatik 1ist eindeutig

o Eg ppa-Sprachen sind eindeutig
— Mache Sprache von Lp-DPDA P prifixfrei durch Anhdngen von $
— Priifixfreie Sprachen in £, , sind LS ., ,-Sprachen
— Damit hat die modifizierte Sprache eine eindeutige Grammatik G
— (G' mit zusitzlicher Regel $—¢ (und Variable $) erzeugt Sprache von P

— Linksableitungen in G’ sind “identisch” zu denen in G, also eindeutig
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DETERMINISTISCHE SPRACHEN SIND EINDEUTIG HMU §6.4.4

o LY 5 4-Sprachen sind eindeutig
— Standardumwandlung von L.-(D)PDA P liefert Typ-2 Grammatik
— Konfigurationsiibergangsfolgen bestimmen Linksableitungen eindeutig
— Fiir jede Eingabe w gibt es in P nur einen Konfigurationsiibergang

— Erzeugte Grammatik 1ist eindeutig

o Eg ppa-Sprachen sind eindeutig
— Mache Sprache von Lp-DPDA P prifixfrei durch Anhdngen von $
— Priifixfreie Sprachen in £, , sind LS ., ,-Sprachen
— Damit hat die modifizierte Sprache eine eindeutige Grammatik G
— (G' mit zusitzlicher Regel $—¢ (und Variable $) erzeugt Sprache von P

— Linksableitungen in G’ sind “identisch” zu denen in G, also eindeutig

e Nicht jede eindeutige Typ-2 Sprache ist deterministisch

— {ww?|we{0,1}*} ist eindeutig, aber nicht deterministisch erkennbar
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