Anhang B

Konservative Erweiterungen der
Typentheorie und ihre Gesetze

Achtung: Dieser Teil wurde relativ ziigig aus einer alten Quelle zusammengestellt und konnte divese kleine Fehler
enthalten. Fir Hinweise bin ich dankbar.

B.1 Endliche Mengen

Der Typ der endlichen Mengen ist ein generischer Datentyp, der auf der Basis der Konzepte Set, =, (), + und ¢
eingefiihrt werden kann. Die einfachste Form einer Implementierung ist eine Simulation durch Listen modulo einer
neuen Definition der Gleichheit.

BASISKONZEPTE

Definition B.1.1 (Beschrinkte Boole’sche Quantoren)
VreS.p,
JreS.p,

list_ind(S; true; a,_,pS’.pS’ Ap,[a/x])
list_ind(S; false; a,_,pS’.pS’ vp,la/x])

Definition B.1.2 (Implementierung endlicher Mengen)

0 = (1

+ = )a,S. a.S

€, = )Aa,S. JxeS.x=a

o = AS,T. (VaeS. a€e,T) A (Va’eT. a’€_S)
Set(a) = (S,T):alist // S .= T

Set ()

Der Index « zeigt an, dafl eine Operation von der Gleichheit auf dem Typ « abhéngt und somit nur dann bere-
chenbar ist, wenn es hierfiir eine boolesche Entscheidungsfunktion gibt. Der Ubersichtlichkeit halber wird er ab sofort
unterdriickt.

Lemma B.1.3 Axiome endlicher Mengen
Vo :TYPES. VS:Set(w). Vx,a:«. VP:PROP(Set(w)).
1. Set(a) € TYPES

2. 0 € Set ()

3. + € Set () xa—Set (a)

4, ¢ € axSet (o) —IB

5. ad¢l

6. xe(S+a) & (x=a v x€8)

7. (S+a)+x = (S+x)+a

8. (S+a)+a = S+a

9. (P A VS:Set(a).Va:a.P(S)=P(S+a)) = VS:Set(a).P(S)

Lemma B.1.4 Finite Constructability and Extensionality
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Vo : TYPES.VS,S’ :Set () .
1. S=0 v Fa:a.3S’:Set(a).(a¢S’ A S=S8’+a)
2. S=8° <& Va:a.(aeS & a€eS?)

ABGELEITETE KONZEPTE

Die weiteren Operationen auf endlichen Mengen héngen von der oben gegebenen speziellen Implementierung nicht
ab, da sie sich i.w. durch @, +, €, Gleichheit und den Induktionsoperator 1ist_ind beschreiben lassen.

Definition B.1.5 (Set Notation)
if S=( then t else t/ list_ind(S; ¢t; _,_,_,t)
let S=S'+a ¢ exp list_ind(S; oo; a,S’,_,exp)
let S={a} € exp let S=S’+a € if $’=() then exp else oo
let S={a,d'} € exp let S=S’+a’ € 1let S’={a} € exp
let S={a,d',d"} € exp let S=S’+a” € 1let S’={a,d'} € exp
Ma}.exp AS.let S={a} € exp
Ma,ad'} . exp AS.let S={a,d'} € exp
Ma,d ,a'}.exp AS.let S={a,d’,d'} € exp

Definition B.1.6 (Set Operations)

empty? AS. if S=() then true else false
c AS,8’. VxeS.xeS’
{list-exp} list-exp.nil

{i. .4}
{felxeSArp,}

{fzlzesS}
IS

ind(j-i; -,-.0; {j}; diff,j-set.j-set+(j-diff))

list_ind(S; 0; a,_,GSF. if p,[a/z] then GSF+f.[a/z] else GSF
{felzeS A true}

list_ind(S; 0; a,S’,card. if ac€S’ then card else card+l)
AS,a. {xlxeSrx#a}

AS,S’. list_ind(S’; S; a,_,union.union+a)

AS,87. {xlxeSrxeS’}

AS,87. {xlxeSAx¢S’}

= MFAMILY. list_ind(FAMILY; (); S,FAM,Union.UnionUS)
= MFAMILY. list_ind(FAMILY; oco; S,FAM,inter.
if empty?(FAM) then S else inter()S)

D~ 2C
|

arb = AS. list_ind(S; oo; a,_,_.a)
map = A,S. {f(x)|xeS}
reduce = Mop,S. list_ind(S; oco; a,S’,redS’. if empty?(S’) then a
else if a€S’ then redS’ else op(redS’,a))
T=SyS’ = T=SUS" A empty?(SNS")

Die unten angegebenen Lemmata beschreiben die Grundgesetze der soeben definierten Operationen. Im wesentli-
chen zeigen sie, wie eine Operation iiber diverse andere distributiert. Sie kénnen daher zur Vereinfachung eingesetzt
werden. Wir gruppieren sie geméf der jeweils duflersten Operation.
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Lemma B.1.7 Operation Signatures
Va,B:TYPES. Vp:a—B. Vi:a—g.

1. empty? € Set(a) —IB

2. AS.3JxeS.p(x) € Set(a)—B

3. AS.VxeS.p(x) € Set(a)—IB

4. ¢ € Set(m)?’—B

5. M,j. {i..j} e Z?—Set(Z)

6. AS.{f(x)IxeSApx)} €Set(a)—Set(f)

7. MAS. S| € Set () —IN

8. - € Set(a) xa—Set (a)

9. U € Set (a)2—Set (a)
10. N € Set(a)?—Set (a)
11. 0\ € Set(a)?—Set ()
12. U € Set(Set(a))—Set ()
13. N € Set(Set(w))ASet(a
14. arb € Set (o) -«
15. map € (a—p) xSet(a) —Set (3)
16. reduce € (o’ —a) xSet (o) Lo

Lemma B.1.8 Element addition
Vo :TYPES.VS:Set (o) .Va: .
1. (S+a)#0
2. a€S = S+a=S
3. a¢S = S+a#S
4. aeS = (Sa)+ta =S

Lemma B.1.9 Membership
Ya,3:TYPES.Va,a’:a.VS,S8’ :Set (o) .VFAM: Set (Set (o)) .Vp:a—IB.Vf:a—F.Vb: 3. Vi,j,k:Z.

1. a’e{a} & a’=a

2. kef{i..j} & G<k A k<))

3. be{f(x)IxeSap(x)} & FxeS.px) Ab=£f(x)
4. ae{xlxeSAap(x)} <& aeS A p(a)
5. aeS-a’ < aeS A aFa’
6. aeSUS’ & aeS v oaes
7. aeSNS’ & aeS A aes?
8. aes\s’ < a€eS A a¢gs?
9. ac| Jran &  JSEFAM.acS
10. ae(FAM & VSEFAM. a€s
11. arb(S)eS

12. bemap(f,S) & dxeS.b=f(x)

Lemma B.1.10 empty?
Va,3:TYPES.Va:«.VS,S’ :Set (o) . VFAM: Set (Set (a)) .Vp:a—B.Vi:a—(.
empty?(S) < S=0

(I

2. empty?(S) & [S|=0
3. SCS’ = empty?(S’) = empty?(S)
4. —empty?(S+a)
5. —empty?({a})
6. empty?({f(x)|xeSAp(x)}) &  empty?(8) vVxeS.-p(x))
7. empty?(S-a) & empty?(S) v S={a}
8. empty?(SUS’) & empty?(8) A empty?(S?)
9. empty?(S) v empty?(S’) = empty?(SNS?)
10. empty?(8) = empty?(S\S’)
11. empty? (UFAM) < VS EeFAM. empty?(S)
12. JISeFAM. empty?(S) =  empty? ([ JFAM)
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Lemma B.1.11 Limited Universal Quantifier
Vo, 3:TYPES.Va:.VS,S’ :Set (o) . VFAM:Set (Set (a) ) . Vp,q:a—IB.Vf:a—f.

1. Vxel.px)

2. VxeS+a.p(x) & pa) AVxeS.p(x)

3. Vxefa}.p(x) & p(a

4. SCS’ = VxeS’.p(x) = VxeS.p)

5. Vxe{f(ylyesrqy)}.p(x) & VyeS.q(y) = p(E(y))
6. VxeS-a.p(x) A p(a) = VxeS.pkx)

6a. acS = VxeSa.px) A p(a) & VxeS.px)
7. VxeSUS’.p(x) & VxeS.p(x) A VxeS’.p(x)

8. VxeSNS’.p(x) & VxeS.p(x) v VxeS’.p(x)

9. VxeS\S’.p(x) A VxeS’.p(x) = VxeS.p(x)

10. Vxe| JFAM.p(x) & VSEFAM. VxeS.p(x)

11. Vxe[)FAM.p(x) < JISeFAM.VxeS.p(x)

Lemma B.1.12 Limited Existential Quantifier
Ya,B:TYPES.Va:«a.VS,S” :Set () . VFAM: Set (Set (o)) .Vp,q:a—B.Vi:a—[3.
1. —3Ixed. px)

2. dxeS+a.px) < p(a) vIxeS.p(x)

3. dxe{a}.px) <& p(a)

4. 8CS’ = dxeS.p(x) = IxeS’.pk)

5. Ixe{f(yYlyeSaay}.px) < TyeS.qly) AplE(y))
6. dxeSa.p(x) <« -p(a)adxeS.px)

7. dxeSUS’.p(x) & FxeS.p(x) v JxeS’ .px)

8. dxeSNS’.p(x) & dxeS.p(x) A dxeS’.p(x)

9. JxeS\S’.p(x) <« IxeS.p(x) A FxeS’ .px)

10. Jxe| JFAM.p(x) & ISeFAM. IxeS.p(x)

11. Ixe(JFAM. p(x) < Ix:a.p(x) AVSeFAM.x€$S

Lemma B.1.13 Subset
Yo, 3:TYPES.Va:a.VS,8’,8° ? :Set (o) .VFAM: Set (Set (o)) .Vp:a—B.Vf:a—(.Vi,j,k,1: Z.
fcs
SCh < empty?(S)
S+acS’ <& SCS’ A aeS’
{a}cs < aes
{i..j}c{k..1} & k<iArj<i
SCs’ = {f(x)IxeSApx)}{f(x)|xeS’ Ap(x)}
S-acs
SCsuUs?
a. SUS’CS’’ & S8CS’’ A S’C8?”?
SNS’cS
10. S\s’cs
11. ScS
12. SCES’ A §°CS’? = SCS”°
13. SCS’ A S8’CS & S=9°

(I

0 00 NO Ordbd WN

©

Lemma B.1.14 Integer Subset

Vi,j:Z.
1. i>j = empty?({i..j})
2. {i..i} = {i}
3. {i+1..3} = {i..3}4
4. i-1<j = {i-1..j} = {i..j}+@GE-1D)
5. {i..j-1} = {i..3}9
6. i<j+l = {i..j+1} = {i..j}+G+D)
7. {i+1..j+1} = {k+1llke{i..j}}
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Lemma B.1.15 General Set Former

Va,B,v:TYPES.VS,S’ :Set(a) .Va:a.VFAM: Set (Set () .V ,f’ :a—(.Vp,q:a—IB.Vg: —v.Vq: B—B.

W ~NO O WN -

13.
14.
15.
16.
17.
18.

{f@) Ixesns’ Apx)}
Af&) 1xeS\S? Ap(x)}

C{t@ x| JFaMap} = (J{{E@ 1xeS ap()} | SeFAM}

{f@ Ixedrp)} =0

-p(a) = {f&)IxeS+tarp)} = {f&)IxeSrpx)}

p@ = {fx)IxeS+tarpx)} = {fx)IxeS Ap(x)}+f(a)

-pa) = {f&)Ixefa}rpx)} =0

p(a) = {f@Ixe{a}rap®)} = {f(a)}

{g(y) lye{f@ IxeSap)} rqy)} = {g(fx))IxeSApx) nq(f(x))}
—-p(a) = {f@IxeSarp®)} = {f&X)IxeSArp)}

p@ = {f&@IxeSarp} = {f&)IxeS Arp&)}-£(a)

{£(x) 1xesUS’ Ap(x)} = {fX) IxeSApJU{f(x)IxeS’ Apx)}
{fx)lxesap}Ng{f(x)IxeS’ Apx)}
{fx)IzeSap@} \ {f&®)IxeS’ Apx)}

{f£@) I1xeFAM Ap(x)} = {{fX) IxeS Apx)} | SeFAM}

{xlxeS Ax#a} = Sa

{xlxeS AxeS’} = SNS’

{xlxeS Ax¢gS’} = S\S’

VxeS.p(x) =fx)=1f’(x) = {f&@ IxeSrp&)}={f’ ) IxeSrpx)}
VxeS. p(x) ©qx) = {f@) IxeSap) }={f(x) IxeSrqx)}

Lemma B.1.16 Cardinality
Va,3:TYPES.VS,S’,T:Set () .Va:a.VE:a—F3.Vi,j: Z.

[

0 ~NO O WN

101 =0

a¢gS = |[|S+al = [S]|+1
[{a}l =1

Scs’ = |SI<Is’|

i<j = {i..j}l = j-i+1
aes = [S-al = |S8]|-1
T=SWS’ = |T| = [SI+]S’]|
|map(£,3)| = [S]|

Lemma B.1.17 Element Deletion
Va,3:TYPES.VS,S’ :Set () .Va,a’:a.

[

O W N

0-a =0

a¢S = ((S+a)-a = 8)

aZa’ = ((S+a)-a’ = (S-a’)+a)
{a}a = 0

aza’ = {a}=a’ = {a}
a¢gS = Sa =S

Lemma B.1.18 Union

Va,3:TYPES.VS,S?,5° :Set () .Va,a’ ;. VFAM,FAM’ : Set (Set (o)) .V :a—(.Vp,q:a—B.Vi,j,k: Z.

[N

e

= O O 00 NOOd WN

SuUf =S
SU(S’+a) = (SUS?’)+a
SU{a} = S+a
i<jnj<k = {i..jU{j+1..x} = {i..x}
{f®) 1xeSapx)} U {fx)IxeSrqx)} = {fx)IxeSrpx) vax)}
SU(S’NS’?) = (SUS’)N(SUS’?)
Uraw u [ Jrawe = | JraMuram)
SUS =S
SUS’ = S’US
(sus’)us??

SU(S’US??)

su(sns?) S

XXI
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Lemma B.1.19 Intersection
Yo, 3:TYPES.VS,S’,S% 7 :Set () .Va,a’ :a. VFAM,FAM’ : Set (Set () ) .VE:a—(.Vp,q:a—B.Vi, j,k: Z.

[N

N
W N = O O

0 00 ~NO Ol WN

SN =0

aeS = (8N(8’+a) = (SNS’)+a )

a¢S = SN(S’+a) = SNS’

aeS = (Sn{a} = {a})

a¢s = sn{a} = 0

(i<j A <k A k<j?) = {i..xn{j..3’} = {j. .k}
{f@IxesSrp@} N {f @) 1xeSaqx)} = {f&)IxeSApx) rqx)}
SN(S’US??) = (SNS’)U(SNS??)

SN(s’-a) = (SNS’)-a)

(FAM N (FAM’> = [(FAMUFAM’)

SNS =S
SNS’ = 8’N8S
SN(s’Ns’?) (sns’)ns??

SN(suUs’) = S

Lemma B.1.20 Set Difference
Yo, 3:TYPES.VS,S’,S% :Set () .Va,a’ :a. VFAM,FAM’ : Set (Set (o)) .VE:a—(.Vp,q:a—B.Vi, j,k: Z.

[N

9.
10.
11.
12.

0 ~NO O W

S\ =S

S\(S8’+a) = (S\S’)-a

S\{a} = S-=a

M\s> =0

a¢S’ = ((8+a)\s’ = (8\S’)+a)
aes8’ = ((8+a)\s’ = 8\S’)

a¢s = ({a}\s = {a})

aes = ({a}\s = 0

{f@IzxeSrp)} \ {fX)IxeSaqx)} = {f&®Ix€SApx) Ar-qx)}
S\(S’US??) = (8\S’)\s”’

S\s = 0

Scs’ = 8\s’ = 0

Lemma B.1.21 Union of a family of sets
Yo, 3,7 :TYPES.VFAM: Set (Set (a)) .¥S:Set (o) .VT:Set (7)) .VF:a—Set (§) .Vg: B—y.
Vp:a—IB.Vq: —IB.VS:Set(a) .Vc:y.

1.

0 N o o wN

U@ =0

|JEames) = | Jranus

Udsh = s

U{ {g@M lyeF@) Aq(y)} IxeSap)} = {g(y)lyeU{F(x)lxeS/\p(x)} A qymP
ceU{ {g@IyeF) A gy} | xeSAapx)} & TxeS.px) A FyeF) . qly) Arc=g(y)
seFaM = | JFans) = | Jrams

Ut Ut mixesap@}iyeT an a} = (I JEGE»IveTrq@m ) Ixes A p()}
U{ {GW lyeFx) rqy)} IxeSapx)} = { U{G(y)lyeF(x)/\q(y)} IxeS Ap(x)}

Lemma B.1.22 Intersection of a family of sets
Ya,B3,v:TYPES.VF:a—Set (3) .VFAM:Set (Set () .Vg: —~.Vp:a—B.Vq: 3—B.VS:Set () .

1.
2.
3.

N{s} =8
(N (FAM+S) = [FAMNS
M {g(M 1yeFE) Aq(m ]} Ixesapx)} = {gMIxe[{F&) IxeSAp(x)} A q(y P

Lemma B.1.23 Arbitrary Selection
Va:TYPES.Va:a.

1.

arb({a}) = a
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Lemma B.1.24 map-operation
VYa,3,7:TYPES.VE:a—Set (8) .Vg: f—7.Vp:a—IB.VS,S’ :Set (o) .Va: .

1. map(£f,0) =0

2. map(f,S+a) = map(f,S)+f(a)

3. map(f,{a}) = {f(a)}

4. map(g,{f(x)IxeSAp)}) = {g(f(x))IxeS Apx)})
5. map(f,S-a) = map(f,S)-f(a)

6. map(f,SUS’) = map(f,S)Umap(f,S’)

7. map(f,SNS’) = map(f,S)Mmap(f,S’)

8. map(f,S\S’) = map(f,S)\map(£f,S’)

Lemma B.1.25 Reduce operation

Vo : TYPES.Vbop:a?—a.VS:Set (o) .Va: . VFAM: Set (Set () .
reduce(bop,{a}) = a
—empty?(8) A a¢S = reduce(bop,S+a) = bop(reduce(bop,S),a)
—empty? (FAM) = reduce(U,FAM) = | JFAM
—empty? (FAM) = reduce(N,FAM) = [|FAM

W N e
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B.2 Endliche Folgen

Der Typ der endlichen Mengen ist ein generischer Datentyp, der auf der Basis der Konzepte Seq, =, []1, cons,
first undrest eingefiihrt werden kann. Bis auf kleine Erweiterungen entspricht der dem NuPRL Listenkonstruktor.

BASISKONZEPTE

Definition B.2.1 (Implementierung endlicher Folgen)

] = nil
cons = JAa,L. (a.lL)
list_ind(L; tp; a, L', FL .tyg) = list ind(L;ty; a, L', FL .t;nq)
first = JAL.list_ind(L; cc; a,_,_. a)
rest = AL.list_ind(L; [1; _,L’>,_. L)
= = AL,L’.(1list_ind(L; AL.list_ind(L; true; _,_,_. false);
a, ,EQ. AL1.a=first(L1) A EQ(rest(L1))) (L’))
Seq(a) = « list

Lemma B.2.2 Axioms of Finite Sequences
Va:TYPES.VL,L’ :Seq(a) .Va,a’:«. VP:PROP(Seq(a)).
Seq(a) € TYPES
(] € Seq(a)
cons € axSeq(a)—Seq(a)
first € Seq(a) Aa
rest € Seq(a) —Seq(a)
[1#a.L
a.l=a’.L’ & (a=a’ A L=L’ )
first(a.L)=a
rest(a.L)=L
Vg:[.Vh: (xSeq(a) xa) —(.3f:Seq(a) —pF.
f([1)=g A VL:Seq(a) .Va:a. f(a.L)=h(£(L),L,a)
(P([1) A VL:Seq(e).Va:a.P(L)=P(a.L)) = VL:Seq(a).P(L)

O O©W OO ~NOOPDd WN -

[

[y
e

Lemma B.2.3 Finite Constructability and Sequence Equality
Vo :TYPES.VL,L’ :Seq(a) .
1. Va:TYPES.VL:Seq(a). L=[] v da:a.dL’:Seq(a). L=a.L’
2. L=L’ & first(L)=first(L’) A rest(L)=rest(L’)

ABGELEITETE KONZEPTE

Definition B.2.4 (Sequence Notation)
if L=[] then t else ¢t/ list_ind(L; t; _,_,_,t)
let L=a.L' cexp list_ind(L; oo; a,L’,_,exp)
let L=[a]l €exp let L=a.L’ € if L’=[] then exp else o0
let L=[a,d’] €exp let L=a'.L’ ¢ 1let L’=[a]l <exp
let L=[a,a’,a"] <exp let L=a".L’> ¢ 1let L’=[a,a’] <exp
Alal.exp AL.let L=[a]l €exp
Ma,ad'l.exp AL.let L=[a,a'] <exp
Ma,a ,a'l.exp AL.let L=[a,a’,a’] <exp
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Definition B.2.5 (Sequence Operations)

null?

[list-exp]

..

[felz el Ap,]
[felzeL]

| L|
L[]
last

ins
del
o

rev

domain

range
map
reduce
L. .j
€

Lo,
L>,
find
nodups
perm

rearranges

insert

Seq (a)

arb

AL. list_ind(L; true; _,_,_.false)
list-exp.nil
ind(j-i; _,-.[0; [j]; diff,j-seq. (j-diff).j-seq)

list ind(L; [1; a, ,GSF. if p,[a/x] then f,[a/x].GSF else GSF)
[fzlzeL ntrue]

list_ind(L; 0; _,_,card. card+1)

list_ind(L; Aj.oc0; a,_,jth-of. Aj. if j=1 then a else jth-of(j-1)) (i)
AL. LLILI]

AL,a. list_ind(L; [al]; a’,_.app. a’.app)

AL,j,a. [if i<j then L[i] else if i=j then a else L[i-1] |ie[1..|L|+1]]
AL,j. [if i<j then L[i] else L[i+1] |ie[1l..|L|-1]]

AL,L’. list_ind(L; L’; a,_,conc. a.conc)

AL. [L[LILI-i] lie[0..|Ll-1]11]

AL. {1..|LI}

AL. {L[i]|i€domain(L)}

AMLL. [£(x)Ixell]

Aop,L. list ind(L; c0; a,L’,redlL’.if null?(L’) then a else op(redl’,a))
[ Lkl | keli..j] ]

Aa,L. Jxerange(L).x=a

AL,L’. |LI<IL’| A Viedomain(L). L[il=L’[i]

[xlxe L Arx<g]

[xlxeLrx>g]

Ag,L. min{jljedomain(L) AL[jl=g}

AL,g.del(L,find(g,L))

AL. Viedomain(L).Vje{i+1..|LI}. L[i]1#L[j]

AL,S. nodups(L) A range(L)=S

AL,L’. JI:Seq(Z).perm(I,domain(L)) AL’=[L[k] | keIl

AL,g.Loy0g.L

{L:Seq(a) | —empty?(L)}

AL. first(L)

Lemma B.2.6 Operation Signatures
Vo, :TYPES.VE:a—(.Vp:a—DB.

null? € Seq(a)—IB

€ € axSeq(a)—IB

C € Seq(a)2—>]B

AM,j. [i..3] e Z?>—83eq(Z)

AL. [f(x) |xeLap(x)] € Seq(a)—Seq(B)
AL. |L| € Seq(a)—IN

AL,i.L[1i] € Seq(a) XZ—a

last € Seq(a) —a

: € Seq(a) xa—Seq(a)

ins € Seq(a) xINxa—Seq(a)
del € Seq () xIN—Seq(a)

o € Seq(a)?—Seq(a)

rev € Seq(a) —Seq(a)

domain € Seq(a) —Set (o)

range € Seq(a) —Set(a)

map € (a—f) xSeq(a) —Seq(B)
reduce € (a?—a)xSeq(a) 4 «
AL,i,j. L. g € Seq(a) xZ%?—Seq(a)
nodups € Seq(a)—IB

perm € Seq(a) xSet () —1B

rearranges € PROP (Seq(a)?)

XXV



XXVIANHANG B. KONSERVATIVE ERWEITERUNGEN DER TYPENTHEORIE UND IHRE GESETZE

Lemma B.2.7 Prepend
Vo :TYPES.VL:Seq(a) .Va:a.
1. a.L#[]
2. a.L#L

Lemma B.2.8 null?
Ya,B:TYPES.Vf:a—(.Vp:a—IB.VL,L’ :Seq(a) .Va: . Vi:IN.

null?(L) < L=[]

LEL’ = null?(L’) =null?(L)

—null?(a.L)

—null?([al)

null?([f(x) |xelAap(x)]) <4 null(l) vVxeL.-p(x))

null?(L) = |L|=0

—null?(L-a)

i<|L|+1 = -null?(ins(L,i,a))

9. null?(del(L,i)) < null?(L) vL=[L[i]]

10. null?(LoL’) < null?(L) Anull?(L’)

11. null?(rev(l)) < null?(L)

12. null?(L) < empty?(domain(L))

13. null?(L) <& empty?(range(L))

[
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Lemma B.2.9 Membership
Ya,B:TYPES.Vf:a—(.Vp:a—IB.VL,L’ :Seq(a) .Va,a’ :a.Vb: 5.Vi,j,k: Z.
1. a¢l[]
2 a’ca.L. & a’=ava’el
3. ael <& a=first(L) vacrest(L)
4., LEL’ = ael = acel’
5. a’el[al] & a=a’
6. keli..j] & i<k Ak<j
7. belf(x)|lxelap(x)] <+ dxelL.p(x) Ab=£f(x)
8. a’ela & a’=ava’el
9. i<|L|+1 = a’ecins(L,i,a) & a’=ava’cl
10. 0<i A i<IL| A a#L[i] = aedel(L,i) < a’€l
11. a€lol’ & acLlvacel’
12. aerev(l) & a€l
13. ie€domain(L) < 1<i A i<|L]|
14. ael & aerange(l)

Lemma B.2.10 Prefix
Va,B:TYPES.Vf:a—(3.Vp:a—IB.VL,L’ :Seq(a) .Va,a’ 1. Vb: 3.V1,j,k,1: Z.

1. [IlcL

2. LE[] < null?(L)

3. a.LCL’ & a=first(L’) A LCrest(L?)

4. LCL’ = first(L)=first(L’)

5. LCL’ = rest(L)Crest(L’)

6. [alCL & a=first(L)

7. [i..jlclk..1] < i=j A j<1

8. LEL’ = [fx)Ixelap)IE£f(x)Ixecl’ Ap(x)]
9. LCL-a

10. LCLoL’

11. LEL’ & dL’’:Seq(a). LoL’’=L’
12. LCEL’ = domain(L)Cdomain(L’)
13. LCL’ = range(L)Crange(L’)

14. LCL

15. LEL’ A L’CL’’ = LEL’’

16. LCL’ A L’CL & L=L°

17. i<|Ll A LEL’ = L[il=L"’[i]
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Lemma B.2.11 Integer sequence

Vi,j:Z.
1. i>j = null?([i..j])
2. [i..1i] = [i]
3. i<j = first([i..j]) =i
4. [i+1..j] = rest([i..j])
5. i-1<j = [i-1..3] = (i-1).[i..j]
6. i<j+1 = [i..j+1] = [i..j]1-(G+D)
7. [i+1..3+1] = [k+1lke[i..jl]
8. i<j = last([i..jl) = j

Lemma B.2.12 General sequence former
Va,B3,7:TYPES.VL,L’ :Seq(a) .Va:a.VE, £’ :a—f(.Vg: f—7.Vp,p’ :a—B.Vq: 3—B.Vi:IN.
1. @ Ixellapx)] = [
2. —pa) = [f@Ixea.Lapx)] = [ Ixelapx)]
3. pla) = [f@Ilxea.Lapx)] = £f(a).[f(x)|xelap(x)]
4. p((first(L)) = first([fx)Ixelap(x)]) = f(first(L))
5. p((first(L)) = rest([f(x)Ixelap(x)]) = [f(x)|xerest(L) Ap(x)]
6. —-pla) = [EIxelalapx)] = []
7. pa) = [ Ixelalapx)] = [f(a)]
8 [g(y) lyelfx)Ixelapx)] Aq(y)] = [glf(x))Ixelap(x) Aq(f(x))]
9. Va:a. -p(a) = [f&@Ixelarp)] = [f&)Ixelapx)]
10. p(a) = [ Ixelanpx)] = [f&X)Ixelapx)]-f(a)
11. i<|L|+1 = —p(a) = [{& Ixeins(L,i,a) ap(x)] = &) Ixelapx)]
12. —p(L[i]l) = [fx)Ilxedel(L,i)ap(x)] = [£(x)Ixelap(x)]
13. [fx)Ixelol’ ap(x)] = [£(x) Ixelapx)]olf(x)|xel’ ap(x)]
14. [ |xerev(l) Ap(x)] = rev([f(x)|xeLap(x)])
15. Vxel.px)=1fx)=1f’(x) = [f&)|xeclap)I=[f’(x)Ixelap(x)]
16. VxelL.px) <p’x) = [f@ Ixelap@I=[£&) |xelap’(x)]

Lemma B.2.13 Cardinality
Va,B:TYPES.Vf:a—(.Vp:a—IB.VL,L’ :Seq(e) .Va: . Vi, j: Z.

1. 01 =0

2. Ja.L| = |L|+1

3. —mnull?(L) = |rest(L)| = |L|-1

4. |[all =1

5. LEL’ = |LILZIL|

6. I[E@ Ixelap]I=llxlxelapx)]|

7 Vi,j:Z. i<j = |[i..j]] = j-i+1

8

. |IL-al = ILI+1
9. i<|L|+1 = |ins(L,i,a)| = |L|+1
10. 0<i A i<|Ll = |del(L,i)| = IL|-1
11. |LoL’| = |LI+|L’|
12. Jrev(L)| = |L|

13. |L| = |domain(L) |
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Lemma B.2.14 Selecting the i-th element
Yo, 3:TYPES.VE:a—(.VL,L> :Seq(a) .Va:a.Vi, j: IN.

L[1]=first (L)

Lli+1]=rest (L) [i]

ins(L,i,a)[i]l=a

[£f(x) Ixel]l[1]1=£(L[i])

i<|L| = L-alil=L[i]

L-allL|+1]=a

i<j = ins(L,j,a) [i1=L[il]

i>j = imns(L,j,a)[i]=L[i-1]

9. i<j = del(L,j)[i]=LI[i]

10. i>j = del(L,j)[1]1=L[i+1]

11. i<|L| = LoL’[i]l=L[i]

12. i>|L| = LoL’[il]=L’[i-|L|]

13. i<|L| = rev(L)[il=L[ILI-i+1]

[N
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Lemma B.2.15 last
Ya,3:TYPES.Vf:a—(.VL,L’ :Seq(a) .Va: . Vi:IN.

1. last[al=a

2. last(L-a)=a

3. last([f(x)|xeL]l)=f(ast(L))

4. i<|L| = 1last(ins(L,i,a))=1last(L)
5. last(ins(L,|L|+1,a)=a

6. i<L = last(del(L,i))=1ast(L)

7. last(del(L,|L|))=L[IL]|-1]

8. —mull?(L’) = 1last(LoL’)=1last(L’)
9. null?(L’) = last(LoL’)=1last(L)
10. last(rev(L))=first(L)

Lemma B.2.16 Append
Vo :TYPES.VL:Seq(a) .Va,a’:cx.
1. [J-a=[a]
2. (a’.L)-a=a’.(L-a)

Lemma B.2.17 Insert

VYo :TYPES.VL,L’ :Seq(a) .Va: . Vi:IN.
ins(L,1,a)=a.L
ins(L,i+1,a)=first (L) .ins(rest(L),i,a)
ins(L,|L|+1,a)=L-a
i<|L| = ins(del(L,i),i,L[i])=L
i<|L| = ins(LoL’,i,a)=ins(L,i,a)oL’
i>|L| = ins(LoL’,i,a)=Loins(L’,i-|L],a)

OO W

Lemma B.2.18 Delete

Vo :TYPES.VL,L’ :Seq(a) .Va:«.Vi:IN.
del(L,1)=rest(L)
del(L,i+1)=first(L).del(rest(L),i)
del(L-a,|L|+1)=L
i<|L|+1 = del(ins(L,i,a),i)=L
i<|L| = del(LoL’,i)=del(L,i)oL’
i>|L| = del(LoL’,i)=Lodel(L’,i-|L])
i<|L| = del(rev(L),i)=rev(del(L,|L|-i+1))

~NOoO O WN -
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Lemma B.2.19 Concat
Va:TYPES.VL,L’,L°’:Seq(e) .Va:«a.Vi, j,k:Z.

~N O O W N

Lo[]=L

[loL=L

(a.L)oL’=a. (LoL?)

[a]JoL=a.L

Lo[al=L-a

i<jaj<k = [i..jlo[j+1..k]=[i..k]
Lo(L’0L’?)= (LoL’)oL’’

Lemma B.2.20 Reverse
Va,B:TYPES.Vf:a—(.Vp:a—IB.VL,L’ :Seq(«) .Va: .

[
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rev([])=1]

rev(a.L)=rev(L) a

rev([al=[a]

rev([f(x) lxelap(x)])=[f(x) |xecrev(Ll) Ap(x)]
rev(L-a)=a.rev(L)

rev(LoL’)=rev(L’)orev(L)

rev(rev(L))=L

Lemma B.2.21 Domain
Va:TYPES.VL,L’ :Seq(«) .Va:a.Vi:IN.

©O© 00 ~NO O WN B~

domain([])=0

domain(a.L)=domain(L) + (|L|+1)

domain([a]l)={1}

LCL’ = domain(L)Cdomain(L’)
domain(L-a)=domain(L) + (IL|+1)

i<|L| = domain(ins(L,i,a))=domain(L)+ (|L|+1)
i<|L| = domain(del(L,i))=domain(L) - |L]|
domain(LoL’) = domain(L) +domain(L’)

domain (rev(L))=domain(L)

Lemma B.2.22 Range

Va,3:TYPES.Vf:a—(.Vp:a—IB.VL,L? :Seq(a) .Va:a.Vi,j: Z.

[
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range([1)=0

range(a.L)=range(L)+a

range([i..j1)={i..j}

LEL’ = range(L)Crange(L’)

range ([f(x) [xeLap(x)])={f(x) |xerange(L) Ap(x)}
range(L-a)=range(L)+a

i<|L|+1 = range(ins(L,i,a))=range(L)+a
range(LoL’) = range(L)Urange(L’)

range(rev(L)) = range(L)

Lemma B.2.23 Reduce
Vo : TYPES. Vbop:a?—a.VL:Seq(a) .Va: .

1.
2.

reduce(bop, [a]l) = a

—null?(L) = reduce(bop,a.L) = bop(reduce(bop,L),a)

XXIX
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Lemma B.2.24 Nodups
Vo :TYPES.VL,L’ :Seq(w) .Va:«.Vi: Z.

© 00 NO O WN B+~

nodups ([]1)

nodups(a.L) < nodups(L) A a¢L

LEL’ = nodups(L’) = nodups(L)

nodups [i..j]

nodups(L) < |L| = |range(L)|

nodups(L-a) < nodups(L) A a¢L

i<|L| = nodups(ins(L,i,a)) < mnodups(L) A a¢L
nodups(LoL’) <& nodups(L) A nodups(L’) A VxeL.xg(L’)
nodups(rev(L)) < nodups(L)

Lemma B.2.25 Difference
Vo :TYPES.VL:Seq(a) .Va:a.

1.
2.
3.

(1=a=[]
a.L-a=L
acel = Elkedomain(L).L=L[1“k_1]Oa.L[k+1._|L|]

Lemma B.2.26 Rearranges
VYo, :TYPES.VL,L’,S,S’ :Seq(a) .Va:a.Vi:IN.Vi:a—(3.Vp:a—B.Vg: Z

rearranges([],5) < S=[]

rearranges(a.L,S) <& aeS A rearranges(L,S-a)

rearranges(L,S) = Vxel.xeS

rearranges(L,S) & |L| = [S]|

rearranges(L-a,S) & acS A rearranges(L,S-a)

i<|L| = rearranges(ins(L,i,a),S) < acS A rearranges(L,S-a)
rearranges(L,S) A rearranges(L’,S’)) = rearranges(LoL’,S0S’)
rearranges(L,S) = domain(L)=domain(S)

rearranges(L,S) = range(L)=range(S)

rearranges (L,rev(L))

rearranges(L,L)

rearranges(L,S) & rearranges(S,L)

rearranges(L,L’) Arearranges(L’,S)) = rearranges(L,S)
rearranges (L4,°L>,,L)

rearranges(L,S) < VaeL.aeS A rearranges(L-a,S-a)
rearranges(L,S) = rearranges([f(x)|xeLap(x)],[f(x)IxeSAp(x)])
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B.3 Endliche Abbildungen

Der Typ der endlichen Abbildungen ist ein generischer Datentyp, der auf der Basis der Konzepte Map, =, {l [},
extend, apply und domain eingefiihrt werden kann. Die einfachste Form einer Implementierung ist die Verwendung
von Listen von Paaren (Tabellen).

BASISKONZEPTE
Definition B.3.1 (Theory Implementation of Finite Maps)
{1} =[]
—ab = (a,b)
extend = AM,a,b. (—ab.M)
mapind (M ; tp; a,b, M' ,FM' . t;ng) = list_ind(M; ty; ab,M',FM'.let ab=(a,b) in tinq)
apply = A\M,y.mapind(M; c0; a,b,M’ ,appM’.
Ax.if x=a then b else appM’(x)) (y)
M (a) = apply(M,a)
domain = M. {x.1llxerange(M)}
= = AM,M’. domain(M)=domain(M’) A Vxedomain(M) .M(x)=M’(x)
Map («, 3) = M,M’:Seq(axp) //M=M’

Lemma B.3.2 Axioms of Finite Maps
Vo, ,7:TYPES. VM, M’ :Map(«,3) .Va,a’ : . Vb: 3. VP:PROP (Map (v, 3)) .
1. Map(a,B) € TYPES
{1} € Map(a, 3)
apply € Map(a, B) xa/ 0
extend € Map(a, 8) xaxB—Map(«a,3)
domain € Map(«a, B) —Set (a)
extend(M,a,b) (a)=b
a’#a = extend(M,a,b)(a’)=M(a’)
domain({| [})=0
domain(extend(M,a,b))=domain(M)+a
. M=M’ & domain(M)=domain(M’) A Vxedomain(M).M(x)=M’(x)
. Vg:vy.Vh: (yxMap(a, ) Xa) —(F.3f :Map(a, B) —f.
f{IIPD=g A WM:Map(a,f).Va:a.Vb:[3. a¢domain(M) = f(extend(M,a,b))=h(f(M),M,a,b)
. (Pl A WM:Map(a,f) .Va:a.Vb:3.P(M) =P(extend(M,a,b))) = VM:Map(«a,f3).P(M)

= = O 0 N 0 N
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Lemma B.3.3 Finite Constructability
Va,3:TYPES.VM:Map(a, 3) .
1. M={lI} v Ja:a.Fb:3.3M’:Map(a,B). a¢domain(M) A M=extend(M,a,b)

ABGELEITETE KONZEPTE

Definition B.3.4 (Map Vocabulary)
map-list-exp.nil
mapind(M; oo; a,b,M’,_,e)
AM,M’. Vxedomain(M) .M(x)=M’ (x)
AM. {M(x) |x edomain(M) }
setind(S; {lI}; a,_,GSF.
if p,la/z] then extend(GSF, f,.[a/x],g,[a/x]) else GSF)
{l—frgz 1z €S Atruel}
AM, M2l —xM? (M(x)) |x edomain(M) A M(x) edomain(M’) [}
|domain (M) |

{l map-list-exp|}

let M=extend(M’,a,b) in e
c

range

{lewgwaGS Apz|}

{I=fegalz S}

e}

| M|
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Lemma B.3.5 Operator Signatures
Yo, B,v:TYPES.VE:a—f3.Vg:a—y.Vp:a—Bool.
1. C eMap(a,B)2—Bool
range € Map(«,B3)—0
AS. {I—f(X)gx)1xeS A p(x) I} € Set(a)—Map(F,7)
o € Map(a,B)xMap(3,v) —Map(a,7)
AM. M| e Map(a,B)—IN

g wN

Lemma B.3.6 extend
Yo, 3:TYPES.VM:Map (v, 3) .Va:a.Vb: 5.
1. extend(M,a,b)#{l I}
2. M(a)=b = extend(M,a,b)=M
3. M(a)#b = extend(M,a,b)#M

Lemma B.3.7 Domain
Ya,B3,v:TYPES.VI:a—(.Vg:a—~v.Vp:a—Bool.VS:Set (a) .VM:Map(a, 3) .WYM’ :Map(53,7) .
1. domain({|—f(x)g(x) lxeSApx)I}) = {f&x)IxeSapx)}
2. domain(MoM’)={x|x €domain(M) AM(x) €domain(M’)}
3. domain(MoM’)Cdomain (M)

Lemma B.3.8 Range
Va,B3,v:TYPES.VE:a—(.Vg:a—~v.Vp:a—Bool.VM:Map(a,3) .VM’ :Map(3,7) .Va:a.Vb: 3.VS:Set () .

1. range({lI}) = 0

2. addomain(M) = range(extend(M,a,b))=range(M)+b

3. range({l—f(x)gx)IlxeSArpx)ID={gx)IxeSArpx)}

4. range(MoM’)={M’(M(x)) |x €domain(M) AM(x) edomain(M’)}
5. range(MoM’)Crange(M’)

Lemma B.3.9 Submap
Ya,B3,v:TYPES.VI:a—(.Vg:a—~v.Vp:a—Bool.VM,M’ M’ :Map(«, ) .Va:a.Vb: 3.VS,S? :Set («) .

1. {lI}eM

2. ME{I I} & M={I}

3. extends(M,a,b)CM’ <& MCM’ A acdomain(M’) A M’(a)=

4. a¢gdomain(M’) A MEM’ = MCextends (M’ ,a,b)

5. S¢S’ = {l—fx)gx)IxeSrpx) JE{l—f(x)g(x) IxeS’ Ap(x) I}
6. MEM’ = domain(M)Cmain(M’)

7. MCM’ = range(M)Crange (M)

8. MCM

9. MEM’ A M’EM & M=M’

10. MEM’ A M’CM’° = MEM’°

Lemma B.3.10 General Map Former
Va,B3,v:TYPES.VE:a—(.Vg:a—~v.Vp:a—Bool.VS:Set(a) .Va:«.
1. Map—f(x)gx)lxed A px)={1}
2. pa) = {l—fX)gk) |Ixe(S+a) Ap(x) [}=extend({|—f(x)g(x) IxeSApx) I},£(a),g(a))
3. pla) = {I—fx)gx) Ixe(S+a) apx) }={l—f(x)g(x) xeSApx) I}
4. Vaes. p(a) = {Il—f@g®)IxeS A p@)}(£(@) = gla)
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Lemma B.3.11 Map Composition
VYa,3,7:TYPES.VM:Map(a, 3) .VM’ :Map(3,7) .Va:a.Vb: 8.Vc:y.
1. {l poM={l 1}
bedomain(M’) = extend(M,a,b)oM’ extend (MoM’,a,M’ (b))
b¢domain(M’) = extend(M,a,b)oM’ = MoM’

Mo{l [}={I I}

b¢rangeaM = Moextend(M’,b,c) = MoM’

o wWwN

Lemma B.3.12 Map size
Vo, ,7:TYPES.VM:Map(«,3) .VM’ :Map (3,7) .Va:a.Vb: 3.
1. {I}l =0

2. ac€domain(M) = |extends(M,a,b)| = |M]|
3. a¢domain(M) = |extends(M,a,b)| = [M|+1
4. MCM’ = |MI< M|

5. |[MoM’ | <|M]|

6. |MoM’|<|M’|
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B.4 Costas Arrays

Die folgende Erweiterung der Theorie der endlichen Folgen ist nétig, um das Costas-Arrays Problem 16sen zu kénnen.

Wie immer beschreiben die Lemmata Distributivgesetze, die zur Vereinfachung verwendet werden.

Definition B.4.1 (dtrow: Reihe in der Differenzentafel)
dtrow(L,j) = [Li1-LLi+j] |ie1..1LI-j1]

Lemma B.4.2 dtrow
VL,L’:Seq(Z) .Vi:Z.Vj:IN.

1. dtrow([1,j) = [

2. j<ILl = dtrow(i.L,j) = (i-L[j]).dtrow(L,j)

3. j#0 = dtrow([il,j) = []

4. LEL’ = dtrow(L,j) C dtrow(L’,j)

5. j>ILl = dtrow(L,j) = []

6. j<ILl = dtrow(L:i,j) = dtrow(L,j)-(LLILI+1-j]-1)

B.5 Integer Segmente

Die folgende Erweiterung der Theorie der endlichen Folgen ist notig, um das Problem der Maximalen Segmentsumme

16sen zu konnen.

Definition B.5.1 (Segmentsummen und Maxima)
g:pL[i] = reduce(+,[L[i]llielp..q]1])

{fpqlaeS npeSy} U{ {foqlpeSq} | qeS}
m=MAX(S) meS A VxeS.x<m

Man beachte, daff die Segmentsumme Zf:pL [i] nur fiir L#[] und 1<p<q<|L| definiert ist.

Lemma B.5.2 Segmentsumme
VL:Seq(Z) .Va:Z.

1. S ,a.Lli]l = a
2. Vqedomain(L). Zgilla.L[i] = Y7 |L[il+a
3. Vgedomain(L).Vpe{t..q}. Y0 ja.L[i] = Y7 L[i]
4. VYqedomain(L).Vpe{l..q}. Zg:pL'a[i] = g:pL[i]
5. Vpedomain(L). Z‘ig;lha[i] = ZLiIPL[i:Ha
Lemma B.5.3 Set Formers and Integer Ranges
V{:Z—Z Ng: ZxZ—Z .Nj ,k:Z.
1. {f@Ixe{j+1. . k+1}} = {f&+DIxe{j..k}}
2. {glx,pIxe{j+l. . k+1} anye{j+l..x}} = {g&x+1,y)Ixe{j. .k} rye{j+l..x+1}}
3. {g&x+1,y) Ixe{j. . kpaye{j+l..x+1}} = {gx+i,y+1)Ixe{j..k}rye{j. .x}}
4. {f)Ixef{j..x}} = {f&@Ixe{j+1. k}}+£(j)
5. {glx,pIxe{j. . kiaye{j..x}} = {glx,y)lxe{j+1. . k}rye{j+l..x}}U{gx,j) Ixe{j+1
6. {fx)Ixe{j..j}} = {f(M}
7. {gGx.pIxe{j..jitayeli..x}t = {gG,»}

Lemma B.5.4 Maximum
Vm,m’,a:Z. VS,S’:Set(Z).
1. = (m=MAX(())
m=MAX(S) A m’=MAX(S) = m=m’
m=MAX(S) = max(a,m)=MAX(S+a)
a=MAX ({a})
m=MAX(S) A m’=MAX(S’) A SCS’ = m<m’
m=MAX(S) = m+a=MAX({x+alx€S})
m=MAX(S) A m’=MAX(S’) = max(m,m’)=MAX(SUS’)

~N O Ok WwN

o kr+g(d,3)



