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Einleitung

Die nachfolgenden Axiome und Regeln sind als Ergdnzung des Vortrags ,,For-
male Entwicklungen nach Frege* gedacht und werden in den Folien an geeig-
neter Stelle durch den Vortragenden erwdhnt. Aufgrund der Fiille an Ent-
wicklungen ist es nicht moglich alle Axiome und Regeln im Detail zu erldu-
tern und fiir das Versténdnis des Vortrages ist dies auch nicht notwendig.
Dieses Dokument ist daher eher als eine Art Aufzéhlung der Axiome zu
verstehen und dient allein eher der Anschauung als dem Versténdnis.
Weiterfiihrende Erlduterungen sind z.B. in , Grundziige der theoretischen
Logik* von Hilbert und Ackermann zu finden. Genauere Angaben zu den
einzelnen Axiomen und den damit verbundenen Systemen koénnen den ent-
sprechenden Arbeiten der Mathematiker entnommen werden.

Peter Keller



Erste Abkiirzungen und Quantoren:

F(z) — fiir alle z gilt F(x)

)F(x) — es existiert ein z, sodass F(z) gilt
(x) — die Klasse, die F(x) erfiillt

1x)F(z) — Das einzige x, das F'(z) erfiillt

Ubersicht iiber verschiedene Zeichen und Abkiirzungen

Peano-

Russel Hilbert Variants Lukasiewicz
Negation ~ P P —P,—P Np
Konjunktion P.Q P&Q PQ,PANQ Kpq
Disjunktion PvQ PVvQ PQ Apq
Implikation PDoQ P—qQ Cpq
Aquivalenz P=qQ P~Q P—Q Epq
Allquantor (x)F(z) | (x)F(z) | VaF(z),VaF(x) Mzdx
Existenzquantor | (3x)F(z) | (Ex)F(z) | 3zF(z), VaF(x) Yaxdzx

Gleichungen von Schonfinkel:
Axiome:

(1) Iz ==z

(2) Cay ==

(3) Tfxy = fyx

(4) Z(fg)z = f(gz)

(5) Sfgx = fx(gx)

zusdtzliche mogliche Umformungen (werden in der Analyse von
Mustern in natiirlichen Sprachen verwendet)

I=5CC

Z = S8(CS)C

T =8(ZZS)(CC)
Ufg= fr|* gx

Dfz = fzx = D = SCC(CI) = SS(C(SCC))



moderne Schreibweise von Freges Axiomen:
Axiome:

(1) p>(¢>p)

2) [pP>@>n]2lp29) > (o)

3) p>@>n]>g>@>7)

4) P2>4¢) > (~g¢>~p)

(5) ~~pDp

(6) p O~ p

(7) (@) f(x) > f(y)

Ableitungsregeln:

(i) Austauschregel

(i) @y

(iv) popyirsy falls x nicht frei in P ist

mogliche Ersetzungen einzelner Axiome:

Das dritte Axiom ist redundant und die letzten drei Axiome konnen durch

(~pD~q)D(¢Dp)

ersetzt werden.

Weiterhin konnen auch alle Axiome ersetzt werden durch:
M 29 2lg>r)> D7)
(1) (~pDp)Dp

(ITT) (p > (~p>Dq))



Die Axiome von Whitehead und Russel

Axiome:

(1) (pvp)Dp

(pVaq)D(qVp)
[pV(gVvr)]DlgVv(pVvr)
(qvr)Dlpve) D V)

Nach Bernays ist Axiom 4 ebenfalls redundant.

Scheffer-Pierce- Axiome

Axiom:

(@A Ta) [ ]s)]@]s)})

Ableitungsregel:

p Pl (Q|R)
R
Nach Nicod ist dieses Ableitungsschema ausreichend.

Axiome von Hilbert und Bernays

Axiome:
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pDq)D[(gdp)D(p=q)

wobei I(1),V (1) und V(3) von Frege stammen, I(3) von Lukasiewicz und
I111(2) aus ,principia Mathematica,,

natiirliche Deduktion und Entwicklung - Gentzen

Ableitungsregeln
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(11) FY

@Fz _ Fxz(P)
(12) %
»T¢ bezeichnet das Absurde, das Unmoégliche. Die Komplexitéit der Axiome
resultiert aus der Tatsache, dass eine Ableitung mehrere Ursachen aber nur
eine Folge haben kann.



Entwicklungen

Ableitungsregeln:

(1) Tpg?

(2) (a)
(b)

x)Fx
(10) X

(11) FY

(12) (3z)Fzx

»*“ bezeichnet einen Ausdruck, der beliebig gew#hlt werden kann.

modale Logik
Axiome

Bl p.g<gqp

B2 pg=<p

B3 p<pygq

B4 (p.q).r <p.(¢q.r)

B5 p<~~0p



B6 [(p<q)(g=n)]=<(=<7)
B7 [p.(p <q)] <¢
B8 <(p.gq) < Op

B9 (3p,q)[~ p < q). ~ (p <~ q)]

»,<O“ bezeichnet das Undefinierte, man kdnnte sagen: ,es ist mdglich, dass...“
Weiterhin steht , P < Q¢ als Abkiirzung fiir ,~ O(P. ~ Q)

mehrwertige Logik

Mit der Definition von mehrwertigen Logiken kénnen entsprechende Opera-
tionen anhand von Wahrheitswertetabellen definiert werden. Ist die Anzahl
der moglichen Werte fiir eine Aussage unendlich (wie es z.B. von von Neu-
mann vorgeschlagen wird) und die moglichen Werte im Intervall [0;1], so
lassen sich Negation und Implikation dhnlich wie in der Stochastik definie-
ren:
[~ P]=1-[P]
[P o QI=1 fir [P] <[Q]
[P2QI=1-[P]+[Q] fir [Q] <[P]
Die scheinbare Ahnlichkeit zur Stochastik war die Begriindung fiir den Ver-
such der Weiterentwicklung, allerdings ergeben sich fiir ,,&¢ Werte, die nicht
in die Theorie der Wahrscheinlichkeit passen. So ist:
1
[OP] =1 fur [P] > 3

und

[OP] =2[P] fur [P] <

Satz von Tarski

A. Tarski zeigte! | dass jedes System, das
S1 pD~~p
52 ¢>(p>Dq)
S3 ~p>D((P>Dq)
S4 pO[~qg>D~(p>q)

erfiillt und in sich widerspruchsfrei ist, nur eine mégliche konsistente und
widerspruchsfreie Vervollstdndigung erfahren kann, ndmlich die der gew6hn-
lichen zweiwertigen Logik.

Yin ,, Uber Erweiterungen der unvollstindigen Systeme des Aussagenkalkiils



