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Gegeben sei ein Monoid M=(m, e, x). Wir betrachten die Kategorie M-Set.
Die Objekte der Kategorie sind M-Mengen, also Paare (X, ), wobei X eine
beliebige Menge und A eine Aktion des Monoids auf X ist, d.h. A : M x X — X,
die bestimmten Bedingungen geniigt, ndmlich:

Ae(z) =z und Mg 0 Ay = Mg

Dabei seien fiir jedes k € M die Abbildungen A : X — Y definiert durch
Ae(z) = Mk, z) fur alle z € X.
Die Morphismen in M-Set sind equivariante Abbildungen f : (X, \) — (Y, u),
d.h. fiir alle k € M gilt:

fodp=prof

Fiir zwei solche M-Mengen (X, \)und (Y, 1) wollen wir das Exponentialob-
jekt YX | eine M-Menge (F, ), und die Evaluationsabbildung, eine equivariante
Abbildung ev : (E,0) x (X,\) — (Y, ) definieren, sd. fiir ein beliebiges Objekt
(Z,v) alle Pfeile g : (Z,v) x (X,\) — (Y, u) ein eindeutig bestimmter Pfeil
§:(Z,v) — (F,o) existiert mit

evo(gxidx)=g (1)

Definition von Y ¥
Als Tragermenge E definieren wir:

E={r={tmtmem | Tm:X —Y, sd

[k © Ty = Tham © Ak, fir alle k,m € M} (2)
Als Aktion des Monoids definieren wir:
o(1) = 7" wobei 7, = T (3)

Wir beweisen das folgende Lemma.
Lemma 1. (Wohldefiniertheit von YX = (E,0))
1. o ist tatsichlich eine Monoid-Aktion, d.h. o.(7) = 7 und o 0 o), = O1sk-

2. Fiir allel € M,7 € E gilt: 7' = oy(7) € E.



BEWEIS:

1. 0o(7) = 0c({Tm}) = {Tmxe} = {Tm} = T.
Sei 77" = 0y 0 ok (1), und sei 7/ = o (7). Dann gilt 7)) = 7)., = Tmxixk-
Andererseits sei 7" = 014 (7), dann ist 77 = Tyuk (7). Daraus folgt:

goop(t)=1"=1" =01k (7).

2. Seil € M und 7" = 0y(7). Zu zeigen ist uy o 7}, = 7/,,, © A fiir alle
k,m € M. Es gilt:

, ’
Mk © Ty = Mk © Tmxl = Tkx(mxl) © Ak = T(kxm)xl © Ak = Tham © Ak

Definition von ev

Wir definieren die ,,Auswertungsfunktion® ev : (E,o0) x (X,\) — (Y, ) des
Exponentials durch:

ev(r,z) = T.(x), fir € B,z € X,e € M. (4)

Es bleibt zu beweisen, dafl diese Abbildung equivariant ist und die geforderte
Universalititseigenschaft (1) besitzt.

Lemma 2. Die Funktion ev ist equivariant.

BEWEIS: Sei 7 € E. Zu zeigen ist, dal u,(ev(r,z)) = ev(on (1), An(z)). Wir
haben:

ev(0p(7), A () = [0n(T)]e(An(T)) = Tesn(An () = 70 (An(T))

Da 7 € E haben wir 7,,(An(2)) = (n © 7¢)(x) und damit

e0(0n () Au(@)) = pin(ev(r, ).

O
Wir zeigen, dafl ev die geforderte Universalitdtseigenschaft besitzt:

Lemma 3. Sei (Z,v) ein Objekt aus M-Set. Sei g : (Z,v) x (X,\) — (Y, pn)
eine equivariante Abbildung. Dann existiert genau eine equivariante Abbildung
§:(Z,v) — (E,0), sd. firalex e X,z € Z gilt: g(x,2) = ev(§(2),x).

BEWEIS: Fiir z € Z soll §(z) ein Element aus F sein, d.h. eine Familie {7,,} : X — Y.

Da die Gleichung (1) erfiillt sein soll, muf} gelten:

ev(g(z),x) = [9(2)]e(z) = 9(z, 7).

Gleichung (1) liefert uns also die e-Komponente von g(z) fiir beliebiges
zeZ,xeX.

Andererseits mufl g : Z — E eine equivariante Abbildung sein, d.h. es muf3
gelten



9(wn(2)) = on(9(2))

Unter Benutzung von Gleichung (3) bekommen wir:

[on(3(2)]e = [9(2)]exn = [9(2)]n-
Das liefert die n-te Komponente von §(z), ndmlich:
[9(2)]n = [9(vn (2))]e (5)

und damit
[9()]n(z) = [9(vn(2))]e(2) = g(vn(2), 2).

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der Konstruktion. Das folgende Lemma
beweist die Wohldefiniertheit von §(z). O

Lemma 4. Fir alle z € Z ist §(z) € E.
BEWEIS: Wir zeigen pig, 0 [§(2)]m = §(2)kxm © Ak. Wir benutzen (5) und erhalten
pur © [§(vm(2))]e(x) = pr 0 g(vm(2), ).

g ist equivariant, daher gilt:

w0 9(m (2), 2) = g(Vikam (2), Ak (2)) = [9(2)]kam (Ar (2))-



